
Fels®bb Matematika 1. ZH 2011-10-24

1. Írjuk fel az

A =

1/3 2/3
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mátrix
(a) redukált szinguláris felbontását és
(b) QR-felbontását, valamint az
(c) oszlopterére való mer®leges vetítés mátrixát! (4 pont)

Megoldás. MivelA szemiortogonális, ezértATA = I2, tehát
Σ = I2 és a szinguláris felbontás A = AI2I2. Hasonló okból
a QR-felbontás A = AI. Az A oszlopterére való mer®leges
vetítés mátrixa

A(ATA)−1AT = AAT =
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2. Határozzuk meg az

x = 2

y = 3

x+y = 8

egyenletrendszer legkisebb normájú optimális megoldását há-
rom különböz® módszerrel:
(a) az együtthatómátrix pszeudoinverzével számolva,
(b) az együtthatómátrix QR-felbontásával számolva,
(c) egy megfelel®, egyértelm¶en megoldható egyenletrendszer

felírásával! (2+4+2 pont)

Megoldás. (a) Az együtthatómátrix pszeudoinverze:
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]
Így A+(2, 3, 8) = (3, 4).

(b) A QR-felbontás:
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amib®l (x, y) = (3, 4).
(c) Az ATAx = ATb normálegyenlet[
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]
3. Egy A mátrix karakterisztikus polinomja (λ+1)6(λ− 1)5,
az A + I hatványainak rangja 9, 7, 6, 5, az A − I hat-
ványainak rangja rendre 9, 7, 6. Írjuk fel a Jordan-féle
normálalakját! (4 pont)

Megoldás. A −1-hez tartozó leghosszabb lánc hossza 4, az
1-hez tartozóé 3. Az egyenletrendszerek:

λ = −1 :
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⇒
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4. Adva van az

A =


5 1 1 1 1
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, és B =

 i 2i 2i
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mátrix. Pozitív de�nit-e az A mátrix, normális-e a B mátrix,
és mennyi a 2-normája? (4 pont)

Megoldás. AzAmátrix szimmetrikus, így minden sajátérté-
ke valós, a Gerschgorin körök 5-közep¶, 4-sugarú körök, tehát
minden sajátérték pozitív. (Persze tudhatjuk is a sajátértéke-
ket, a csupa-1-vektor tartozik a 9 sajátértékhez, és az ei−ei+1

vektorok a 4 sajátértékhez.)
A B mátrixra B∗B = BB∗ = 9I, tehát normális. Normája

||B||2 = σ1 = 3.

5. Legyen A nemnegatív, szimmetrikus mátrix. Mu-
tassuk meg, hogy A pontosan akkor primitív, ha A2

irreducibilis! (5* pont)

Megoldás. Ha A primitív, akkor egyik hatványa sem le-
het reducibilis, tehát A2 irreducibilis. Fordítva, ha A2 ir-
reducibilis, akkor A is az. Másrészt A szimmetriája miatt
A2 = ATA, azaz A2 f®átlójában van pozitív elem, hisz
A 6= O. Így A2 primitív, azaz valamely hatványa pozitív,
de az A-nak is hatványa, tehát A is primitív.


