Fels6bb Matematika 1. ZH 2012-10-24

1. Legyen B = {(1,1,0),(0,1,1),(0,0,1)} és C = {(1,0,0),(1,1,0), (0,1,1)} két béazis R3-ben. Irjuk fel a & + B,
a & + Césaacl « B attérések matrixat! Irjuk fel a [v]g = (1,1,1) vektor C béazisbeli koordinitas alakjat!

(4 pont)
Megoldas. Az attérések matrixai:
1 00 1 10
Xeep=11 1 0|, Xegee=|0 1 1] (1/2-1/2 pont)
0 1 1 0 0 1
és
00 1
Xeep=XeloXeep= |1 0 —1]|(2pont).
01 1

Utoébbit az Xe ¢ X = Xep matrixegyenlet megoldasaval is megkaphatjuk:

1 1 0j1 0 O 1 0 00 O 1
01 1|11 0|=1]01T0|1 0 -1
0 0 1/0 11 0 0 1|0 1 1

Harmadik megoldasi lehet&ség: 1latjuk, hogy b; = cq, b = c3, b3 pedig kdnnyen megkaphaté ¢ —c2 +c¢; alakban,
az attérés matrixat pedig épp ugy kapjuk, hogy B vektorait folirjuk a C bazisban. Végiil a v vektorra:
1
[vle = Xeep[v]s = [0] (1 pont).
2

2. Ortogonélisan diagonalizaljuk az A matrixot, azaz hatarozzuk meg azt a Q ortogonalis matrixot és A diagonalis
métrixot, melyekkel A = QAQT, és irjuk fel A redukalt szingularis felbontését! (4 pont)

1 0 -1
A= 0 -1 0
-1 0 1
Megoldas. A karakterisztikus polinom —A(A+1)(A—2) (0.5 pont). A sajatvektorok: A\; = 2-héz vq = (1,0, —1),
A2 = —1-hez vy = (0,1,0) és A3 = 0-hoz vz = (1,0, 1) (1.5 pont).
Innen a diagonalizdl6 és a diagonalizalt matrix

1 1

VR, 2.0 0
Q= 0 1 © A=10 —1 0] (1pont).
1 1
- 0w 00 0

A szinguléris felbontéshoz A negativ elemét pozitivra kell valtoztatni, amit gy lehet ellensilyozni, hogy Q-bdl a
mésodik oszlop —1-gyel valé beszorzasaval kapjuk V-t, és U = Q:

L0 91 0 01T~ 0 L T a1
T V2 V2 V2 V2 V2 2 01T+~ 0 —-L
A=UXV- =| 0 -1 0 01 0 0 1 0 =| 0 -1 V2 V2| (1 pont).
L o L|looof|[-L o L ool Lo 10
V2 V2 V2 V2 V2
3. Irjuk fel annak a 10 x 10-es matrixnak a Jordan-féle normalalakjat, melynek egyetlen sajatértéke \, és amelyre
(A — AI)¥ rangja k = 1,2, 3,4 esetén rendre 5, 2, 1, 0. (3 pont)
i 1 2 3 4
Megoldas. d; |0 5 8 9 10 (2 pont),
d; 5 3 1 1 0
dY 2 2 0 1

igy a Jordan-alakban 2-2 1 X 1-es illetve 2 x 2-es, valamint 1 4 x 4-es blokk van (1 pont). Lehet az n; szamokra
vonatkozo6 egyenletrendszert is megoldani:
ng =1
ng + 2ny = 2
no +2n3 +3ng =5
ny + 2ng + 3ns +4ny = 10

(egyenletek + megoldas 2 pont, a kovetkeztetések levonisa még 1 pont).



4. Szamitsuk ki az A = [1 ! O} matrix pszeudoinverzét! (2 pont)

0 1 1

Megoldas. 1. Az AT = RT(BTART)'B7 képletbe helyettesitve:

T A I s I S S O A
11 12

2. Mivel A teljes sorrangi, ezért szamolhatunk az A" = AT(AAT)~! képlettel is.
(Akarmelyik megoldasban az inverz kiszamitésa 1 pont, a maradék még 1 pont.)

5. Melyek pozitiv definitek az alabbi matrixok koziil? (2 pont)
1 1 1 3 1 2
S O It R )
Megoldas. Mivel det A = —1 és detB = 0, ezért sem A, sem B nem pozitiv definit. C-re viszont a felsé

minorok determinédnsaira 1 és 5 adédik, tehat C pozitiv definit (A és B 1/2-1/2 pont, C 1 pont). Szamolhatunk
a sajatértékekkel is, ezek A-ra 1/24V5/2, melyek koziil az egyik negativ, a masik pozitiv; B-re 10 és 0; C-re pedig

5/2(2 £ V/3).

6. Melyek irreducibilisek és melyek primitivek az alabbi métrixok koziil? (8 pont)
01 1 1 01 00
0 0 4
0 0 0 1 1 0 0 1
A‘1011’B_0110’C_ggg
01 01 1 01 0

Megoldas. A grafokat felrajzolva latjuk, hogy A reducibilis, igy nem primitiv ({2,4}-b6l nem vezet nyil {1,3}-
ba). B irreducibilis, pozitiv f6atlobeli elemmel, csaktgy, mint C?, igy mindkett primitiv. C esetén a logikai
értékkel felirt ,matrixszorzés elvégzésével lathatd, hogy C’ pozitiv. (Mindegyik matrixért 1-1 pont)

7. Oldjuk meg az Ax = (1, 1,0, 1) egyenletet Fy f6l6tt, ahol (8 pont)

=
= i
O = = O

(a) Hany megoldasa van az egyenletrendszernek? (b) Legyen A : F¥ — FJ: x — Ax. Adjuk meg k és n értékét!
(¢) Mennyi Ker A és Im A dimenziéja?

Megoldas. Gauss-eliminaciét végezve:

_ =0 =
= e
O = = O
—_ O = =

Igy x = (t,1+t,t). A megoldasok szama 2, mivel t-nek két lehetséges értéke van. Az A leképezés Fg—bél Fg—be
képez. Mivel r(A) = 2, ezért dimIm A =2 és dimKerA =3 -2 = 1.

8. Mutassuk meg, hogy r-reguléris graf A adjacenciaméatrixédnak az r szam egy sajatértéke, és minden més A
sajatértékre |A| <. (8 pont)

Megoldas. r-regularis egy graf, ha minden csucsédnak foka r (példaul minden n-cstcsa kor 2-regularis). Mivel
ennek illeszkedési méatrixdban minden sorban (és oszlopban) pontosan r darab 1-es van, a tobbi 0 (1 pont), ezért
a csupa-1-vektor sajatérték az r-hez, mint sajatértékhez (1 pont). Minden Gerschgorin-kor kozéppontja az origo,
sugara pedig 7, innen az egyenlGtlenség a tobbi sajatértékre fennall (1 pont).



