Fels6bb Matematika (2012-13 Gsz

1. Hatarozzuk meg a P és R matrixok LU-felbontaséat, majd
ezt folhasznalva oldjuk meg a Px = (0,2,4,6) egyenletrend-
szert, invertaljuk az R matrixot, ahol
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Megoldas. A Pascal-haromszog LU-felbontasa két Pascal-
haromszoget ad:
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A masik felbontés is hasonloéan varazslatos:
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1. Az egyenletrendszer megoldéasa (—2,2,0,0).
2. Az inverz:
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2. Adjunk meg olyan linearis transzforméaciot R3-ben (ha lé-
tezik), amely a wq, wo, wg vektorokat a vy, va, v3 vektorokba
viszi, ahol vi = (1,0,1), vo = (0,—1,1), vg = (2, —1,3), és
(i) w1 =1(1,0,2), wo = (1,1,1), wz = (1,1, 2);
(ii) wi =(1,0,2), wo = (1,1,1), w3 = (3,1,5);
(iii) w1 = (1,0,2), wo = (1,1,1), ws = (2,1,3);
Irjuk fel e leképezés matrixat!

Megoldas. Mindharom kérdés megvélaszolhaté dgy, hogy
megoldjuk az Aw; = v; (i = 1,2,3) egyenletekbdl allo 9-
ismeretlenes egyenletrendszert, ahol az ismeretlenek az A
matrix elemei. Egyetlen méatrixszorzatba tomoritve a fenti
egyenleteket, megoldand6é az AW = V matrixegyenlet, ahol
A az ismeretlen, és W illetve V a wy;, illetve v; vektorokbol
allo matrix. Az (i) kérdésben W invertalhato, ezért a megol-
das az A = VW ! kiszamolasaval is megoldhat6, de mindha-
rom esetben hasznalhaté az elemi sormiiveletekkel valé meg-
oldas. Ha mindkét oldal transzponéltjat vessziik, az ismeret-
lenek a hagyomanyos helyen jelennek meg, igy a WT AT = V7T
egyenletben az A7 oszlopvektoraiban harom hiromismeretle-
nes egyenletrendszert, vagyis egy szimultan egyenletrendszert
kapunk. Ezek megoldasa:
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2. gyakorlat
Tehat az (i) megoldasa
-3

A= 0
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A (ii) esetén végtelen sok megoldast kapunk:
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A jobb oldali rész elsé oszlopat véve egy egyenletrendszer jobb
oldalanak, az x + 2z = 1, y — z = —1 egyenletrendszert kap-
juk, melynek megoldasa z =r, y = —1+4+r, x =1 —2r, ahol r
szabad paraméter. Hasonl6an megoldva a masik két egyenlet-
rendszert is, majd a bel6liik képzett matrixot transzponalva
kapjuk (ii) megoldasat:
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Azért kaptunk végtelen sok megoldast, mert a w; vektorok
OsszefiiggGek, egy sikot feszitenek ki, és a koztiik 16vE Ossze-
fliggések megegyeznek a v; vektorok kozti Osszefiiggésekkel.
Ez a sikon kiviili vektorok leképzésére még végtelen sok lehe-
tGséget hagy. A (74) esetén nincs megoldas, mert bar a w;
vektorok itt is Osszefiiggdek, de koztiikk mas Osszefiiggés van,
mint a v; vektorok kozt:
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3. Adjuk meg az alabbi linearis transzformaciok matrixat a

megadott bazisokban:

(a) az x — 2y + 2z = 0 sikra val6 merdleges vetités a standard
bézisban;

(b) f:(z,y,2) = 2z —y+z,2+z,y—3z) astandard, illetve
az {(1,1,0),(0,1,0),(2,1,1)} bazisban;

(c) a sik tikrozése az y = 2z egyenesre a standard, illetve az
{(1,2),(—2,1)} bazisban;

(d) R™ vetitése az a # 0 vektor &ltal kifeszitett altérre a
standard béazisban;

(e) R™ vetitése az a # 0 vektorra meréleges hipersikra a stan-
dard bézisban;

(f) R™ tiikrozése az a # 0 vektorra merdleges hipersikra a
standard bézisban.

Megoldas. (a) Az (a,b,c) ponton atmend, az r — 2y + z =
0 sikra merdleges egyenes paraméteres vektoregyenlete:
(z,y,2) = (a,b,c) +t(1,-2,1) = (a+ t,b — 2t,c + t). Az
egyenes metszéspontja a sikkal az (a+t) —2(b—2t) + (c+



(b)

(c)
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(f)

t) = 0 egyenletbdl kaphat6 t = —ta + 2b — ic paramé-
terértékb6l (2a + 2b— gc, 2a+ 2b+ 2¢,—ga+ 2b+ 2¢).
Ebbdl leolvashaté, hogy az

leképezést megvaldsitd matrix

5 2 _1

i1

e B

6 6 6

Az f transzforméacié métrixa a € = {i, j, k} standard ba-

2 -1 1
zisbhan Ag = |1 0 1
0 1 -3

A C = {c1,c9,c3} = {(1,1,0),(0,1,0),(2,1,1)} béazisnal
az attérés matrixdval szamolunk:
-1

1 0 2 1 0 -2
Ceee=Czlo=1]1 1 1] =|-11 1
0 01 0 0 1
igy Ac = CcegAgC‘gec = Cé_v(l_cAgCgec folhasznala-
séval
-1 -3 8
Ac=| 1 2 -3
1 1 -2

Erdemes el6szor a C = {(1,2),(—2,1)} béazisban folirni a
métrixot, mert ennek elemei sajatvektorok, igy a képiiket
meghatarozni és koordinatazni is kénnyd: c¢; = (1,2) és
cy = (—2,1) jeloléssel
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f(CQ) = —Cq = O'Cl 4+ (—1) - Co

tehat f matrixa C szerint A¢
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standard maétrixra Ag = PgeCACPE}_C, ahol Pg. ¢ =
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[2 L ], igy azt kapjuk, hogy Ag = { %5 é .
Keressiik x — proj,(x) matrixat. Ennek i-edik oszlopa
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Keressiik az x — x — proj, (x) méatrixat:
1
P=I- —aa’
aTa
Keressiik az x — x — 2proj, (x) méatrixat:

2 T
P:I—ﬂaa

4. Ha W az R" egy altere, és az A matrix oszlopvektorai a
W egy béazisat alkotjak (tehat A teljes oszloprangt), akkor a
W altérre valdé merGleges vetités matrixa

AATA)TIAT,

Megoldas. 1d. jegyzet 7.20. tétel

5. Hatarozzuk meg a (—2,1,3) vektornak az (1,0,1) és a
(—1,2,0) vektorok altal kifeszitett sikra es6 meréleges vetiile-

tét!

Megoldas. Id. jegyzet 7.21. példa

6. Tekintsiik az R* tér (1,—1,1,0) és (0,1,—1,0) vektorai
altal kifeszitett W alterét és legyen © = (8,4, 2, 1). Bontsuk fel
az x vektort W -be esé és W -re merdéleges vektorok dsszegére.

Megoldas. 1d. jegyzet 7.26. példa

7. Melyek igazak az R™ vektortér minden f linearis transz-

1.
2.
3.

Megoldas.

v sajatvektora f-nek = v sajatvektora f2-nek;
v sajatvektora f2-nek = v sajatvektora f-nek;
0 sajatértéke f2-nek == 0 sajatértéke f-nek.

1. v sajatvektora f-nek, azaz f(v) = A\v =
F2(v) = f(AV) = Mf(v) = A\?v, azaz v sajatvektora f2-
nek, az &llitas igaz.

. Hamis, példaul ha f a sik 90°-os elforgatasa, akkor f2

a 180°-os elforgatéas, aminek a sik minden vektora sajét-
vektora, f-nek viszont nincs.

Igaz, hisz ha f-nek a 0 nem sajatértéke, azaz f egyik
vektort sem viszi a nullvektorba, akkor f2 sem.

8. Mondjunk egy lineéris leképezést, melynek sajatértékei (a)
17 17 17 (b) 17 ]-7 _]-1 (C) 11 _17 _1) (d)_17 _]-7 -1 (e) 17 (f) -17

Megoldas. (a)identikus (b) sikra tiikrozés (c) egyenesre tiik-
rozés (d) origora tiikrozés (e) pl. az egyenes koriili forgatas
(f) pl. a forgatva tiikrozés

9. Diagonalizaljuk ortogonalisan az

2 -1 -1
A=|-1 2 -1
-1 -1 2

maétrixot és irjuk fel a spektralfelbontasat, azaz allitsuk el6
A = >, AP, alakban, ahol Py a A sajatértékhez tartozo
sajataltérre valo mergleges vetités matrixa.

Megoldas. Karakterisztikus polinom: —x3 + 622 — 9z, innen
M2 =3, x1 = %(170,—1), a (0,1,—1) sajatvektor ortogo-

nalizalasa utan x, =

L(_1727_1); Az = 07 X3 =

X L (1,1,1).

V3

Ortogonélisan diagonalizilé matrix:

1/vV2 —1/V/6 1/V3
Q= 0 2/V6  1/V3
—1/v/2 —1/V6 1/V/3

ahonnan QT AQ = diag(3,3,0).
A spektralfelbontas ortonormalt vektorokkal, ahonnan az
alterekre vetitG valtozat is megkaphato:

(1o -1 R
3x1%7 4 3x0%x) +0x3x2 =3--| 0 0 0| +3--[-2
2121 0 1 61 4
2/3 —-1/3 —1/3
=3-(-1/3 2/3 —1/3| +
-1/3 -1/3  2/3



HF. Hatéarozzuk meg az
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méatrix LDU-felbontasat, valamint a

B:

N = O
=N
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métrix PLU-felbontéaséat.



