Fels6bb Matematika (2013-14 Gsz

1. Irjuk fel az alabbi matrixok sajatfelbontasat, annak diadi-
kus alakjat, illetve a spektralfelbontasukat!

2 1 -1 111
@A=|1 2 —1|; B)B=|1 1 1|;
-1 -1 2 111
01 1
(c)Cc=10 2 0
00 2

Megoldas. (a) Szimmetrikus matrixrol van sz6, igy ortogo-
nélisan diagonlaizdlhato, vagyis a sajatfelbontasa A =

QDQ7, ahol D = diag(1,1, —2) és egy lehetséges valasz-
tas Q-ra
1/vV2 1/V/6 1/V3
Q:[q17q2,q3]: _1/\/§ 1/\/8 1/\/g
0 2/V/6 —1/V3

Ez alapjan a diadikus alak A = 1q,q7 + lq.,ql +
(—2)q;qi, a spektralfelbontas pedig A = 1Py +(—2)P_,
ahol Py = q,qf +q,q3 ¢s P_y = q3q3 .

Ugyancsak szimmetrikus métrixrél van sz6. Most D =
diag(3,0,0) és egy lehetséges valasztas Q-ra

1/V3 1/vV2  1/V6
1/vV3 —1/v/2 1/v6
1/V3 0 —2//6

Q= [Q17Q2aQ3] =

Ez alapjan a diadikus alak B = 3q,q!, a spektral-
felbontds pedig B = 1P3 + 0Py ahol P3 = q;qf és
P = qyq3 + Q393 -

(¢) A matrix nem szimmetrikus, de van 3 fliggetlen sajat-
vektora, igy diagonalizalhato: C = UDU ™!, ahol D =
diag(2,2,0) és egy lehetséges valasztas U-ra

1/2 1/2 1
U:[ul,u2,u:),]: 1 0 0
0 1 0
Ekkor
0 1 0
vV=U'l= [Vl,V27V3]T =10 0 1
1 -1/2 -1/2

Ez alapjan a diadikus alak C = 2u; v +2uyvl, a spekt-
rélfelbontés pedig C = 2P5+ 0P ahol Py = u;v? +ugvy
és Py = U3V3T.

2. Szamitsuk ki a k-adik Fibonacci-szamot (Fy = 0, Fy = 1,
Fry1=Fi + Fr_1)!

Megoldas. Matrixegyenletbe irva:

Pl =1 A

det(A — AT) = A2 — A — 1, Ao = Y8 a sajatvektorok

5. gyakorlat

= CA"C
_ {1-&-2\/5 1—2\/5} [(H’Q\/g)n 0 § 1[ 1 _1—2\/51
1 1 0 (1—2\/5) 511 1+2\/5
) (1+2\/5)n+1 _ (172\/5)7#1 (1+2\/5)n _ (172\/5)71
- N (1+2\/5)n _ (1—2\/5)n (1+2\/5)n71 _ (1—2\/5)7171

amibal F, = % ((152)" - (152)").

3. Mutassuk meg, hogy az alabbi (val6s) matrixok mind ha-
sonlok:

0. a 0 b 0 0 0 0 ,
(a) _O 0:|7 |:0 0:|7 |:C 0:|7 |:d 0:|,ah01 a, b, césd

tetszéleges nem 0 értékek;

(1) Cll], [é ﬂ, E (1)}7 Lll g],ahola,b,césd

tetszGleges nem 0 értékek;

ok J I i

(b)

ahol a # c tetsz6leges, egymastol kii-

16nb6z6 értékek;

111 00
@ |1 1 1], 0 0f.
111 00 0

Megoldas. (a) Uj bézist adunk meg, amelyben az elsS le-
képezés méatrixa a masodik matrix lesz. Az 1j bazist ey,
aes alakban keressiik. Lathato, hogy o = b/a megfele-
16. A 3-4. métrixhoz elég az els6t transzponélni. Erre a
mellékatléban-csupa-1 méatrix jo.

Az el6z6 feladatbeli matrixok realizaljak a hasonloségot
itt is.

(¢) Mindkét métrixnak két sajatértéke van, az a és a c, igy
a hozzajuk tartozo sajatvektorokbdl all6 bazisban az els6
métrix diagonalis lesz.

Az e; +ey+e3, €] — ey, €5 —e3 vektorok bazist alkotnak,
melyeket az elsé matrix a masodik szerint képez le.

4. Abrazoljuk az 9z —4xy +6y% — 10z —20y+5 = 0 egyenleti
maéasodrendd gorbét! Hatarozzuk meg centrumat, és tengelye-
inek egyenletét!

Megoldas. Az A sajatfelbontasabol xTAx + Bx + C =
xTAx; + BQx; + C, ahol x = (2,9), X1 = (21,71),

9 -2 10 0 2 1
A=l T a= [0 g e=gli

x=Qx;, B=[-10 —20], C =5,
azaz 1022 4+5y2 —10v/5y, +5 = 0, amibél 1022 +5(y? —2v/5y; +
5) = 20, azaz (v2,y2) = (z1,y1 —V/5) jeldléssel: 223 + y2 = 4.
A kozéppont (x1,y1) = (0,v/5), azaz (z,9) = Q(0,V5) =
(1,2), a rajta 4tmend tengelyek iranytangense 2 és —1/2.

Al

5. Szamitsuk ki az alabbi matrixok szingularis érték szerinti
felbontésanak teljes és redukalt alakjat, és irjuk fel a hozza
tartozo6 diadikus felbontéast!

13
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0 -2

2

(d|-2 3 -2

4 -2

Megoldas. (a) a teljes és a redukalt alakok megegyeznek,

73 —36

TA —
A A‘[—SG 52

12 5

0

} , 2 — 125z + 2500,

-3 4

ookl vt ]

~ 13 5

)\1 = 100, )\2 = 25,

0'1:10,0'2:5

(b) AT A-bol indulva p(x) = 2° — 422 + 3z, a sajatvektorok
1,0, —

A=3:(1,2,1), A=1: (1,

felbontas:
1
U L[ 1722\/§007V
N 01 0
A redukalt felbontas
1
LR v
2 -1 o =
(¢) Hasonléan az el6z8hoz:
1 1 1
/6 V2 V3
U= % 0 —% , 2:[\/5
1 1 1 0
V6 V2 V3
(d) A teljes felbontas matrixai:
11 -2 2 6 0 0
U:§ -2 1 2], ¥=1{0 3 0
2 21 0 0 0
a redukalt felbontéas:
1| L2 6 0] 12
3172 Lo 3l 3]
2 2

6. Hatarozzuk meg a fenti matrixok pszeudoinverzét!

Megoldas. (a) { 2/25 3/25

~1/9 0 2/9
~-1/9 1/9 0
1/6  —1/9 —1/9

7. Hatéarozzuk meg az (d)-beli matrix polarfelbontasat is!

2 =2 0[]0 O
Megoldas. |—2 3 =2] (0 1
0 -2 4| (1 0

111/650 2/325]’ ()

1 1
V6 V2
S
V6 V2
_ L 1
V2 \/51
0 —-L1
V3
0

o v
2

1
5 Vzg *2
1

-2 1

1 -2
-1/3  2/3
/3 1/3
2/3  —1/3

,—1), A=0: (1,—1,1). Innen a

) (d)

8. Tudjuk, hogy az A = U diag(4, —2, —2,0)U” az A matrix

sajatfelbontésa, ahol

== N O
== O N
N O

Irjuk fel A szingularis felbontésat!

e e )

1
-1
1
-1

1
1
-1
-1

Megoldas. Az A = U diag(4,2,2,0) (diag(l, 1,1, 1)UT)

az A szingularis felbontésa, azaz VT ugy kaphat6 meg U”-
bol, ha méasodik és harmadik sorat —1-gyel szorozzuk. A maod-
szer tetszoleges sajatfelbontas esetén miikodik.

HF. Irjuk fel az
1 11
A=10 2 0
0 0 2

méatrix sajatfelbontasat, annak diadikus alakjat, illetve a
spektralfelbontasat. Hogyan bonthatunk fel egy tetszéleges
R3-beli vektort e métrix sajataltereibe esé vektorok &sszegé-
re? Bontsuk fel igy az (1,2,3) vektort!



