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Altér
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az T test folotti V vektortérnek W altere, ha ) £ W C V és W zart a
két miveletre. Jel: W < V.

0w,

origbn atmend egyenes a sikban (térben)

origén atmeng sik a térben

szimmetrikus matrixok F"*"-ben

felssharomszog-matrixok F"*"-ben

diagonalis matrixok F"*"-ben

legfoljebb masodfokd polinomok a polinomok (vagy pl. a legfdljebb
negyedfokaak) terében

R-en differencialhaté valds fiiggvények az R-en folytonos valésok
terében

minden vektortérnek altere sajat maga és a zérustér (Z = {0})
alterek metszete altér

alterek unidja pontosan akkor altér, ha az egyik altere a masiknak
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Matrixhoz tartozd alterek

P A € F™" matrixra S(A) < F", O(A) < F™ (sor-, oszloptér)
P homogén lineéris egyenletrendszer megoldasai (Ax =0, Ay =0 ~~
A(cx) =0, A(x+y)=0)
K azon b vektorok, melyekre Ax = b megoldhatd, alteret alkotnak (ez
megegyezik A oszlopterével)
K F™*"-es matrix nulltere F” altere (N (A) < F")
T Elemi sormiiveletek kdzben a sortér nem valtozik, az oszlopvektorok
megdrzik az eredeti linearis kapcsolataikat.
K Legyen B az A matrix egy lépcsés alakja. Ekkor
1. A és B sortere megegyezik,
2. az A oszlopvektorai kdzott lévs linearis kapcsolatok azonosak a B
ugyanolyan sorszami oszlopai kozti linearis kapcsolatokkal,
3. B nemzérus sorvektorai linearisan fliggetlenek,
4. a f6elemek oszlopvektorai A-ban és B-ben is linearisan fliggetlenek.
A N(AB) > N (B) és egyenléség pontosan akkor 4ll, ha A invertalhaté.
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Kifeszitett altér

D

> I

av; €V (i=1,..., k) vektorok altal kifeszitett altér:
span(vi,va,...,vg) ={avi+cava+...+ckvx:c,c...,cx €F}
span(vi,va,...,vg) < F” (tehat altér)

span(vy, Va,..., V) a minimalis altér azok kozdtt, melyek
tartalmazzak a vy, vy, ..., v, vektorokat.

Minden A € F™*" matrix az E;; matrixok linearis kombinacidja,
amelyben az i-edik sor j-edik elem 1, a tobbi 0.

Minden legféljebb n-edfoka polinom az 1, x, x2,. .. x" linearis
kombinéacidja.

aT= [t;_j]zjleo Toeplitz matrix a 2n — 1 darab Ty = [0;_; « ,’-’J_:lo
matrixok linedris kombindciéja, ahol 4;; a Kronecker-delta:

1, hai=j
dij = o
0, haiz#j
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Affin altér

IWV,ueV Wr+u={w+u:weW}
D a W + u affin altér

A Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha b elgall
az A oszlopainak linearis kombinacidjaként (b benne van A
oszlopterében). A linearis kombinacié egyiitthatéi megegyeznek a
megoldasvektor koordinataival.

T Az Ax = b &sszes megoldasa = az Ax = b valamelyik megoldasa
+ az Ax = 0 &sszes megoldasa

K Az Ax = b 6sszes megoldasa egy affin alteret alkot, ami nem altér, ha

b # 0.

A megoldasok terei 2014. szeptember 23. 6 /18



Bazis, dimenzié

Bazis

D AV vektortér bazisan olyan vektorrendszert értiink, mely

1. linearisan fiiggetlen,
2. generatorrendszer (mely kifesziti V-t).

P Aze; =(1,0,...,0), e2=(0,1,...,0)...., e, = (0,0,...,0,1)
vektorokbél all6 halmazt F” standard bazisanak nevezzik.

A A zérustérnek nincs bazisa
P Az Ej; matrixok bazist alkotnak F™*"-ben

P A legfdljebb n-edfoki polinomok terének {1,x,x2,...,x"} egy bazisa.
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Bazis, dimenzié

Bazis meghatéarozasa — elsé megoldas

Példa (Altér bazisanak meghatarozasa)

Hatarozzuk meg az (1,1,0,-2), (2,3,3,-2), (1,2,3,0) és (1,3,6,2)
vektorok altal kifeszitett altér egy bazisat!

Megoldas

Sorvektorokkal:
1 1 0 -2 1 1 0 -2 1 1 0 -2
2 3 3 =2 N 01 3 2 N 0 1 3 2
1 2 3 0 01 3 2 0 0O 0
1 3 6 2 0 2 6 4 0 0O 0

A bazis vektorai (1,1,0,-2), (0,1,3,2).
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Bazis, dimenzié

Bazis meghatéarozasa — masodik megoldas

Megoldas

oszlopvektorokkal:

1 211 1 211 1 211
1 3 23 N 011 2 N 0112
0 3 3 6 0 3 3 6 0 000
-2 -2 0 2 0 2 2 4 0 000

Tehat az adott négy vektor koziil az els6 ketts, azaz az (1,1,0,—2) és
(2,3,3,—2) vektorok bazist alkotnak.

Ha a megadott vektorokat mas sorrendben irjuk a matrixba, masik bazist
kaphatunk.
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Bazis, dimenzié

Feliras bazisvektorok linearis kombinacidjaként

Megoldas
a redukalt 1épcsds alakbdl:
1 2 11 1 211 10 -1 -3
1 3 23 N 0112 N o1 1 2
0 3 36 0 00O 00 0 O
-2 -2 0 2 0 00O 00 0 O
Ennek alapjan:
1 1 2 1 1 2
2 1 3 3 1 3
3| =7 o T 3]0 6| T3] o T2 3
0 -2 -2 2 -2 -2
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Bazis, dimenzié

Koordinatas alak e bazisban

Példa (Vektor koordinatés alakja a B bazisban)
Jeldlje B =1{(1,1,0,-2),(2,3,3,—2)} a bazist. A redukalt lepcsés alak

nemzérus soraibdl
1 0 -1 -3
0 1 1 2

kapjuk a négy vektor koordinatas alakjait:

(e [
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Bazis, dimenzié

Bazis és dimenzié

Allitas (Bazis ekvivalens definiciéi)
Legyen U vektortér, és legyen B = {vi,va,...,vi} C U vektorok egy
halmaza. A kdvetkezé allitasok ekvivalensek:

@ B3 lineérisan fiiggetlen vektorokbdl all és kifesziti az U alteret,

@ B minimalis méretii halmaz, mely kifesziti I/-t;

@ B maximalis méreti, fiiggetlen vektorokbdl allé halmaz U-ban.

Tétel (Bazis-tétel)

Ha a V vektortérnek van n-elemii bazisa, akkor minden bazisa n-elemd.

Definicié (Dimenzid)
AV vektortér n-dimenziés, ha van n-elemii bazisa. (véges dimenziés
vektortér)

v
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Bazis, dimenzié

Matrix, rang, dimenzié

Allitas (Dimenzié = rang)

Egy matrix rangja, sorterének dimenziéja és oszlopterének dimenzidja
megegyezik. (Ebbé| kbvetkezédleg r(A) = r(AT).)

Tétel (Dimenzidtétel)

Barmely A € F™*" matrix esetén a sortér dimenziéjanak és a nulltér
dimenziéjanak dsszege n. Képlettel:

dim(S(A)) + dim(A(A)) = .
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Valés matrixok és egyenletrendszerek

Valds matrixok sor- és nulltere

Definicié (Mer&leges altér és meréleges kiegészits altér)

egy vektortér két altere meréleges, ha barhogy valasztva egy vektort az
egyik altérbél, és egy masikat a masik altérbél, azok merélegesek egymasra.
Egy W altérre meréleges vektorok alterét a YW meréleges kiegészits
alterének nevezziik és W--pel jeldljiik (LW perp”).

Tétel (A linearis algebra alaptétele)

Minden val6s matrix sortere és nulltere meréleges kiegészits alterei
egymasnak.

K S(A): = N(A), N(A)L = S(A).

K O(A)t = N(AT).

K Minden x vektor egyértelmiien elGall egy sortérbe és egy nulltérbe es
vektor Osszegeként.

A megoldasok terei 2014. szeptember 23. 14 / 18



Valés matrixok és egyenletrendszerek

Valés egyiitthatds egyenletrendszer megoldasai

Tétel (Linearis egyenletrendszer megoldasai)

Minden valés egyiitthatés megoldhaté (konzisztens) lineéris
egyenletrendszerre igazak a kovetkezé allitasok:

o egyetlen megoldasa esik az egyiitthatomatrix sorterébe;

@ a sortérbe es6é megoldas az dsszes megoldas koziil a legkisebb abszolat
értéki;

@ az dsszes megoldas elGall agy, hogy a sortérbe esé megoldashoz
hozzaadjuk a homogén rész &sszes megoldasat.
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Valés matrixok és egyenletrendszerek

A sortérbe es6 megoldas megkeresése

Példa (Linearis egyenletrendszer sortérbe es6 megoldasa)
Hatarozzuk meg az

X+ y+ z4+3u+2w=4
X+2y+ z+bu+2w =5
2x4+3y+ z+8u+3w=7
2x4+3y+2z+8u+4w =9

egyenletrendszer minimalis abszolut értékii megoldasat!
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Valés matrixok és egyenletrendszerek

A redukalt [épcsés alak:

1113 2 4 1001 11
1215 25

= (01 0 2 01
2 31837 00101 9
2 3 28 49

Igy a megoldas:

(x,y,z,u,w)=(1,1,2,0,0) + (—-1,-2,0,1,0)u + (—1,0,-1,0,1)w.
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Valés matrixok és egyenletrendszerek

A redukalt [épcs6s alak szerinti egyenletrendszerhez ezt kell adni:

—Xx —2y +u =0

—X —z +w=20

Igy a kiegészitett egyenletrendszer:

1 0 0111 1 0000 —4/17

0 1 0201 01000 5/17

0 0 101 2=1|0010 0 19/17|,
-1 -2 0100 00010 6/17
-1 0 -1 010 0 00 0 1 15/17

tehat a keresett megoldas 1/17(—4,5,19, 6, 15).
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