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Matrixleképezés, linearis leképezés

A matrixleképezés fogalma

D A:R" - R™x+— Ax
D képtér: Im(A) = O(A), magtér: Ker(A) = N(A)
Pa=(a,aa3) €R} AR - R3:x—>axx

M Az a x x vektori szorzat koordinatas alakban:

a1 X1 azX3 — azxz
y=aXX= |ay| X [Xp| = |a3X] —aiXx3
as X3 a1Xg — axxy
— azxp + arx3 0 —a3 ar X1
= ds3Xi — aixX3| = as 0 —al X2
— asXy + arxo —ao al 0 X3
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Matrixleképezés, linearis leképezés

Miveletek matrixleképezések kozott

=

A+B=C < A+B=C
cA=C <— cA=C
XY=Z < XoY=Z
B=A"1! «— B=A"1

v I >
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Matrixleképezés, linearis leképezés

Matrixleképezések tulajdonsagai

A:R" — R™ egy tetszéleges matrixleképezés, x,y € R”, ¢,d € R:

>

A(ex + dy) = cA(x) + dA(y), (A megdrzi a lineéris kombinaciét)
A(cex) = cA(x), (a leképezés homogén)
Ax+y) = A(x) + A(y), (a leképezés additiv)
A0 =0

Tetsz6leges altér képe altér.

> > > >

Tetszbleges affin altér képe affin altér.
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Matrixleképezés, linearis leképezés

Lineéris leképezés

D A: Hi — H, leképezés linearis, ha homogén és additiv,
lineéris transzformacié, ha H; = H-.
P derivalas: D: Hy — Hy - f — D(f) = f'

D(cf) = (cf) = cf’ = cD(f), és
D(f +g)=(f+g) =1 +g =D(f)+ D(g).

P integralas:

1 1 1 1 1
/Cf:c/ f,és/(f+g):/f+/g.
0 0 0 0 0

P Sikbeli forgatas, tiikrozés, vetités
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Matrixleképezés, linearis leképezés

Vektortérbdl vektortérbe képzd linearis leképezések

Tétel

Ekvivalens allitasok:
e A:V — W linearis (homogén és additiv).
o Tetszéleges x,y € V, ¢, d € F esetén

A(cx + dy) = cA(x) + dA(y)
o Tetszéleges x,y € V és ¢ € F esetén
Alcx +y) = cA(x) + Ay)
@ X1,...,X, €V, c1,0,...,c,k €F

Acixs + - 4 cXg) = L Axy + - - - + e Axy.
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Matrixleképezés, linearis leképezés

Linedris R” — R™ leképezések

Tétel

A R" — R™ egy tetszéleges fliggvény. Az A pontosan akkor linearis, ha

letezik egy olyan A, matrix, hogy az A fliggvény megegyezik az x — Ax
leképezéssel. Ekkor az e; standard egységvektorokkal

A = [Aei|Aey| ... |Ae,],

Bizonyitas
Ax = A(x1e1 + Xx0€0 + ...+ x,,e,,)
= x1Ae; + x2Aer + ... + x,Ae,

X1
= [Ae; Aep, ... Ae,
Xn
= Ax
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Matrixleképezés, linearis leképezés

A matrixleképezés hatasanak szemléltetései
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Matrixleképezés, linearis leképezés

Linearis leképezés matrixa kiillonb6z6 bazisokban

Xls —5— [txs Xls —5— [tx]s
Csea Csea Csea Cacn= |Czl 4
(x].4 I [Lx] 4 [x].4 I [Lx].4
LsCpeu = Cpeula La=CacnLsCpea=Cpxt 4L5Cheu
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Matrixleképezés, linearis leképezés

Hasonldésag

W
Vew

Definicié
Az n x n-es A matrix hasonlé a B matrixhoz, ha létezik olyan invertalhato
C matrix, hogy B = C"1AC. Jelslés: A ~ B.

Linearis leképezések 2014. oktéber 2. 11 / 69



Matrixleképezés, linearis leképezés

Hasonldésag

Tétel (Hasonlé matrixok hatasa)

Két matrix pontosan akkor hasonld, ha van két olyan bazis, melyekben e
két matrix ugyanannak a linearis leképezésnek a matrixa.

Bizonyitas

B = Cg}_CACg(_(j.

Tétel (Hasonlésagra invarians tulajdonsagok)

Ha A és B hasonlé matrixok, azaz A ~ B, akkor
1 r(A) =r(B),
2 dim(NV(A)) = dim(N(B)),
3 det(A) = det(B),

4 trace(A) = trace(B).
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Vektor-vektor fliggvények differencidlhatésaga

M D = limp_ "Iy i, o FOENZFIZDR gy
limp_o W -0

D Azt mondjuk, hogy az f : R" — R™ fiiggvény differencidlhaté az x
helyen, ha létezik olyan Dg, : R" — R™ lineéris leképezés, melyre

. f(x+h) —f(x) — D xh
lim :

=0
h—0 h|

A Dg x leképezést az f fiiggvény x ponthoz tartozé
derivaltleképezésének nevezziik.
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Alkalmazas: differencialhatésag

Derivalt
y
dy /
T
dy Ay
l dx
X
X x + dx

Wettl Ferenc
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Alkalmazas: differencialhatésag

Jacobi-matrix

Tétel (Jacobi-matrix)

Ha az f : R" — R™; (x1,x2,...,xn) — (A1, f2, ..., fm) fliggvény
differencialhaté az x helyen, akkor a linearis Df , derivéltleképezés matrixa
a kovetkezg, an. Jacobi-matrix:

%(x) %(x) %x)
o~ Nisfoosfm) o x) Se(x) ... FE2(x)
f”(_8(x1,x2,...,x,,) - 5 5 5

%(x) %(x) %Z:(X)
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Alkalmazas: differencialhatésag

Jacobi-determinans és az integral transzformacioja

9 y

AY .
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Alkalmazas: differencialhatésag

Fliggvények kompoziciéjanak derivaltja

Tétel (Lancszabaly)
Legyen f : RK — R™, g :R" — R két fiiggvény. Ha g differencialhaté az

x helyen, és f a g(x) helyen, akkor f o g differencialhaté az x helyen, és
derivaltleképezése, illetve annak matrixa:

Dfogﬂ( = Df’g(x) o Dg,x; illetve Dfog,x = Df,g(x)Dg,X-
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2- és 3-dimenziés geometriai transzformaciék matrixa

Forgatas

A
A

M

Forgatas 2D-ben: [Ai Aj] _ [COSOé —sin a]

sina cosa

Forgatas tengely koriil 3D-ben:
cosaa —sina 0 1 0 0 cosa 0 sina
sina cosa 0], [0 cosa —sinal, 0 1 0
0 0 1 0 sina cosa —sina 0 cosa

Rodrigues-formula: az e € R® egységvektor egyenese koriil a szoggel:

R =1 +sinale]x + (1 — cosa)[e]%

=l +sinafe]x + (1 —cosa)(ee’ —1)

Kvaternidkkal: q = cos § + (e1/ + exj + e3k)sin 5 a forgatast jellemz6
kvaternié, a (v1, v2, v3)-hoz tartozé kvaternié v = vii + voj + v3k. Az
elforgatott: quq™!, ahol g™ = cos § — (e1i + e2j + esk)sin §
szamolas kvaterniékkal: 72 :j2 =Kk2=-1, ij = k,...szorzas:
(a+u)(b+v)=ab—u-v+av+bu+uxuv.
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2- és 3-dimenziés geometriai transzformaciék matrixa

Mer6leges vetités és tiikrozés

A Egyenesre valé merdleges vetités matrixa P = ﬁbbT (P =ee').
A Sikra valé meréleges vetités matrixa P =1 —nnT.

A Sikbeli tiikrozés matrixa az x-tengellyel /2 széget bezaré egyenesre:
cosa  sina
sina —cosa|’

A Sikra valé tiikrézés matrixa P =1 — 2nnT.
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2- és 3-dimenziés geometriai transzformaciék ma

Vetités
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2- és 3-dimenziés geometriai transzformaciék matrixa

Eltolas

A 2D: (x,y) — (x + a,y + b) a z =1 egyenleti sikban:

X X+ az
T |y|=|y+bz
z z
matrixa
1 0 a
T=TI[i j kl=]0 1 b
0 01
A 3D: (x,y,2) = (x +a,y + b,z + c) eltolas:
1 0 0 a X 1 0 0 a| |x X+ a
T_OlOb Ty_OlOby_y+b
10 01 c|’ z| |10 0 1 cf| |z| |z+cl|’
0 0 0 1 1 0 0 01 1 1
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Alterek direkt 0sszege

D V<Ueé W < U két tetszbleges altér. Azt mondjuk, hogy W a V
kiegészits altere, vagy komplementer altér, ha

Vaw={0}, V+W=U,

és azt mondjuk, hogy U a V és W alterek direkt Gsszege, amit V @ W
jelol.
T Ekvivalens allitasok:
e VNW ={0} és V+W =U, azaz V és W kiegészit6 alterek,
e U minden vektora egyértelmiien all el egy V- és egy W-beli vektor

Osszegeként,
o VNW ={0} és dimV +dimW = n.

P ha A € R™", akkor S(A) & N(A) = R”, O(A) & N(AT) = R™.
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Meréleges vetités és a legjobb kozelités

Mer6leges vetités R” egy alterére

Tétel

Ha W az R” egy altere, és az A matrix oszlopvektorai a W egy bazisat
alkotjak (A teljes oszloprangi), akkor a W altérre valé meréleges vetités,
azaz a proj,, leképezés matrixa A(ATA)"1AT.

Bizonyitas
Legyen a v € R” vektor W-re es6 merGleges vetiilete w. A oszloptere W,
ezért létezik olyan x vektor, hogy Ax = w. W = O(A), igy W+ = N(AT),
tehat v — w benne van AT nullterében. Eszerint AT(v —w) = 0, azaz
AT(v — Ax) =0, innen

ATAx = ATv.

Az A matrix teljes oszloprangt, igy ATA invertalhaté, azaz
x = (ATA) ATy, amibdl proj,, v =w = Ax = A(ATA) ATy,
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Meréleges vetités és a legjobb kozelités

Melyik matrix meréleges vetités matrixa?

T Egy P matrix pontosan akkor mergleges vetités matrixa, ha
P=PT =P2
= P=A(ATA)IAT

P2 — (A(ATA)—lAT)2 — AATA)IATA(ATA)IAT = P,
pT — (A(ATA)—lAT)T —A ((ATA)—l)T AT = A(ATA)"IAT = P.

< Tegyiik fel, hogy P = PT = P2, Megmutatjuk, hogy P az O(P)-re
valé merdleges vetités matrixa. Ehhez elég megmutatnunk, hogy az
x — Px vektor meréleges O(P)-re barmely x vektor esetén. A P2 = P
feltétel miatt P(x — Px) = Px — P?x = 0, tehat x — Px € N/(P), de
P=PT, igy x— Px € N(PT). Ez épp azt jelenti, hogy x — Px
merGleges O(P)-re, és ezt akartuk belatni.
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Altértsl valé tavolsag

D x e R", W < R” altér. x-nek a W altértél vald tavolsagan a W altér
x-hez legkdzelebbi w vektoranak téle valé tavolsagat értjiik.

T Legjobb kozelités tétele: Az x vektornak egyetlen W-beli legjobb %
kozelitése van, nevezetesen X = projy, X.

B x —w = (x — projyy x) + (projyy, x — w).
elsé kifejezés W+, a masodik W eleme!
(x — projyy x) L (projyy x — w)
Pithagordsz: |x — w|? = |x — projyy, x|2 + | proj,y x — w|2.
o x— W[ > [x — projyy xP
egyenl8ség csak akkor allhat fénn, ha w = X = projy,, x
KR'=WaWwt.
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Meréleges vetités és a legjobb kozelités

Altértsl valé tavolsag

P Bontsuk fel az x = (8,4,2,1) vektort
W =span((1,-1,1,0),(0,1,—1,0))-be esé és W-re meréleges
vektorok Osszegére.

M A W-re valé mersleges vetités matrixa P = W(WTW)~"'WT, ahol W
két oszlopa a megadott két bazisvektor:

1 0 1 0 0 0] [8 8
S oo |0 1/2 —1/2 o] |4] |1
W = 1 1l amibsl Px = 0 —1/2 12 o |2| = |-1]

0 0 0 0 0] [1 0

projyy X = Px = (8,1, —1,0) és x — proj,, x = (0,3,3,1).
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Meréleges vetités és a legjobb kozelités

Egyenletrendszer optimalis megoldasa

D Az Ax = b optimalis megoldasain az Ax = projp(a) b megoldasait
értjiik.
T Az Ax = b egyenletrendszer optiméalis megoldasai megegyeznek az

ATAR=ATb

egyenletrendszer megoldasaival (normalegyenlet-rendszer). Ezek kdziil
egyetlen egy esik az A matrix sorterébe, a legkisebb abszolit értékad.
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Meréleges vetités és a legjobb kozelités

Linearis és polinomialis regresszié

T Az (xi,yi) (i =1,2,...n) parokhoz tartozé, y = & + bx egyenleti
regressziés egyenes paraméterei kielégitik az

o 531 - 55

egyenletet. Ez egyértelmiien megoldhatd, ha van legalabb két
kiilonbdzé x; érték.
B Megoldandé:

1 x n

R I 1 I

-l

1 xp| | Yn

A hozza tartoz6 normalegyenlet-rendszer

(1 x] - n
11 ... 1 al 11 ..o1]]
X1 Xo ... Xp b __xl X2 ... Xp E

1 X Vn
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Meréleges vetités és a legjobb kozelités
Vetités

DU=VDW, igy barmely u € U egyértelmiien elGall u =v +w
alakban, ahol v € V, w € W. A v vektor az u vektornak a V altérre
W mentén valé (vele parhuzamosan vett) vetiilete.

Ez lineéris transzformacid, vetitésnek vagy projekcionak nevezziik.
minden P vetités az Im P-re Ker P mentén val6 vetités.

Matrixa: U = R", V bazisa {vi,va,...,v, }, W bazisa
{wi,wo,...,wp_, }.

Legyen

> < O

U=[viva ... v,wgwy ... w,_,|=[V|W].
Mivel Pvi=v; (i=1,2,...,r)és Pw; =0 (j =1,2,...,n—r),
ezért a P leképezés P matrixara
PU = P[V|W] = [PV|PW] = [V|O].
U invertalhatd, ezért
P =[V|OJu™ = [V|O][V|w] .
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Meréleges vetités és a legjobb kozelités
Vetités

T A projekci6 tulajdonsagai: Legyen P : R" — R” egy projekcid.
1. R"-nek van olyan bazisa, melyben a matrixa
P = diag(1,1,...,1,0,...,0).
2. | — P is projekcié: Ker(/ — P)=ImP, Im(/ — P) = Ker P,
3. r(P) = trace(P).
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A pszeudoinverz fogalma

A A sortér és az oszloptér kozt létezik természetes kdlcsonosen
egyértelmi megveleltetés (Ax = b egyetlen sortérbe esé megoldasa).

D A € R™*" pszeudoinverzén vagy Moore—Penrose-féle pszeudoinverzén
azt az AT -szal jelolt matrixot értjiik, amellyel

o a sortér minden x vektorara A" (Ax) = x, tovabba
o az oszloptérre merdleges minden z vektorra Atz = 0.

Linearis leképezések 2014. oktéber 2. 32 /69



Pszeudoinverz

Néhany pszeudoinverz

A At = A1 ha A invertalhatg,
A 0$Xn = Onxm,
A [a]* = [Y/a], ha a # 0, és [0]F = [0],
A (AT)T =A,
A haaj;#0(i=1,2,...,r), akkor

all 0 0 + %11 0 0

0 dno 0 0 i 0

: : 0 = : 0
0 0 arr 0 0 =
O 0 mxn O 0 nxm
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Pszeudoinverz

A pszeudoinverz kiszamitasa

T Ha a valés A teljes oszloprangi, akkor AT = (ATA)71AT,
ha teljes sorrangi, akkor At = AT(AAT)~!
Legyen A = BC, ahol B egy teljes oszloprangii, C egy teljes sorrangi
matrix (Id bazisfelbontas). Ekkor

=C*BT =CT(CcCT)"'(B™B)'B" =C"(BTACT)'B".
B Ha A teljes oszloprangi, akkor R” = S(A), és ATA invertalhato:
(ATA)IATAX = x.
Meg kell még mutatnunk, hogy ha z € N(AT), vagyis ATz = 0, akkor
Atz =0: (ATA)"1ATz = (ATA) 10 =0.
Ha A teljes sorrangi, akkor O(A) = R™: Vy-ra Ax =y konzisztens.
Jellje X az egyetlen sortérbe es6 megoldast, igy minden mas x
megoldasra projg(a)x = X. A*-ra fenn kell alljon Aty = x:
projsca) x = AT(AAT)1Ax = (AT(AAT)—l) (Ax) = Aty.
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Pszeudoinverz

A pszeudoinverz tulajdonsagai

T Moore—Penrose-tétel: A valés A matrixnak X pontosan akkor
pszeudoinverze, ha az alabbi négy feltétel mindegyike fennall:

a) AXA=A, b)XAX =X, ¢)(AX)T =AX, d)(XA)T =XA.
K Tetszéleges A € R™*" matrix esetén
A+A = prOjS(A) és AA+ = projO(A) .

Tehat ATA az R” teret merélegesen vetiti A sorterére, mig AAT az
R™ teret mer8leges vetiti A oszlopterére.
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Pszeudoinverz

A pszeudoinverz és a min. absz. értéki opt. megoldas

T Legyen A egy valés matrix. Az Ax = b egyenletrendszernek az
% = A"b a minimalis abszolt értékii optimalis megoldasa.
P Hatarozzuk meg a minimélis abszolat értéki optimalis megoldasat!

y+ z=3
X+y+2z=2
xX+y =2

M Az egyenletrendszer nem oldhaté meg:

01 13 1 0 1|0
11 2|2= |01 1|0
1 1 0|2 0 0 0|1

Ezt felhasznalva a minimalis abszolut értéki optimalis megoldas

(4 1 573 0
£=Atb==-| 5 1 —4| |2 = |1].
911 2 12 1
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Ortonormalt bazis — ortogonalis matrix

Ortogonalis és ortonormalt bazis

D OR (ortogonalis rendszer, lehet kdztiik zérusvektor), ONR
(ortonormalt rendszer

T Ha a nullvektortdl kiilonbdz6 ay, as,. .., a, vektorok paronként
ortogonalisak, akkor fiiggetlenek is.

B Tekintsiik a cia; + - - - + cxax = 0 egyenletet.
Szorozzuk be az egyenl8ség mindkét oldalat a;-vel (i =1,2,..., k):

(c1a1 + az + -+ ckag) -a; =0-a;
cia; - a; =0.

Mivel a; - a; # 0, ezért ¢; = 0, és ez igaz minden i-re.
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Ortonormalt bazis — ortogonalis matrix

Ortogonalis és ortonormalt bazis

T Legjobb kozelités ONB esetén Adva van a V vektortérben egy

{e1,ey,...,ex} ortonormalt rendszer altal kifeszitett A altér, valamint
egy v vektor. Ekkor a
\?:(v-el)el—|—(v-e2)e2+--~—|—(v-ek)ek (1)

vektor az A altér v-hez legkozelebb fekvd pontja, azaz ¥ = proj 4 v.
B Megmutatjuk, hogy az (1) szerinti pont van legkdzelebb v-hez:

K 2 k
(v—1)? = (v =) (v e,-)e,-> =vZ - Z(v -e)2.

i=1

v és az altér egy tetszbleges u vektoranak tavolsagnégyzete:

2 k k
(v —u)? :<V—Zc,e,> =v? QZci(v'e;)—FZc,z.

i=1 i=1
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Ortonormalt bazis — ortogonalis matrix

Ortogonalis és ortonormalt bazis

A kiilonbségiik pozitiv, tehat valéban ¥ van v-hez legkdzelebb:

—Zc Z;c,v e +Z(v e;)
—Z —v-e;)?>0.

Ebbédl a legjobb kozelités tétele szerint kapjuk, hogy ¥ = proj 4 v.
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Ortonormalt bazis — ortogonalis matrix

Ortogonalis matrixok

D Egy valés négyzetes matrix ortogonalis, ha oszlopvektorai vagy
sorvektorai ONR-t alkotnak. Ha nem kotjiik ki, hogy négyzetes legyen,
szemiortogonalis matrixrél beszéliink.

T

A forgatas, tiikrozés matrixa, és minden permutaciématrix ortogonalis.
T Legyen m > n és Q € R™*". Ekkor Q szemiortogonalis <
Q'Q=1, (m < n esetén QQT = Ih)

B sorvektorszor oszlopvektor
T Legyen Q € R™". Az alabbi allitasok ekvivalensek:
o Q oszlopvektorai ortonormalt rendszert alkotnak.
e QTQ =1,.
e Q1=Q".
s QQT =1,.
o Q sorvektorai ortonormalt rendszert alkotnak.
A |det(Q)| =1, O(n) és SO(n) zart a szorzasra és invertalasra nézve.
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Ortonormalt bazis — ortogonalis matrix

Ortogonalis matrixok geometriaja

T Ortogonélis matrixhoz tartozé matrixleképezés Legyen Q € R™". Az
alabbi allitasok ekvivalensek:
a) Q ortogonalis.
b) |Qx| = |x| minden x € R” vektorra.
c¢) Qx-Qy = x -y minden x,y € R" vektorra.
B a) = b): Ha Q ortogonalis, akkor QTQ =1, igy tetszéleges x € R”
vektorra |Qx|? = Qx - Qx = (Qx)T(Qx) = xTQTQx = x"x = |x|?.
b) = c). A skalarszorzas abszolut értékkel valé kifejezésébél:

1 1
Qx- Qy = o (IQx+Qyl* - [Qx - QyP) = ; (1Q(x+y)P - [Q(x—y)
1
= (x+ylP=x—yl) =x-y
c) = a): A Q matrix i-edik oszlopa q; = Qe;

0, hai#j,
qi'qj:Qei'er:ei'ej:{l haifj'
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Ortonormalt bazis — ortogonalis matrix

A 2- és 3-dimenzi6s tér ortogonalis transzformaciéi

T Minden O(2)-be es6 ortogonalis matrix vagy egy « szdgl forgatas,
vagy egy «/2 szogii egyenesre vald tiikrozés matrixa, azaz

cosa —sino . cosa  sinq
) v )
sinv  cos« sinaw —coso

T A harmadrendii 1 determinansi ortogonalis transzformaciok a
forgatasok, a —1 determinanstak, azaz O(3) — SO(3) elemei egy
tiikrozés és egy forgatas egymas utani alkalmazasaval megkaphatdk.
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Ortonormalt bazis — ortogonalis matrix

Givens-forgatas

D Givens-forgatas: forgatas, mely egy koordinatasik vektorain kiviil
minden mas vektort helyben hagy. Az i-edik és j-edik koordinatakra:

1 ... 0 0 ... 0
0 ... cosa ... —sina ... O
0 ... sinaa ... cosa ... O
0 ... 0 0 oo 1

M E forgatassal elérheté példaul, hogy egy x vektort egy olyan vektorba
forgassunk, melynek j-edik koordinataja 0. Csak az i-edik és j-edik
sorokat és oszlopokat kiemelve

cosa —sina| |a r a . b
b] = [0} ~ r=va?+b? cosa=—, sina=——
r

sina cosa r
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Ortonormalt bazis — ortogonalis matrix

Householder-tikrozés

D Householder-tiikrozés: Egy adott a # 0 vektorra merGleges hipersikra
vald tiikrozést Householder-tiikrozésnek nevezziik. Matrixa
2
H=1——aa'
a'a
T Ha a és b két kiilonb6z8, de azonos hossziisagl vektor R"-ben, akkor
az (a — b)* hipersikra valé H-tiikrézés a-t és b-t folcseréli.
B Megmutatjuk, hogy Ha = b és Hb = a, ahol

H=I1- m(a —b)(a—b)T.

(a—b)T(a—b) =aTa—a"b—bTa+b™b =2(a’a—bTa) = 2(a—b)Ta.

Ha=a- (= b)i(a — b)(a —b)(a—b)Ta
:a—(a_lb)Ta(a—b)Ta(a—b):a—(a—b):b.

Mivel H-1 = H, ezért Hb = H b = a.
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Ortonormalt bazis — ortogonalis matrix

Gram—Schmidt-ortogonalizacié

T Gram-Schmidt-ortogonalizacié Ha A = {a1,as,...,ax} egy fiiggetlen

vektorrendszer, akkor létezik olyan ortogonalis V = {vq,va,... v}
vektorrendszer, hogy minden i = 1,2,. .., k esetén
span(a1,ay,...,a;) = span(vy, vz, ..., Vj). (2)

Az ortogonalis V rendszerbdl a vektorok normalasaval kapott

{ Vi Vo A\ }
va|” a7 k]

rendszer ortonormalt.
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Ortonormalt bazis — ortogonalis matrix

Gram—Schmidt-ortogonalizacié

B v; = a; ~ span(a;) = span(v1).
A span(ai,ay) = span(vy, vy) teljesiiléséhez:

Vi Vi a2 - Vi
Vo =dp — (do - —F =dp — ——V1

il /) Jva ViV

E vektor nem 0-vektor, hisz vo = 0 esetén a; = > “:i vy = 3f :ial
lenne, azaz a; és ap nem lenne fiiggetlen.
~- span(ag,az) = span(vy,va) ...
kiszamoljuk az a;j;; vektornak a span(—‘ S TAERREEE ") altérre
mer6leges Osszetevgjét, ez lesz vjyq

Vigl = aAj41 — 1" Y1 Vi — Aiv1 ' Y2 Vo — - — i1 Vi 'ViVi

Vi - V1 Vo - Vo Vi -V,

vir1 # 0, kiildnben A nem volna fiiggetlen. v; 1 kifejezhets az aj,
az,..., aj41 vektorok linearis kombinacidjaként, és a; 1 kifejezhets az
V1, V2,..., Viy1 vektorok linedris kombinacidjaként.
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Ortonormalt bazis — ortogonalis matrix

Gram—Schmidt-ortogonalizacié

P Keressiink ortonormalt bazist az (1,1,1,1), (3,-1,3,-1),
(6,2,2,—2) vektorok altal kifeszitett altérben.
M El6szér keressiink egy ortogonalis bazist:

vi = (1,1,1,1)
(3,-1,3,-1)-(1,1,1,1)
(1,1,1,1) - (1,1,1,1)
6,2,2,—2)-(1,1,1,1)
(1,1,1,1)- (1,1,1,1)
(6,2,2,-2) - (2,-2,2,-2)
(2,-2,2,-2)-(2,-2,2,-2)

vo =(3,-1,3,—-1) —

(17 17 13 1) = (27 _23 2; _2)

vs = (6,2,2,-2) — ( (1,1,1,1)

(27 _25 27 _2) = (23 27 _2a _2)

Végiil az ortonormalt bazis:

1111 1 11 1 11 1 1
2°272’2)7\27 2727 2)7\2'2" 27 2
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A QR-felbontas

D Legyen A egy teljes oszloprangi matrix. Az A = QR felbontast
QR-felbontasnak vagy redukalt QR-felbontasnak nevezziik,

ha Q az A-val azonos méretii szemiortogonalis méatrix, és
R négyzetes felsé haromszogmatrix, féatléjaban pozitiv elemekkel.
T Teljes oszloprangi valés matrix QR-felbontasa létezik és egyértelmd.

A Q matrixot ortonormalt oszlopvektorok hozzavételével
kiegészithetjiik egy ortogonalis matrixsza, az R matrixot pedig
zérussorok hozzavételével egy m x n-es fels6 haromszogmatrixsza,
akkor e matrixok szorzata is A, ugyanis

N R N
A= [Q Q] [O} =QR+ Q0 =QR
Ezt nevezziik teljes QR-felbontasnak.
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Ortonormalt bazis — ortogonalis matrix

A QR létezése a Gram—Schmidt-ortogonalizacios eljarasbol:

A =[a; a5 ... a;] € R"™* teljes oszloprangti (k < n), a

q-vektorokra: span(ai,...,a;) =span(qi,...,q;) minden

i=1,2,..., k értékre, ezért |éteznek olyan r;; skalérok, hogy
a1 = niqa

ax = rnoq: + r2qe

Ak = rkqr + rokQa + - -+ ke

Ezt matrixszorzat-alakba irva épp a kivant felbontast kapjuk:

ni nz2 ... ng

0 oo ... Ig
A=Ja; a ... a]=[a1 9 ... qi : . : = QR.

0 0 R 7%

A Gram-Schmidt-eljarasbol az is lathatd, hogy rij = |v;|, tehat rij > 0.
R kiszamitasa: QTA = QTQR = IkR =R, tehat R = QTA.
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Ortonormalt bazis — ortogonalis matrix

QR-felbontas primitiv ortogonalis transzformacidkkal

4 5 8
P QR-felbontasat Givens-forgatasokkal: A= |3 10 6
0 12 13

M a=4, b=3, tehat r =32+ 42 =5, cosa = 4/5, sina = —3/5

45 35 0 5 10 10
Ql = [—3/5 4/5 0] QlA = |0 5 0]
0 0 1 0 12 13
Kovetkez6 lepésben a Q1A matrix harmadik soranak masodik elemét
eliminaljuk:
1 0 0 5 10 10
Q> = [0 5/13 12/13] . R=QQ:A= |0 13 12] .
0 —12/13 5/13 0 0 5

és innen
4/5  —3/13  36/gs5
Q=(QQ) " =Q[Q; = [3/5 Y13 —4%5]
0 12/13 5/13
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Ortonormalt bazis — ortogonalis matrix

QR-felbontas primitiv ortogonalis transzformacidkkal

* ok ok k * ok ok ok kK ok ok kk k%
* %k ok ok 0 * *x 0 * *x 0 * * %
A:**** QQIAZO***HQZQIAZOO** HQSQleA:OO**
* ok ok ok 0 *x % 0 0 % = 0 0 0 =*
1|0 0 O
Q1 =H; Q=2
0 Hy
0
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Ortonormalt bazis — ortogonalis matrix

1 0 1
P QR-felbontasat Householder-médszerrel: A = 2 2 -3
-2 5 -7

M (1,2,—2) — (3,0,0) traféhoz a = (1,2, —2) — (3,0,0) = (2,2, —2

)
100 4-4 4 12 -2
2aa" 1 1
Q=l——2 —010|—- |4 4-4| =2 | 21 2| QA=
a'a 6 4_a4 4 3

001

2 + 10 1[1 -3
A {0 1}5[—3 9}

110 0 3 =2 3
Q=1|0]%% 35|, R=QQA=[0 5 -7
0|35 —4s 0 0

5 2 14
Q= (QQ:) ! =QfQl = % 10 10 -5/,
-10 11 2
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Ortonormalt bazis — ortogonalis matrix

Egyenletrendszer optimalis megoldasa QR-felbontassal

T Legyen A egy teljes oszloprangli m x n-es valés matrix, A = QR egy
QR-felbontasa, és b egy R™-beli vektor.

Ekkor az Ax = b egyenletrendszer egyetlen optimalis megoldasa
£ =R 1QTb, ami megkaphaté az Rx = Qb egyenletrendszerbdl
egyszerii visszahelyettesitéssel is.

B Optimalis megoldas a normalegyenletbdl:

ATAx=ATb A = QR behelyettesitése utan
(QR)"QR%x = (QR)"b
RTQTQRx=R™Q'™b Q'Q=1

RTRx =RTQ"b  balrél szorzas az (RT)™! matrixszal

Rx = Q'b.
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Komplex és véges test feletti terek

Komplex vektorok skalaris szorzata

? komplex szamok skalaris szorzata

(1,i)-(1,i)) £1-1=0
(1L,1) (i) = —1-1=—2

~

D lehet8ségek:

Z-W=2Z1W1 + ZoWo + -+ + ZpW,, vagy

zZ-w=2z1wy + 2oW2 + -+ + ZpWp.

D Az A komplex matrix adjungaltjan (vagy Hermite-féle transzponaltjan)
elemenkénti konjugaltjanak transzponaltjat értjiik. Az A adjungaltjat
A*, vagy Hermite neve utan AH jeldli, tehat AH = A",

Dz -w=2zw +zws+ -+ Zw, = z"w.
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Komplex és véges test feletti terek

Adjungalt és a skalaris szorzas tulajdonsagai

T Legyenek A és B komplex matrixok, ¢ komplex szam. Ekkor

o (AH)H = A,
o (A+B)" =AH 4 B",
° (CA)H =cAH

o (AB)H = BHAH.
T Legyen u,v,w € C", és legyen ¢ € C. Ekkor
e uU-v=v-u
ou-(v+w)=u-v+u-w,
o (cu)-v=2c(u-v)ésu-(cv)=c(u-v),
ou-u>0hau#0,ésu-u=0 hau=0
D A komplex skalaris szorzas segitségével — a valés esethez hasonléan —
definidlhaté a komplex vektorok tavolsaga és szbge, és igy a
merGlegessége is.
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Komplex és véges test feletti terek

Onadjungalt — Hermite-féle — matrixok

D A &nadjungilt, ha AH = A,
P Melyik 6nadjungalt?

1 b 14 12 P14 1 14i
! 2 2730 o gl 1o o1 | fiaer 2
1-i 243 3

az elsd ketts
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Komplex és véges test feletti terek

Unitér matrixok

D Egy komplex négyzetes U matrix unitér, ha UHU = 1.
A Az aldbbiak ekvivalensek:

o UUM =1,

e U1l =uU",

o U oszlopvektorai ortonormalt bazist alkotnak a komplex skalarszorzasra
nézve,

o U sorvektorai ortonormalt bazist alkotnak a komplex skalarszorzasra
nézve,

o |Ux| = |x| minden x € C” vektorra,

e Ux-Uy=x-y.
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Diszkrét Fourier-transzformalt Fourier-matrixok

M A Fourier-sorok komplex alakja, és részletosszegei (diszkrét
Fourier-Gsszeg):

0 N-1
§ Cnemt g(t) _ E : Cnemt — C0‘|‘Clelt+C1€2lt+‘ . ._|_CN_1e(N—1)11
n=-—00 n=0

A A (C07C1)' "7CN—1) = (g(o)vg(zw)ﬂv

és matrixa [ezTWi’””] (0 < m,n<N).

W)) leképezés linearis,
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Diszkrét Fourier-transzformalt Fourier-matrixok
2mio, L
P Ac=¢e3 jeloléssel

0

. ”
vw=c+cel+we=cg+a+o

2mi 4rmi 2
yi=¢c+cres3 +omes3 =+ e+ 6e

8mi

4ari
Yo=¢C+cre3 +ces :c0+c152+cza4

a (co,c1,c2) — (Yo, y1,¥2) leképezés linearis, matrixszorzatos alakja:

Yo 1 1 1 Co
nl=11 ¢ | |a
2 1 2 & o
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Diszkrét Fourier-transzformalt Fourier-matrixok

Altalanosan:

i0 2i0 N—-1)i0
Yo=co+c1e®+ e+ oy = p o+ +evs
2ri ani 2(N—1)7i
yi=ct+caev +cev +---+cy_1e W
2mi(N—1 ari(N—1) 2mi(N—1)2

)
Yn-1=C+ae ¥V +oe T 4.4 cye W

Az & = &*™/N jelsléssel matrixszorzat-alakban

1 1 1 1 1
Yo 1 € g2 g3 eh-1 o
Vi 1 2 et 6 g2(N-1) o)
= |1 &3 6 &9 3(N-1)
YN-1 : ' ' "o | LeN-1
1 eN-1 Z2(N-1) 3(N-1) ... (N-1)
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Diszkrét Fourier-transzformalt Fourier-matrixok

D Fourier-matrixok: az ¢ = ¢™/N, w =& = ¢~/ jelslésekkel:
1 1 1
1 € L.oogh-l
‘1’/\/7()S = V/\/(l, 6,62, e ,EN_l) =
1 N1 sN-D?
1 1 1
Vo1 1 w .owht
(I)N,w :VN(l,w,...,w - ) =
1 wN._l w(N._l)z

T A Fourier-matrixok tulajdonsagai:
o Barmelyik Fourier-matrix k-adik és N — k-adik sora egymas konjugaltja,
paros N esetén pedig az N/»>-edik sorvektor (1,—1,1,—1,...).
o (I)N,w = 6/\/’5 = (I)n,e és (I)N,s = EN,w = (I)n,w
o &y Py, = Nly, igy Py és Py, invertdlhato,
1 1
N N

4 2 1 A 1 A
tovabbad =@ . és W(I)N,w unitér.
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Diszkrét Fourier-transzformalt Diszkrét Fourier-transzformacié
M A tovabbiakban

= .
f(t) = N Z cpe™t
n=0

fliggvénybdl indulunk ki, a megadott helyek a [0, 27] intervallumot N
részre oszt6 2km/n (k=0,1,..., N — 1) pontok. A
Fn:(cosc1,--.nen—1) = (Yo, y1,---,yn—1) Fy = Py, amelyre a
tovabbiakban az

D Diszkrét Fourier-transzformacié (DFT) Az
Fy:CN —CN:x— X =Fpyx
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Diszkrét Fourier-transzformalt Diszkrét Fourier-transzformacié

P Az Fq, F», F4 és Fg matrixok:

Fi=1[1], F,=

M
0

— o b R e R e
S

S

Wettl Ferenc

1
_1:| ) F4
1 1
—1-i
—1 7 -1
1 1
1-i
7 -1
-1 1
_ 1+
1 72 1
1 1
—1+i
72 1

Linearis leképezések
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1 -1
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1 1
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V2
—-i -1
e
V2
-1 1
o
V2
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Diszkrét Fourier-transzformalt Diszkrét Fourier-transzformacié

T A DFT tulajdonsagai
o Konstans vektor képe impulzusvektor (melynek a nulladikat kivéve
mindegyik koordinataja 0), és forditva, konkrétan

Fun(c,c,...,c) =(Nc,0,...,0), Fpn(c,0,...,0)=((c,c,...,c).

ahol ¢ € C tetsz6leges konstans.
e Ha x val6s vektor, akkor Xy_x = X.
o Az Fy transzformacio invertalhatd, inverze (IDFT) tobbféle felirasban:

1 1 Nt 1 V=t .
x=FyiX = FENX, x= > Xpekn = N D Xne W,
n=0 n=0
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Diszkrét Fourier-transzformalt Gyors Fourier-transzformacié

M DFT kiszamitasahoz N2 miivelet
M két fele akkora méretii Fourier-transzformaciébdl megkaphaté:

N-1 . N-1
—a&aTl
Xy = g xpe N K — E x,,wf‘v"
n=0 n=0

N/2-1 N/2-1
—2mi —27i
_ Z xope a2k | Z Xopspe w (nHLK
n=0
N/2 1 N/2-1
—27r1n ,zﬂ-lk —2mi nk
= Z Xope N/277 4 e N Z Xopy1€ N/2
N/2—1 N/2-1
k k k k
= Z x2,,w;’v/2+w,\, Z x2n+1w;’v/2:Ek—|—wNOk.
n=0 n=0

Ey és Oy N/2 szerint periodikusak ~~ Ex iy /> = Ex, Opypny2 = Ok
Innen k < N /2 esetén X; = Ei +w,’§,0k, Xkyny2 = Ex — wvak.
A miiveletigény %Nlog N.
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Diszkrét Fourier-transzformalt Gyors Fourier-transzformacié

function FFT(x)
N < dim(x)
X legyen N-dimenziés vektor
if N =1 then
| Xo < xo
else
y < X paros indexii elemei
Z < X paratlan indexi elemei
Y + FFT(y)
Z < FFT(z2)
for k <~ 0to N/2 -1 do
E + Yk
O« e#ka
X+ E+ 0
Xk+N/2 +—~E-O0

return X
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Diszkrét Fourier-transzformalt Gyors Fourier-transzformacié

M FFT matrixszorzat-alakja

Fy=Ayp [ 0 FN/2:| IIy,

I1y az a permutécidés matrix, mely el6re veszi a paros indexi
elemeket, Ay a fél” transzformaltakat dsszeadd, és a paratlan
indextieket egy w-hatvannyal beszorzé matrix.

0 0 0 0 0 0 07
r 0010000 0
(1) 8 (1) 8 000010 00
000000 10
Hy = 0100 Hs= 10 1000 0 0 0
00010000
0001 00000 10 0
0 0 0 0 0 0 0 1l
[1 0 1 0
101 0 —i| [l Do _{la Dy
A=110 21 0 _{'2 —Dz] As_[u —04]
01 0 i
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Diszkrét Fourier-transzformalt Gyors Fourier-transzformacié

A A matrixokban szerepl6 diagonalis matrixok az egységmatrixok, és
az w hatvanyait tartalmazé D matrixok, ahol
Dy = diag(1,w,w?, ..., wk1). PL.

Fs O
FszAs[O“ FJHg
F, O O O
. [As 0]l|0 F, O O|[mL, O
_As[o A4] O O F, O [o m]ns
O 0 0 F
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Diszkrét Fourier-transzformalt Gyors Fourier-transzformacié

0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

Wettl Ferenc

0000 0000 0000
0010 0100 1000
0100 1000:><i0100
0110 1100——1100
1000 0010——0010
1010 0110 1010
1100 1010:><i0110
1110——1110——1110
0001 ——0001——0001
0011 0101 1001
0101 1001:><i0101
0111 1101——1101
1001 0011——0011
1011 0111 1011
1101 1011:><i0111

1111 1111 1111
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