Fels6bb Matematika 1. ZH 2014-10-29

1. Irjuk fel annak a linearis leképezésnek a matrixat, mely a teret az = + y + z = 0 egyenlett sik mentén az
(1,1,0) vektor altal kifeszitett 1-dimenzios térre vetiti! (8 pont)

Megoldas. A vetités az (1,1,0) vektort 6nmagaba viszi, a sik vektorait — példaul a sikot kifeszité (1, —1,0) és
(1,0,—1) vektorokat — a nullvektorba, igy a vetités X matrixara

1 1 1 0 0 1
X [-1 0 1 =10 0 1},
0 -1 0 0 0 O
amibdl )
0 0 1 11 1] % % %
0 0 O 0 -1 0 0 0 O
2. Adjuk meg A métrix Jordan-normalalakjat és annak 2014-dik hatvanyét, ahol (8 pont)
1 10
A=(-1 3 0
0 0 2

Megoldas. A karakterisztikus polinomot felirva lathato, hogy A-nak a 2 haromszoros sajatértéke. Ugyanakkor
csak 2 fiiggetlen sajatvektor tartozik hozza, kivetkezésképpen a 2 sajatértékhez 2 Jordan-lanc tartozik, melyek
Osszhossza 3. Ez csak egyféleképp lehet, mégpedig ha egy 1 hosszu és egy 2 hosszi lanc van. Ennek megfelelGen
a Jordan-normalalak:

J =

S O N
SN =
N OO

és ennek 2014. hatvanya
22014 2014 - 22013 0
J2014 _ 0 92014 0

0 0 22014

3. Hatarozzuk meg az (1,1,1,1) vektornak az (1,—1,1,0) norméalvektora hipersikra vonatkoz6 tiikorképét!
(8 pont)

Megoldas. Geometriai meggondolasok alapjan a tiikorképet ugy is megkaphatjuk, ha az v = (1,1, 1, 1) vektor-
bol kivonjuk kétszer az v vektornak a w = (1, —1, 1, 0) vektor altal generalt 1-dimenzids altérbe es6 komponensét.
Ez nem mas, mint a v vektornak a w vektorral parhuzamos komponense:

VW 1
w = ==(1,-1,1,0).
M w - wW 3( )
Ez alapjan a tiikorkép:
151
V_2vw: 7a77771
(3 33 )
4. Melyek primitivek az aldbbi matrixok koziil? (8 pont)

010 010 01 0
A=1|2 3 0/, B=1|2 3 4], c=1{2 0 3
04 5 05 0 0 4 0

Megoldas. Felrajzolva a megfelels grafokat lathatjuk, hogy B és C irreducibilis, mig A reducibilis, kdvetkezésképp
A biztosan nem primitiv. B fGatlojaban van pozitiv elem, igy ¢ is primitiv. C logikai méatrixat logikai
miiveletekkel hatvanyozva azt kapjuk, hogy a 2. hatvany sem pozitiv, és a 3. hatvanynal visszakapjuk az
eredeti logikai matrixot, tehat C nem primitiv.

5. Legyen
0 2 =2
A=1(1 1 =2
1 -1 0

Diagonalozaljuk az A métrixot és adjuk meg a spektralfelbontését! Mennyi arcsin % értéke? (6 pont)



Megoldas. Az A métrix sajatértékei 2, —1, 0 és a hozzajuk tartozo sajatvektorok pedig rendre (1,1,0), (0,1, 1),(1,1,1).
Ennek megfeleléen A diagonalizalhato, és A = CDC™*, ahol

1 01 2 0 0 0o 1 -1
C=1|11 1|, D=0 -1 0|, C'=|-1 1 0
0 1 1 0 0 0 1 -1 1

Ebbol a spektrafelbontas A = 2P + (—=1)P_; + 0Py, ahol

(1] 01 -1
P,=|[1[[01 —1]=|(0 1 -1},
0 00 O
[0] 0 0 0
P,=|1{[-110] -1 1 0},
1) -1 1 0
[1] 1 -1 1
Po=|1|[1 —11] 1 -1 1
1) 1 -1 1

A feladat tovabbi részéhez:

D 2 -1 0
arcsin 5 = C arcsin EC_l = Cdiag(arcsin 3 arcsin - arcsin i)C_1

) 1 -1 0
6. Hatarozzuk meg a
0 1 1
1 0 0
0 0 0
matrix szingularis felbontasat! (8 pont)
100
Megoldas. ATA = | 0 1 1 |, karakterisztikus polinomja z3 — 322 + 2z, melynek zérushelyei 2, 1, 0, igy
0 1 1
ezek négyzetgyokei a szingularis értékek. A sajatvektorok rendre (0,1, 1) (1,0,0), (0,1, —1), ezek normaltjai
lesznek a 'V maétrix oszlopai, ahol tehat v; = %[0 11T, voe=[100]T, vz = %[0 1 - 1] Mivel Avy = 2eq,
Av, = ey, igy U =1, tehat a szingularis felbontas:
100 [vV2oo ,fov2 0]
01 0-1]0 1 0]-—|1 O 1
0 0 1 0 0 0 V2 1 0 -1

7. Legyen A egy nemnegativ irreducibilis matrix, melynek spektralsugara r. Mutassuk meg, hogy van olyan S
sztochasztikus matrix (minden oszloposszege 1), hogy A hasonlé rS-hez. (Utmutatas: tekintsiik a bal Perron-

vektorbol képzett diagonéalis matrixot!) (4 pont)
0 qa ... 0 .

Megoldas. q bal Perron-vektor, tehdt T A = rq". Legyen Q = diag(q) = | . . . . |- Epp ez lesz a
0 0 ... qgn

hasonlésagot biztosité méatrix, megmutatjuk ugyanis, hogy QAQ ! minden oszlopOsszege 7:
1TQAQ71 — qTAQfl — quQfl — T’1T7

tehat QAQ ™! minden oszlopdsszege r. Mivel A nemnegativ és irreducibilis, ezért r > 0, igy A valéban hasonlo
rS-hez, ahol S egy sztochasztikus méatrix.



