Név:

Fels6bb Matematika 1. p6tZH

1. Irjuk fel annak a linearis leképezésnek a matrixat,
mely a teret az = + y + z = 0 egyenletii sikra vetiti az
(1,1,0) vektorral parhuzamosan! (3 pont)

Megoldas. A vetités az (1, 1,0) vektort a nullvektorba
viszi, a sik vektorait — példaul a sikot kifeszits (1, —1,0)
és (1,0, —1) vektorokat — helyben hagyja. Igy a vetités
X matrixara

111 1 10
X|-1 0 1|=|-1 0 of,
0 -1 0 0 -1 0
amibdl
1 101 117" 55 3
X=|-1 00||-1 0 1 =|-3 3 -3
0 -1 0 -1 0 0 0 1

2. Oldjuk meg az

3+ dSy+ 4z=4
T+ Y+
4r 4+ 10y + 10z =4

z=1

egyenletrendszert az egyiitthaté6 mérix PLU-felbonté-

sanak segitségével! (4 pont)
Megoldas. Az egyenletrendszer egyiitthaté métrixa
3 5 4
A= |1 1 1]. Gauss-eliminaciéhoz célszerti megc-
4 10 10
010
serélni az els6 2 sort. Ezt aP = |1 0 0] maétrixxal
0 0 1
val6 balszorzassal érhetjiik el, vagyis
1 1 1
PA=1|3 5 4
4 10 10

Ezt a matrixot Gauss-eliminalva kapjuk, hogy PA =
LU, ahol

1 00 111
L=1{3 1 0f, U=|0 2 1
4 3 1 0 0 3

Ennek megfelelsen A = P7'LU = P'LU = PLU.

Az egyenletrendszer megoldaséhoz:

1
Ax=b ~ LUx =P 'b ~ LUx = Pb ~» LUx = H
4

1
Meg kell tehat oldani elészor az Ly = |[4| egyenle-
4
trendszert. Ennek megoldédsa y = (1,1,-3). Ezek

utdn mar csak az Ux =y egyenletrendszer van hétra,
aminek megoldasa x = (1,1, —1).

Neptun:

3. Hatarozzuk meg az

1 -2 2
2 -4 4
A= 0 0 0
-1 2 =2

(4 pont)

Megoldas. Elsg megoldas. Mivel A egy 1 rangi matrix
igy bazisfelbontésa épp a diadikus felbontéasa, vagyis

métrix pszeudoinverzét!

A = (1a2507 _1) & (17 _252)

= 1 -2 2].

1
2
0
-1
asznalva az oszlop- illetve sorvektor pszeudoinverzérsl
tanultakat (vagy azt hasznalva, hogy egy oszlop- illetve

sorvektor egy teljes oszlop- illetve sorrangi matrix)
kapjuk, hogy:

1 +
+_ + +_ +] 2
AT =(1,-2,2)" ®(1,2,0,-1)* =[1 -2 2] 0
-1
1 lll 1
= -2 [1
1 9 1
1 -2 2]|-2 2
5 L 20 -1,
-1
1 1 1
=-(1,-2,2) ® =(1,2,0,—-1) = —A".
6( )®9< ) 54

Masodik megoldas. A egy 1 rangi matrix, igy
(gyakorlaton tanult azonossig)

1 2 0 -1
A*:%ATZLATZ -2 -4 0 2
trace(A" A) 54 29 4 0 -2

4. Melyek pozitiv definitek az alabbi matrixok kozil? (8 pont)

-1
2
1

1
-1
0

-1
2
0

0 2 1 2 1
A=|2 0 3|, B= 01|, C=
1 3 4 10

Megoldas. Az A maéatrix nem szimmetrikus, igy nem
lehet pozitiv definit. B f6atléjadban van negativ elem

‘(igy van negativ féminora), tehéat szintén nem lehet

pozitiv definit. C vezetd f6minorai rendre 1, 1, 3 igy
C porzitiv definit.



5. Legyen Megoldas. A blokkok szama, ami megegyezik a Jordan-

0 01 lancok szaméaval 5, mivel n —r(A — A\I) = 10 — 5 = 5.
A=1]10 1 0 A leghosszabb lanc hossza 4, mivel A — AI legkisebb
1 00 zérusmatrixot ad6 hatvanya a 4-dik. Az egyenletrend-
szer és megoldésa, valamint a J Jordan-matrix:
a) Diagonalozaljuk az A matrixot és adjuk meg a spek- ng =1 ng =1
tralfelbontéasat! ns + 2n4 = 2 N ns =0
b) Bontsuk fel az (1,1, 1) vektort az A matrix sajatal- n2 +2n3 +3n4 =5 nz =2
tereibe es6 komponensekre! n1 + 2ns + 3nz + 4na = 10 ny =2
c¢) Mennyi 2 arcsin(A) értéke? (4 pont) 1
Al
Megoldas. a) Az A maétrix szimmetrikus, igy orto- -~ J- T
gonalisan diagonalizalhat6. Sajatértékei 1 (kétszeres N A
multiplicitassal) és —1. Az 1-hez tartoz6 normalt sajatvek- A
torok (%, 0, %), (0,1,0), a —1-hez pedig (%, 0, —%) A
Ennek megfeleléen A = QDQ7, ahol 7. Mutassuk meg, hogy ha \ sajatértéke A-nak, de p
nem, akkor 1 sajatértéke az (A—pI)~! matrixnak. (4 pont)
-1 0 1 H
Q= ‘65 1 \65 Megoldas. Mivel p nem sajatérték, ezért det(A —
19 _L ’ pul) # 0, igy A — pl invertalhato, és A — pu # 0.
:‘@ V2 Legyen (\,x) sajatpar, azaz Ax = Ax. Ekkor
1 0 O
D=1{0 1 0 x= (A —pl) YA - pul)x
0= = (A — )™ (Ax — jux)
Ebbdl a spektrafelbontas A = 1Py + (—1)P_4, ahol = (A —pD)7' O\ — p)x.
1 1 1 1
Pi=(—%,0,—)®(—,0,—) +(0,1,0) ® (0,1,0
1= (550 75) @ (5.0 75) + (0,10 (0.1,0
1 0 1
1
=3 0 0 0f,
1 01
1 0 -1
1 1 1 1 1
P,=(—,0,—)®(—=,0,—=)==-]10 0 0
V2O V2T VR VR 2 g

b) Az v = (1,1, 1) vektor felbontasa a projekciok segit-
ségével:

1 0
v=P,v4+P_v= |1+ [0
1 0

Ugyanezt, a felbontsit a projekciok nélkiil is ki lehet
talalni, ha észrevessziik, hogy az (1,1,1) vektor benne
van az 1-hez tartoz6 sajataltérben.

c) A helyettesitési érték:
2 2 .
—arcsin(A) = Q(— arcsin(D))Q
0 T
. 2 . 2 . 2 . T
= Qdiag(— arcsin(1), — arcsin(1), — arcsin(—1))Q
™ ™ ™
= Qdiag(1,1,-1)Q" =QDQ" = A
6. Egy 10 x 10-es A maétrixnak A 10-szeres algebrai
multiplicitast sajétértéke. (A — AI)* nullterének di-

menzidja k = 1,2,3,4 esetén rendre 5, 8, 9, 10. Irjuk
fel a Jordan-féle normalalakjat! (3 pont)



