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@ Sajatérték, sajatvektor, sajataltér
O A sajatértek kiszamitasa
© Ortogonalis és unitér diagonalizalas

e Kvadratikus forméak
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

D A Xszam az A matrix sajatértéke, ha létezik olyan nemnulla x vektor,
melyre Ax = Ax. Az ilyen x vektorokat az A matrix A sajatértékhez
tartoz6 sajatvektorainak, a (A, x) parokat pedig az A sajatparjainak
nevezziik.
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

D A Xszam az A matrix sajatértéke, ha létezik olyan nemnulla x vektor,
melyre Ax = Ax. Az ilyen x vektorokat az A matrix A sajatértékhez
tartoz6 sajatvektorainak, a (A, x) parokat pedig az A sajatparjainak
nevezziik.

A A \-hoz tartozé sajatvektorok a nullvektorral egyiitt alteret alkotnak,
mely megegyezik N/(A — Al)-vel.
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

D A Xszam az A matrix sajatértéke, ha létezik olyan nemnulla x vektor,
melyre Ax = Ax. Az ilyen x vektorokat az A matrix A sajatértékhez
tartoz6 sajatvektorainak, a (A, x) parokat pedig az A sajatparjainak
nevezziik.

A A \-hoz tartozé sajatvektorok a nullvektorral egyiitt alteret alkotnak,
mely megegyezik N/(A — Al)-vel.

D Sajataltér
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

D A Xszam az A matrix sajatértéke, ha létezik olyan nemnulla x vektor,
melyre Ax = Ax. Az ilyen x vektorokat az A matrix A sajatértékhez
tartoz6 sajatvektorainak, a (A, x) parokat pedig az A sajatparjainak
nevezziik.

A A X-hoz tartozé sajatvektorok a nullvektorral egyiitt alteret alkotnak,
mely megegyezik N/(A — Al)-vel.

D Sajataltér

D karakterisztikus egyenlet: det(A — Al) =0
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

D A Xszam az A matrix sajatértéke, ha létezik olyan nemnulla x vektor,
melyre Ax = Ax. Az ilyen x vektorokat az A matrix A sajatértékhez
tartoz6 sajatvektorainak, a (A, x) parokat pedig az A sajatparjainak

nevezziik.

A A \-hoz tartozé sajatvektorok a nullvektorral egyiitt alteret alkotnak,
mely megegyezik N/(A — Al)-vel.

D Sajataltér

D karakterisztikus egyenlet: det(A — Al) =0

A Ha az n-edrendii A matrix sajatértékei \i,..., \,, akkor

det(A) =MA... A\
trace(A) = A1+ X+ -+ Ay
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

D A Xszam az A matrix sajatértéke, ha létezik olyan nemnulla x vektor,
melyre Ax = Ax. Az ilyen x vektorokat az A matrix A sajatértékhez
tartoz6 sajatvektorainak, a (A, x) parokat pedig az A sajatparjainak

nevezziik.

A A \-hoz tartozé sajatvektorok a nullvektorral egyiitt alteret alkotnak,
mely megegyezik N'(A — Al)-vel.

D Sajataltér

D karakterisztikus egyenlet: det(A — Al) =0

A Ha az n-edrendii A matrix sajatértékei \i,..., \,, akkor

det(A) =MA... A\
trace(A) = A1+ X+ -+ Ay

a karakterisztikus polinomban: a determinédns a konstans tag, a nyom
a (—)\)"! egyiitthatja.
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SETEMI LMY VI SETAEETEL S IAY Il Az algebrai és a geometriai multiplicitas

D algebrai multiplicitas k, ha A a karakterisztikus egyenlet k-szoros gydke
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SETEMI LMY VI SETAEETEL S IAY Il Az algebrai és a geometriai multiplicitas

D algebrai multiplicitas k, ha A a karakterisztikus egyenlet k-szoros gydke

D geometriai multiplicitds d, ha sajataltér dimenzigja d
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SETEMI LMY VI SETAEETEL S IAY Il Az algebrai és a geometriai multiplicitas

D algebrai multiplicitas k, ha A a karakterisztikus egyenlet k-szoros gydke
D geometriai multiplicitds d, ha sajataltér dimenzigja d
T1<d<k
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EETELMI LMY E AV S TAEETEL £ [Tl Sajatértékek és a matrix hatvanyai

T Az A matrix pontosan akkor invertalhat6, ha a 0 nem sajatértéke.
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EETELMI LMY E AV S TAEETEL £ [Tl Sajatértékek és a matrix hatvanyai

T Az A matrix pontosan akkor invertalhat6, ha a 0 nem sajatértéke.
B det(A—0I) #0
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EETELMI LMY E AV S TAEETEL £ [Tl Sajatértékek és a matrix hatvanyai

T Az A matrix pontosan akkor invertalhat6, ha a 0 nem sajatértéke.

B det(A—0I) #0

T Ha A az A matrix egy sajatértéke és x egy hozza tartozé sajatvektor,
akkor barmely egész n esetén \" sajatértéke az A" matrixnak és x egy
hozza tartozé sajatvektor, amennyiben A" és A" is értelmezve van.
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EETELMI LMY E AV S TAEETEL £ [Tl Sajatértékek és a matrix hatvanyai

—

Az A matrix pontosan akkor invertalhaté, ha a 0 nem sajatértéke.

det(A —01) #0

T Ha A az A matrix egy sajatértéke és x egy hozza tartozé sajatvektor,
akkor barmely egész n esetén \" sajatértéke az A" matrixnak és x egy
hozza tartozé sajatvektor, amennyiben A" és A" is értelmezve van.

B n=20: trivi

oy,
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EETELMI LMY E AV S TAEETEL £ [Tl Sajatértékek és a matrix hatvanyai

—

Az A matrix pontosan akkor invertalhaté, ha a 0 nem sajatértéke.

det(A —01) #0

T Ha A az A matrix egy sajatértéke és x egy hozza tartozé sajatvektor,
akkor barmely egész n esetén \" sajatértéke az A" matrixnak és x egy
hozza tartozé sajatvektor, amennyiben A" és A" is értelmezve van.

B n=20: trivi

n>2:

Afx = A(AF1x) = A(MF1x) = A 1(Ax) = A 1(Ax) = M x.

oy,

Matrixok sajétsigai 2014, oktéber 3. 5 /31



EETELMI LMY E AV S TAEETEL £ [Tl Sajatértékek és a matrix hatvanyai

—

Az A matrix pontosan akkor invertalhaté, ha a 0 nem sajatértéke.

det(A —01) #0

T Ha A az A matrix egy sajatértéke és x egy hozza tartozé sajatvektor,
akkor barmely egész n esetén \" sajatértéke az A" matrixnak és x egy
hozza tartozé sajatvektor, amennyiben A" és A" is értelmezve van.

B n=20: trivi

n>2:

Afx = A(AF1x) = A(MF1x) = A 1(Ax) = A 1(Ax) = M x.

invertalhaté: Ax = Ax, amibél %x = A"x, azaz \"Ix = A~ 1x.

oy,
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EETELMI LMY E AV S TAEETEL £ [Tl Sajatértékek és a matrix hatvanyai

T

Az A matrix pontosan akkor invertalhaté, ha a 0 nem sajatértéke.

det(A —01) #0

T Ha A az A matrix egy sajatértéke és x egy hozza tartozé sajatvektor,
akkor barmely egész n esetén \" sajatértéke az A" matrixnak és x egy
hozza tartozé sajatvektor, amennyiben A" és A" is értelmezve van.

B n=20: trivi

n>2:

Afx = A(AF1x) = A(MF1x) = A 1(Ax) = A 1(Ax) = M x.

invertalhaté: Ax = Ax, amibél %x = A"x, azaz \"Ix = A~ 1x.

negativ kitevé: Akx = A\kx, amibél A~kx = A—kx.

oy,
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EETELMI LMY E AV S TAEETEL £ [Tl Sajatértékek és a matrix hatvanyai

T

Az A matrix pontosan akkor invertalhaté, ha a 0 nem sajatértéke.
det(A —01) #0
T Ha A az A matrix egy sajatértéke és x egy hozza tartozé sajatvektor,
akkor barmely egész n esetén \" sajatértéke az A" matrixnak és x egy
hozza tartozé sajatvektor, amennyiben A" és A" is értelmezve van.
B n=20: trivi
n>2:
Afx = A(AF1x) = A(MF1x) = A 1(Ax) = A 1(Ax) = M x.
invertalhaté: Ax = Ax, amibél %x = A"x, azaz \"Ix = A~ 1x.
negativ kitevé: Akx = A\kx, amibél A~kx = A—kx.
T Matrix hatvanyainak hatasa A n X n-es, A1, Ag,... Ak, X1,... Xk
hozzajuk tartozé sajatvektorok. Ha

oy,

V = C1X1 + X2 + ... + CxXg,
akkor barmely egész m esetén
AT = A1 + QA2 + ...+ CR AR Xk
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CETEMI LMY E VI SETAEETEL Sl SY Il Specialis matrixok sajatértékei

A ha A szimmetrikus, akkor minden sajatértéke valds,
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CETEMI LMY E VI SETAEETEL Sl SY Il Specialis matrixok sajatértékei

A

ha A szimmetrikus, akkor minden sajatértéke valos,

>

ha A ferdén szimmetrikus, akkor minden sajatértéke imaginarius,
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CETEMI LMY E VI SETAEETEL Sl SY Il Specialis matrixok sajatértékei

A

>

ha A szimmetrikus, akkor minden sajatértéke valos,
ha A ferdén szimmetrikus, akkor minden sajatértéke imaginarius,

ha A ortogonalis, akkor minden sajatértékének 1 az abszolat értéke,

Mitrixok sajétsagai Pl LD By

6 /31



Specialis matrixok sajatértékei

Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

ha A szimmetrikus, akkor minden sajatértéke valos,
ha A ferdén szimmetrikus, akkor minden sajatértéke imaginarius,

ha A ortogonalis, akkor minden sajatértékének 1 az abszolat értéke,

> v >

A pontosan akkor nilpotens, ha minden sajatértéke 0, azaz
karakterisztikus polinomja A" alaka.

>
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Specialis matrixok sajatértékei

Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

ha A szimmetrikus, akkor minden sajatértéke valos,
ha A ferdén szimmetrikus, akkor minden sajatértéke imaginarius,

ha A ortogonalis, akkor minden sajatértékének 1 az abszolat értéke,

> v >

A pontosan akkor nilpotens, ha minden sajatértéke 0, azaz
karakterisztikus polinomja A" alaka.

Legyen (),x) egy A-hoz tartozé sajatpar. x"Ax = xHx = A[x|?.
Vegyiik mindkét oldal adjungaltjat x"A"x = \|x|?. Legyen A\ = a + ib.

>

oy,
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CETEMI LMY E VI SETAEETEL Sl SY Il Specialis matrixok sajatértékei

ha A szimmetrikus, akkor minden sajatértéke valos,
ha A ferdén szimmetrikus, akkor minden sajatértéke imaginarius,

ha A ortogonalis, akkor minden sajatértékének 1 az abszolat értéke,

> v >

A pontosan akkor nilpotens, ha minden sajatértéke 0, azaz
karakterisztikus polinomja A" alaka.

Legyen (\,x) egy A-hoz tartozé sajatpar. xTAx = xHAx = \|x|2.
Vegyiik mindkét oldal adjungaltjat xHAHx = X|x|. Legyen \ = a + ib.
Ha A szimmetrikus, azaz AT = A, akkor A = ), azaz a+ ib = a — ib.

>

oy,
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CETEMI LMY E VI SETAEETEL Sl SY Il Specialis matrixok sajatértékei

ha A szimmetrikus, akkor minden sajatértéke valos,
ha A ferdén szimmetrikus, akkor minden sajatértéke imaginarius,

ha A ortogonalis, akkor minden sajatértékének 1 az abszolat értéke,

> v >

A pontosan akkor nilpotens, ha minden sajatértéke 0, azaz
karakterisztikus polinomja A" alaka.

B Legyen (), x) egy A-hoz tartozé sajatpar. xHAx = xHAx = A|x|2.
Vegyiik mindkét oldal adjungaltjat xHAHx = X|x|. Legyen \ = a + ib.
Ha A szimmetrikus, azaz AT = A, akkor A = ), azaz a+ ib = a — ib.
Ha A ferdén szimmetrikus, azaz AT = —A, akkor a + ib = —a + ib.

>
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CETEMI LMY E VI SETAEETEL Sl SY Il Specialis matrixok sajatértékei

ha A szimmetrikus, akkor minden sajatértéke valos,
ha A ferdén szimmetrikus, akkor minden sajatértéke imaginarius,

ha A ortogonalis, akkor minden sajatértékének 1 az abszolat értéke,

> v >

A pontosan akkor nilpotens, ha minden sajatértéke 0, azaz
karakterisztikus polinomja A" alaka.

B Legyen (), x) egy A-hoz tartozé sajatpar. xHAx = xHAx = A|x|2.
Vegyiik mindkét oldal adjungaltjat xHAHx = X|x|. Legyen \ = a + ib.
Ha A szimmetrikus, azaz AT = A, akkor A\ = ), azaz a+ ib = a — ib.
Ha A ferdén szimmetrikus, azaz AT = —A, akkor a + ib = —a + ib.
A ortogonalis: barmely x-re |Ax| = |x|. Ha x sajatvektor, akkor

x| = [Ax] = [Ax]| = |Al|x|

>
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CETEMI LMY E VI SETAEETEL Sl SY Il Specialis matrixok sajatértékei

ha A szimmetrikus, akkor minden sajatértéke valos,

ha A ferdén szimmetrikus, akkor minden sajatértéke imaginarius,

A

>

ha A ortogonalis, akkor minden sajatértékének 1 az abszolat értéke,

>

A pontosan akkor nilpotens, ha minden sajatértéke 0, azaz
karakterisztikus polinomja A" alaka.

Legyen (\,x) egy A-hoz tartozé sajatpar. xTAx = xHAx = \|x|2.
Vegyiik mindkét oldal adjungaltjat xHAHx = X|x|. Legyen \ = a + ib.
Ha A szimmetrikus, azaz AT = A, akkor A\ = ), azaz a+ ib = a — ib.
Ha A ferdén szimmetrikus, azaz AT = —A, akkor a + ib = —a + ib.
A ortogonalis: barmely x-re |Ax| = |x|. Ha x sajatvektor, akkor

x| = [Ax] = [Ax]| = |Al|x|

Ha A% = O, és )\ sajatértéke A-nak, akkor \¥ sajatértéke az Ak = O
matrixnak, annak viszont csak a 0 sajatértéke, igy A-nak is minden
sajatértéke 0.

>

oy,
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A

> > >

oy,

CETEMI LMY E VI SETAEETEL Sl SY Il Specialis matrixok sajatértékei

ha A szimmetrikus, akkor minden sajatértéke valos,
ha A ferdén szimmetrikus, akkor minden sajatértéke imaginarius,
ha A ortogonalis, akkor minden sajatértékének 1 az abszolat értéke,

A pontosan akkor nilpotens, ha minden sajatértéke 0, azaz
karakterisztikus polinomja A" alaka.

Legyen (\,x) egy A-hoz tartozé sajatpar. xTAx = xHAx = \|x|2.
Vegyiik mindkét oldal adjungaltjat xHAHx = X|x|. Legyen \ = a + ib.
Ha A szimmetrikus, azaz AT = A, akkor A\ = ), azaz a+ ib = a — ib.
Ha A ferdén szimmetrikus, azaz AT = —A, akkor a + ib = —a + ib.
A ortogonalis: barmely x-re |Ax| = |x|. Ha x sajatvektor, akkor

x| = [Ax] = [Ax]| = |Al|x|

Ha A% = O, és )\ sajatértéke A-nak, akkor \¥ sajatértéke az Ak = O
matrixnak, annak viszont csak a 0 sajatértéke, igy A-nak is minden
sajatértéke 0.

Az allitas megforditasa a Cayley—Hamilton-tételbsl kovetkezik.
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CETEMI LMY E VI SETAEETEL Sl SY Il Specialis matrixok sajatértékei

T Specialis komplex matrixok sajatértékei Ha az n-edrendi komplex A
matrix
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CETEMI LMY E VI SETAEETEL Sl SY Il Specialis matrixok sajatértékei

T Specialis komplex matrixok sajatértékei Ha az n-edrendi komplex A
matrix
e Onadjungalt, akkor minden sajatértéke valods,
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CETEMI LMY E VI SETAEETEL Sl SY Il Specialis matrixok sajatértékei

T Specialis komplex matrixok sajatértékei Ha az n-edrendi komplex A
matrix
e Onadjungalt, akkor minden sajatértéke valods,
o ferdén Onadjungalt, akkor minden sajatértéke imaginarius,
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CETEMI LMY E VI SETAEETEL Sl SY Il Specialis matrixok sajatértékei

T Specialis komplex matrixok sajatértékei Ha az n-edrendi komplex A
matrix
e Onadjungalt, akkor minden sajatértéke valods,
o ferdén Onadjungalt, akkor minden sajatértéke imaginarius,
o unitér, akkor minden sajatértékének 1 az abszolat értéke.
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SRR ST E VARSI S LTl Hasonlésag, diagonalizalhatésag

D Azt mondjuk, hogy a A szdm az L linearis transzformacié sajatértéke,
ha létezik olyan nemnulla x vektor, melyre Lx = Ax. Az ilyen x
vektorokat az L linearis transzformacié \ sajatértékhez tartozé
sajatvektorainak nevezziik.
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SRR ST E VARSI S LTl Hasonlésag, diagonalizalhatésag

D Azt mondjuk, hogy a A szdm az L linearis transzformacié sajatértéke,
ha létezik olyan nemnulla x vektor, melyre Lx = Ax. Az ilyen x
vektorokat az L linearis transzformacié \ sajatértékhez tartozé
sajatvektorainak nevezziik.

T Ha A ~ B, akkor A és B karakterisztikus polinomja azonos, igy
sajatértékei, azok algebrai, st geometriai multiplicitasai is
megegyeznek.
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SRR ST E VARSI S LTl Hasonlésag, diagonalizalhatésag

D Azt mondjuk, hogy a A szdm az L linearis transzformacié sajatértéke,
ha létezik olyan nemnulla x vektor, melyre Lx = Ax. Az ilyen x
vektorokat az L linearis transzformacié \ sajatértékhez tartozé
sajatvektorainak nevezziik.

T Ha A ~ B, akkor A és B karakterisztikus polinomja azonos, igy
sajatértékei, azok algebrai, st geometriai multiplicitasai is
megegyeznek.

B A=C!BC:
A—-)l=C'BC-)CIC)
=C}{(BC - )IC)
=C (B - \C,

Hasonlé matrixoknak pedig determinansuk és nullteriik dimenzigja is
azonos.
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SRR ST E VARSI S LTl Hasonlésag, diagonalizalhatésag

D Azt mondjuk, hogy a A szdm az L linearis transzformacié sajatértéke,
ha létezik olyan nemnulla x vektor, melyre Lx = Ax. Az ilyen x
vektorokat az L linearis transzformacié \ sajatértékhez tartozé
sajatvektorainak nevezziik.

T Ha A ~ B, akkor A és B karakterisztikus polinomja azonos, igy
sajatértékei, azok algebrai, st geometriai multiplicitasai is
megegyeznek.

B A=C!BC:
A—-)l=C'BC-)CIC)
=C}{(BC - )IC)
=C (B - \C,

Hasonlé matrixoknak pedig determinansuk és nullteriik dimenzigja is
azonos.

K Linearis transzforméacié karakterisztikus polinomja definialhaté
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SRR ST E VARSI S LTl Hasonlésag, diagonalizalhatésag

D A diagonalizalhato, ha hasonlé egy diagonalis matrixhoz
(A =CIAC).
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SRR ST E VARSI S LTl Hasonlésag, diagonalizalhatésag

D A diagonalizalhato, ha hasonlé egy diagonalis matrixhoz
(A =CIAC).

T A diagonalizalhaté <= A-nak van n linearisan fiiggetlen
sajatvektora.
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SRR ST E VARSI S LTl Hasonlésag, diagonalizalhatésag

D A diagonalizalhato, ha hasonlé egy diagonalis matrixhoz
(A =CIAC).

T A diagonalizalhaté <= A-nak van n linearisan fiiggetlen
sajatvektora.

B A=C!AC < CA=AC

A 0 ... 0
0 X ... 0
[x1 X2 ... Xp] : — : =A[x; X2 ... Xp]
0 0 ... X\
)\,‘X,’ZAX,‘
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SRR ST E VARSI S LTl Hasonlésag, diagonalizalhatésag

D A diagonalizalhato, ha hasonlé egy diagonalis matrixhoz
(A =CIAC).

T A diagonalizalhaté <= A-nak van n linearisan fiiggetlen
sajatvektora.

B A=C!AC < CA=AC

A 0 ... 0
0 X ... 0
[x1 X2 ... Xp] : — : = A[x; x2 Xn]
0 0 ... X\
)\,‘X,’ = AX,‘

D Sajatfelbontas: A = CAC™!

Matrixok sajétsigai 2014, oktéber 3. 9 /31



Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Bal sajatvektorok és a sajatfelbontas diadikus alakja

D Bal sajatvektor: yTA = \yT (ATy = \y)
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Bal sajatvektorok és a sajatfelbontas diadikus alakja

D Bal sajatvektor: yTA = \yT (ATy = \y)
M det(A — Al) = det((A — AI)T) = det(AT — Al) ~ a bal és jobb
sajatértékek azonosak
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Bal sajatvektorok és a sajatfelbontas diadikus alakja

Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

D Bal sajatvektor: yTA = \yT (ATy = \y)

M det(A — Al) = det((A — AI)T) = det(AT — Al) ~ a bal és jobb
sajatértékek azonosak

M AC~! = C'A: C! sorvektorai A bal sajatvektorai
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Bal sajatvektorok és a sajatfelbontas diadikus alakja

D Bal sajatvektor: yTA = \yT (ATy = \y)

M det(A — Al) = det((A — AI)T) = det(AT — Al) ~ a bal és jobb
sajatértékek azonosak

M AC~! = C'A: C! sorvektorai A bal sajatvektorai

D Sajatfelbontas diadikus alakja:

)\1 0 ... 0 yl

0 X ... O
A=CAC = [X1 X2 ... Xn] | . _2 _ ) y.2

0 0 ... | |yt

= )\1x1y1T + )\szsz + -+ )\,,x,,yI
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Diag-haté matrixok polinomjai, Cayley—Hamilton-tétel

T Legyen A = CAC™!, ahol A = diag(\1, A2, ..., An), és p(x) egy
tetszSleges polinom. Ekkor

p()\l) 0 cee 0
p(A) = C 0 p(A2) ... 0
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Diag-haté matrixok polinomjai, Cayley—Hamilton-tétel

T Legyen A = CAC™!, ahol A = diag(\1, A2, ..., An), és p(x) egy
tetszSleges polinom. Ekkor

p(/\l) 0 0
pmy=c| O PR O e
0 0 ... p(\)

B A matrix diagonalizalhaté ~ A = CAC™! ~
A? = CACICAC™! = CA2CL.. . tetszSleges nemnegativ k egészre
Ak = CAKC! ~ barmely p(x) polinomra p(A) = Cp(A)C~L.
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Diag-haté matrixok polinomjai, Cayley—Hamilton-tétel

T Legyen A = CAC™!, ahol A = diag(\1, A2, ..., An), és p(x) egy
tetszSleges polinom. Ekkor

p(/\l) 0 cee 0
p(A) = C O P(?\z) O c-l
0 0 ... p(\)

B A matrix diagonalizalhaté ~ A = CAC™! ~
A? = CACICAC™! = CA2CL.. . tetszSleges nemnegativ k egészre
Ak = CAKC! ~ barmely p(x) polinomra p(A) = Cp(A)C~L.

T Cayley—Hamilton-tétel: Ha A egy tetsz6leges négyzetes matrix,
melynek karakterisztikus polinomja pa, akkor pa(A) = O.
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Diag-haté matrixok polinomjai, Cayley—Hamilton-tétel

T Legyen A = CAC™!, ahol A = diag(\1, A2, ..., An), és p(x) egy
tetszSleges polinom. Ekkor

p(/\l) 0 cee 0
p(A) = C O P(?\z) O c-l
0 0 ... p(\)

B A matrix diagonalizalhaté ~ A = CAC™! ~
A? = CACICAC™! = CA2CL.. . tetszSleges nemnegativ k egészre
Ak = CAKC! ~ barmely p(x) polinomra p(A) = Cp(A)C~L.

T Cayley—Hamilton-tétel: Ha A egy tetsz6leges négyzetes matrix,
melynek karakterisztikus polinomja pa, akkor pa(A) = O.

M Ha A diagonalizilhatd, akkor trivi, ui. ha pa az A matrix
karakterisztikus polinomja, akkor pa()\) = 0.
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Kiilsnb6z8 sajatértékek sajatalterei

T Ha A1, Ao,... Mg kiilonb6z6 sajatértékek, akkor a hozzajuk tartozé xi,
X2,... Xy sajatvektorok linearisan fiiggetlenek.
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Kiilsnb6z8 sajatértékek sajatalterei

T Ha A1, Ao,... Mg kiilonb6z6 sajatértékek, akkor a hozzajuk tartozé xi,
X2,... Xy sajatvektorok linearisan fiiggetlenek.

B TFH 0sszefiiggbk, és x; a legkisebb indexti, mely csak a kisebb
indexdektdl figg: xj = cix1 + ...+ ¢i_1Xj_1,
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Kiilsnb6z8 sajatértékek sajatalterei

T Ha A1, Ao,... Mg kiilonb6z6 sajatértékek, akkor a hozzajuk tartozé xi,
X2,... Xy sajatvektorok linearisan fiiggetlenek.

B TFH 0sszefiiggbk, és x; a legkisebb indexti, mely csak a kisebb
indexdektdl figg: xj = cix1 + ...+ ¢i_1Xj_1,
de az i-nél kisebb indextiek linearisan fiiggetlenek.

Ax; = A(cixy + ...+ ci—1Xj—1) = aAxy + ... + ci—1AX;_1,

AiXj = CQA1X1 + ... F Gi_1Ai—1Xi1.
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Kiildnb5z8 sajatértékek

sajatalterei

T Ha A1, Ao,... Mg kiilonb6z6 sajatértékek, akkor a hozzajuk tartozé xi,

X2,... Xy sajatvektorok linearisan fiiggetlenek.

B TFH 0sszefiiggbk, és x; a legkisebb indexti, mely csak a kisebb

indexdektdl figg: xj = cix1 + ...+ ¢i_1Xj_1,

de az i-nél kisebb indextiek linearisan fiiggetlenek.

Ax; = A(cixy + ...+ ci—1Xj—1) = aAxy +

AiXj = CQA1X1 + ... F Gi_1Ai—1Xi1.

Masrészt: A\;x; = it \jX1 + ...+ G_1\iX;_1.

Wettl Ferenc Matrixok sajatsagai
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Kiilsnb6z8 sajatértékek sajatalterei

T Ha A1, Ao,... Mg kiilonb6z6 sajatértékek, akkor a hozzajuk tartozé xi,

X2,... Xy sajatvektorok linearisan fiiggetlenek.

B TFH 0sszefiiggbk, és x; a legkisebb indexti, mely csak a kisebb
indexdektdl figg: xj = cix1 + ...+ ¢i_1Xj_1,
de az i-nél kisebb indextiek linearisan fiiggetlenek.

Ax; = A(cixy + ...+ ci—1Xj—1) = aAxy + ... + ci—1AX;_1,

AiXj = CQA1X1 + ... F Gi_1Ai—1Xi1.

Masrészt: A\;x; = it \jX1 + ...+ G_1\iX;_1.
Kivonva:

0=q ()\,’ — )\1)X1 + ...+ C,',l()\,' — )\,',1)X,',1,

Mtrixok sajétsigai Ly LD £,
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Kiilsnb6z8 sajatértékek sajatalterei

T Ha A1, Ao,... Mg kiilonb6z6 sajatértékek, akkor a hozzajuk tartozé xi,
X2,... Xy sajatvektorok linearisan fiiggetlenek.

B TFH 0sszefiiggbk, és x; a legkisebb indexti, mely csak a kisebb
indexdektdl figg: xj = cix1 + ...+ ¢i_1Xj_1,
de az i-nél kisebb indextiek linearisan fiiggetlenek.
Ax; = A(cixy + ...+ ci—1Xj—1) = aAxy + ... + ci—1AX;_1,

AiXj = CQA1X1 + ... F Gi_1Ai—1Xi1.

Masrészt: A\;x; = it \jX1 + ...+ G_1\iX;_1.

Kivonva:

0=c(N —A)xs+ ...+ ci—1(Ai — Ai—1)xi-1,
Mivel az x1,..., xj_1 vektorok linearisan fliggetlenek,
cp=---=c¢i_1 =0, x; =0, ellentmondas.
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Kiilsnb6z8 sajatértékek sajatalterei

T Ha A1, Ao,... Mg kiilonb6z6 sajatértékek, akkor a hozzajuk tartozé xi,
X2,... Xy sajatvektorok linearisan fiiggetlenek.

B TFH 0sszefiiggbk, és x; a legkisebb indexti, mely csak a kisebb
indexdektdl figg: xj = cix1 + ...+ ¢i_1Xj_1,
de az i-nél kisebb indextiek linearisan fiiggetlenek.

Ax; = A(cixy + ...+ ci—1Xj—1) = aAxy + ... + ci—1AX;_1,

AiXj = CQA1X1 + ... F Gi_1Ai—1Xi1.

Masrészt: A\;x; = it \jX1 + ...+ G_1\iX;_1.

Kivonva:

0=c(N —A)xs+ ...+ ci—1(Ai — Ai—1)xi-1,
Mivel az x1,..., xj_1 vektorok linearisan fliggetlenek,
cp=---=c¢i_1 =0, x; =0, ellentmondas.

K Ha az n-edrendii A matrixnak n darab kiilonb6z8 sajatértéke van,
akkor diagonalizalhaté.
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EETELM LMY E VI S TAEETEL S [Tl Sajatértékek multiplicitasa és a diagonalizalhatésag

T Diagonalizalhatésag és a geometriai multiplicitas Egy n-edrendii
négyzetes matrix pontosan akkor diagonalizalhatd, ha a sajatértékeihez
tartoz6 geometriai multiplicitasok Gsszege n.
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EETELM LMY E VI S TAEETEL S [Tl Sajatértékek multiplicitasa és a diagonalizalhatésag

T Diagonalizalhatésag és a geometriai multiplicitas Egy n-edrendii
négyzetes matrix pontosan akkor diagonalizalhatd, ha a sajatértékeihez
tartoz6 geometriai multiplicitasok Gsszege n.

B!
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EETELM LMY E VI S TAEETEL S [Tl Sajatértékek multiplicitasa és a diagonalizalhatésag

T Diagonalizalhatésag és a geometriai multiplicitas Egy n-edrendii
négyzetes matrix pontosan akkor diagonalizalhatd, ha a sajatértékeihez
tartoz6 geometriai multiplicitasok Gsszege n.

B!

M Egy T test folotti n-edrendli matrix pontosan akkor diagonalizalhato,
ha a T" tér el6all sajataltereinek direkt dsszegeként.
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EETELM LMY E VI S TAEETEL S [Tl Sajatértékek multiplicitasa és a diagonalizalhatésag

T Diagonalizalhatésag és a geometriai multiplicitas Egy n-edrendii
négyzetes matrix pontosan akkor diagonalizalhatd, ha a sajatértékeihez
tartoz6 geometriai multiplicitasok Gsszege n.

B!

M Egy T test folotti n-edrendli matrix pontosan akkor diagonalizalhato,
ha a T" tér el6all sajataltereinek direkt dsszegeként.

P geometriai példak
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Diagonalizalhaté matrixok spektralfelbontasa

M Blokkositasbél:

MO L. O Y/
O xl ... O YJ
A=\ . . . : :

0O O ... Ml \#
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Diagonalizalhaté matrixok spektralfelbontasa

M Blokkositasbél:

MO .00 Y!
O Xl ... O 1 Y-2r
A=| | S ], C=[X1 Xo .o X, €= 7.

0O 0 ... X\l \#
Az A = CAC™! felbontas:
Ml O L0 O1[YT
O Xl ... O]|Y]
A=CAC =[x, Xo ... XJ| . = 7 |72
0 O ... \|[YT
= MX YT 4+ oXaYS 4 -4 N X YT
= AMP1+ AP+ -+ APy,
ahol P; = X;Y| a )\; sajatértékhez tartozé matrix, melyre
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Diagonalizalhaté matrixok spektralfelbontasa

T Diagonalizalhaté matrixok spektralfelbontasa: A {A1, A2,..., Ak}
spektrumid A matrix pontosan akkor diagonalizalhatd, ha felirhaté

A = \P1+ APy + -+ APy

alakban, ahol
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Diagonalizalhaté matrixok spektralfelbontasa

T Diagonalizalhaté matrixok spektralfelbontasa: A {A1, A2,..., Ak}
spektrumid A matrix pontosan akkor diagonalizalhatd, ha felirhaté

A = \P1+ APy + -+ APy

alakban, ahol
o Py +Poy+ - +Pr=1,
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Diagonalizalhaté matrixok spektralfelbontasa

T Diagonalizalhaté matrixok spektralfelbontasa: A {A1, A2,..., Ak}
spektrumid A matrix pontosan akkor diagonalizalhatd, ha felirhaté

A=X\Py+ P+ + NPy
alakban, ahol

o Py +Poy+ - +Pr=1,
() P,-P,-:O, hai;éj,
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Diagonalizalhaté matrixok spektralfelbontasa

T Diagonalizalhaté matrixok spektralfelbontasa: A {A1, A2,..., Ak}
spektrumid A matrix pontosan akkor diagonalizalhatd, ha felirhaté

A = \P1+ APy + -+ APy

alakban, ahol
] P1+P2+—|—Pk:|,
() P,-P,-:O, hai;éj,
o P; az N(A — \;l) sajataltérre valé O(A — \;1) altér menti vetités.
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Diagonalizalhaté matrixok spektralfelbontasa

T Diagonalizalhaté matrixok spektralfelbontasa: A {A1, A2,..., Ak}
spektrumid A matrix pontosan akkor diagonalizalhatd, ha felirhaté

A = \P1+ APy + -+ APy

alakban, ahol

0P1+P2+'~'—|—Pk:|,
OP,'PJ':O, hai;éj,
o P; az N(A — \;l) sajataltérre valé O(A — \;1) altér menti vetités.

BCCl=1(Pi=XY)~ P +Py+ - +P=1
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Diagonalizalhaté matrixok spektralfelbontasa

T Diagonalizalhaté matrixok spektralfelbontasa: A {A1, A2,..., Ak}
spektrumid A matrix pontosan akkor diagonalizalhatd, ha felirhaté

A = \P1+ APy + -+ APy

alakban, ahol
] P1+P2+—|—Pk:|,
() P,-P,-:O, hai;éj,
o P; az N(A — \;l) sajataltérre valé O(A — \;1) altér menti vetités.
BCC!=I(Pi=X;Y])~P1+Py+- - +P =1L
C_1C:I~=>Y,TX,-:|, Y;er:O(i;zéj)w
PiP; = X;YIX;Y] = 0.
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Sajatérték, sajatvektor, sajataltér Diagonalizalhaté matrixok spektralfelbontasa

T Diagonalizalhaté matrixok spektralfelbontasa: A {A1, A2,..., Ak}
spektrumid A matrix pontosan akkor diagonalizalhatd, ha felirhaté

A = \P1+ APy + -+ APy

alakban, ahol
o Py+Py+ -+ P =1,
] P,'szo, hai;éj,
o P; az N(A — \;l) sajataltérre valé O(A — \;1) altér menti vetités.
BCCl=1(Pi=X;Y[)~ Py +Py+ - +Py=1.
CIC=1~Y/X;=1LYX; =0 (i #£j) ~
PiP; = X;YIX;Y] = 0.
P? = Xi(YTX)Y] = X;Y] = P;, azaz P; vetités.

Matrixok sajétsigai Ly LD £,

15 / 31



A sajatérték kiszamitasa Gersgorin-kérok

D Gersgorin-kérok: Az n x n-es valés vagy komplex A matrix

Gersgorin-korein az a;; kozepii, és r’° sugari G, illetve r®? sugari
n i i i

GP** koroket értjiik (i =1,2,...,n), ahol

n n
=Y lagl, =) agl (1)
j=1 j=1

i#i i#i
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A sajatérték kiszamitasa Gersgorin-kérok

D Gersgorin-kérok: Az n x n-es valés vagy komplex A matrix
Gersgorin-korein az a;; kozepii, és r’° sugari G, illetve r®? sugari
n I i I

GP** koroket értjiik (i =1,2,...,n), ahol

n n
D VLD SI! 1)
=1 j=1

J#i J#i
4 —4 0]
P AzA= 1|2 0 0| matrix Gersgorin korei:
0 1 8
G)SZ
/ 1§° 0SZ
G [ N\ TN Gz
</ N\ 'Sor 3
N /
N /
L y4
N /
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A sajatérték kiszamitasa Gersgorin-kérok
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A sajatérték kiszamitasa Gersgorin-kérok

T A valés vagy komplex n x n-es matrix.
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A sajatérték kiszamitasa Gersgorin-kérok

T A valés vagy komplex n x n-es matrix.
o o(A) C U, G,
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A sajatérték kiszamitasa Gersgorin-kérok

T A valés vagy komplex n x n-es matrix.
o o(A) CU; G,
o o(A) C U; 6%,
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T A valés vagy komplex n x n-es matrix.
o o(A) CU; G,
o o(A) C U, G,
o o(A) € (U; G nU; 67),

Wettl Ferenc Matrixok sajatsagai
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A sajatérték kiszamitasa Gersgorin-kérok

T A valés vagy komplex n x n-es matrix.
o o(A) C U; G,
o o(A) C U; G
o o(A) < (U; 6 U, 69%),
o Ha a G?* korok egy k-elem(i részhalmaza diszjunkt a maradék n — k

kor mindegyikétdl, akkor unidjuk multiplicitdssal szamolva pontosan k
sajatértéket tartalmaz.
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A sajatérték kiszamitasa Gersgorin-kérok

T A valés vagy komplex n x n-es matrix.
o o(A) C U, G,
o o(A) C U, G,
o o(A) € (U; G N, 67),
o Ha a G?* korok egy k-elem(i részhalmaza diszjunkt a maradék n — k
kor mindegyikétdl, akkor unidjuk multiplicitdssal szamolva pontosan k
sajatértéket tartalmaz.

B (A, x) sajatpar, max; x; = 1, tehat [x;| <1 (j=1,2,...,n).

Matrixok sajétsigai 2014, oktéber 3. 18 / 31



A sajatérték kiszamitasa Gersgorin-kérok

T A valés vagy komplex n x n-es matrix.
o o(A) C U; G,
o o(A) C U, G,
o o(A) € (U; G N, 67),
o Ha a G?*" kordk egy k-elem(i részhalmaza diszjunkt a maradék n — k
kor mindegyikétdl, akkor unidjuk multiplicitdssal szamolva pontosan k
sajatértéket tartalmaz.
B (A, x) sajatpar, max; x; = 1, tehat [x;| <1 (j=1,2,...,n).
A =Axj = [XX]i = [Ax]; = X2, ajjxj, igy A — ajj = D_j4; ajjxj, tehat

j
n n n
A= ail = |3 @) < 3 laylbgl < 3 layl = "
Jj=1 j=1 j=1
J#i J#EI It

Matrixok sajétsigai 2014, oktéber 3. 18 / 31



A sajatérték kiszamitasa Gersgorin-kérok

T A valés vagy komplex n x n-es matrix.
o o(A) C U; G,
o o(A) C U, G,
o o(A) € (U; G N, 67),
o Ha a G?*" kordk egy k-elem(i részhalmaza diszjunkt a maradék n — k
kor mindegyikétdl, akkor unidjuk multiplicitdssal szamolva pontosan k
sajatértéket tartalmaz.
B (A, x) sajatpar, max; x; = 1, tehat [x;| <1 (j=1,2,...,n).

A= Xx = [Mx]; = [Ax]; = Ej ajjxj, igy A — ajj = Zj;éi ajjXj, tehat

n n n

A= ail = |3 @) < 3 laylbgl < 3 layl = "
Jj=1 j=1 j=1
J#i J#EI It

B(r) = rA + (1 — r)diag(ai1,- .-, ann), igy B(0) = diag(ai1,. .., ann),
B(1) = A. Valtozzék r folyamatosan 0-tdl 1-ig.
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A sajatérték kiszamitasa Gersgorin-kérok

T A valés vagy komplex n x n-es matrix.
o o(A) C U, G,
o o(A) C U, G,
o o(A) € (U; G N, 67),
o Ha a G?*" kordk egy k-elem(i részhalmaza diszjunkt a maradék n — k
kor mindegyikétdl, akkor unidjuk multiplicitdssal szamolva pontosan k
sajatértéket tartalmaz.

B (A, x) sajatpar, max; x; = 1, tehat [x;| <1 (j=1,2,...,n).
A= Xx = [Mx]; = [Ax]; = Zj ajjxj, igy A — ajj = Z';ﬁi ajjXj, tehat

]
n
E aijXj
Jj=1

n n

< lagllgl < lagl = i
- =
i i i

j=1
B(r) = rA + (1 — r)diag(ai1,- .., ann), igy B(0) = diag(ai1, ..., ann),
B(1) = A. Valtozzék r folyamatosan 0-tdl 1-ig.
K Barmely soronként dominans f6atléji valds vagy komplex matrix
invertalhaté. Hasonlé igaz az oszloponként dominans f6atloja
matrixokra is. (Hisz Gersgorin-kdrei nem tartalmazzak az origét)
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A sajatérték kiszamitasa Hatvanymédszer

D Egy sajatérték szigortan dominans, ha egyszeres multiplicitast, és
abszolut értékben nagyobb az dsszes tobbinél. (szigorian dominans
sajatvektor, sajataltér, sajatpar)
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D Egy sajatérték szigortan dominans, ha egyszeres multiplicitast, és
abszolut értékben nagyobb az dsszes tobbinél. (szigorian dominans
sajatvektor, sajataltér, sajatpar)

M A € R"*" \; szigorGan dominans sajatérték, (\;, v;) sajatpar,

[A1] > [A2] = -+ = |Aml, (M1 valés, egyébként \; is sajatérték lenne).
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A sajatérték kiszamitasa Hatvanymédszer

D Egy sajatérték szigortan dominans, ha egyszeres multiplicitast, és
abszolut értékben nagyobb az dsszes tobbinél. (szigorian dominans
sajatvektor, sajataltér, sajatpar)

M A € R"*" \; szigorGan dominans sajatérték, (\;, v;) sajatpar,

[A1] > [A2] = -+ = |Aml, (M1 valés, egyébként \; is sajatérték lenne).

Legyen x = cyvi + ©V2 + - - + CmVm, k>0 egész:

Akx = clAkvl + c2Akv2 4+ 4 c,,,Akvm

= cl)\fvl + C2/\12(V2 —+ -+ cm/\f‘nvm.
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A sajatérték kiszamitasa Hatvanymédszer

D Egy sajatérték szigortan dominans, ha egyszeres multiplicitast, és
abszolut értékben nagyobb az dsszes tobbinél. (szigorian dominans
sajatvektor, sajataltér, sajatpar)

M A € R"*" \; szigorGan dominans sajatérték, (\;, v;) sajatpar,

[A1] > [A2] = -+ = |Aml, (M1 valés, egyébként \; is sajatérték lenne).

Legyen x = cyvi + ©V2 + - - + CmVm, k>0 egész:

Akx = clAkvl + c2Akv2 4+ 4 c,,,Akvm

= cl)\fvl + C2/\12(V2 —+ -+ cm/\f‘nvm.

Ekkor \¥-val valé osztas utdn k — oo esetén

iAkx—cv + ¢ <)\2>kv+ + ¢ <)\m>kv — v
)\{( — (1Vv1 2 )\1 2 m )\1 m 1Vi1,
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A sajatérték kiszamitasa Hatvanymédszer

D Egy sajatérték szigortan dominans, ha egyszeres multiplicitast, és
abszolut értékben nagyobb az dsszes tobbinél. (szigorian dominans
sajatvektor, sajataltér, sajatpar)

M A € R"*" \; szigorGan dominans sajatérték, (\;, v;) sajatpar,

[A1] > [A2] = -+ = |Aml, (M1 valés, egyébként \; is sajatérték lenne).

Legyen x = cyvi + ©V2 + - - + CmVm, k>0 egész:
Akx = clAkvl + c2Akv2 + -4 c,,,Akvm

= cl)\fvl + C2/\12(V2 —+ -+ cm/\f‘nvm.

Ekkor \¥-val valé osztas utdn k — oo esetén

iAkx—cv + ¢ <)\2>kv+ + ¢ <)\m>kv — v
)\{( — (1Vv1 2 )\1 2 m )\1 m 1Vi1,

Tehat ha ¢; # 0, akkor Akx iranya tart a dominans sajatvektor
iranyahoz.
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A sajatérték kiszamitasa Hatvanymédszer

T Hatvanymédszer: Ha A1 az A € R™*" matrix szigorian dominans
sajatértéke, akkor létezik olyan xo vektor, hogy az x, = Akxq vektorok
altal kifeszitett alterek sorozata a dominans sajataltérhez konvergal,

mig “52% _, ) (an. Rayleigh hanyadosok
& Tt — A (an. Rayleigh hanyadosok).
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A sajatérték kiszamitasa Hatvanymédszer

T Hatvanymédszer: Ha A1 az A € R™*" matrix szigorian dominans
sajatértéke, akkor létezik olyan xo vektor, hogy az x, = Akxq vektorok
altal kifeszitett alterek sorozata a dominans sajataltérhez konvergal,

. xZAxk . . .
mig S A (an. Rayleigh hanyadosok).
P Legyen A = [(1); _8?]
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A sajatérték kiszamitasa Hatvanymédszer

T Hatvanymédszer: Ha A1 az A € R™*" matrix szigorian dominans
sajatértéke, akkor létezik olyan xo vektor, hogy az x, = Akxq vektorok
altal kifeszitett alterek sorozata a dominans sajataltérhez konvergal,

mig XZTAT — X (an. Rayleigh hanyadosok).
ka
P Legyen A = [(1); _8?]
k 0 1 2 3 4 5 6 7
Aky 0 0.9 0.9 2.7 4.5 9.9 18.9 38.7
1 —0.7 1.3 —0.1 2.5 2.3 7.3 11.9
X0 Xp
s+
X
X3
X1
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(o1 f-LL BV CWID AT IEFELEUPEIEEI  Valés matrixok ortogonalis diagonalizalasa

D Az A matrix ortogonalisan diagonalizalhato, ha talalunk egy
ortogonalis Q és egy diagonalis A matrixot, hogy QTAQ = A.
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(o1 f-LL BV CWID AT IEFELEUPEIEEI  Valés matrixok ortogonalis diagonalizalasa

D Az A matrix ortogonalisan diagonalizalhato, ha talalunk egy
ortogonalis Q és egy diagonalis A matrixot, hogy QTAQ = A.

A Szimmetrikus matrix barmely két kiilsnbdz6 sajataltere mergleges
egymasra.
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(o1 f-LL BV CWID AT IEFELEUPEIEEI  Valés matrixok ortogonalis diagonalizalasa

D Az A matrix ortogonalisan diagonalizalhato, ha talalunk egy
ortogonalis Q és egy diagonalis A matrixot, hogy QTAQ = A.

A Szimmetrikus matrix barmely két kiilsnbdz6 sajataltere mergleges
egymasra.

B (A, x) és (u,y) két sajatpar, A #

AxTy) = (Mx)Ty = (Ax)Ty = xTATy = x" Ay = x" py = pu(xy).
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(o1 f-LL BV CWID AT IEFELEUPEIEEI  Valés matrixok ortogonalis diagonalizalasa

D Az A matrix ortogonalisan diagonalizalhato, ha talalunk egy
ortogonalis Q és egy diagonalis A matrixot, hogy QTAQ = A.

A Szimmetrikus matrix barmely két kiilonb6z6 sajataltere merdleges
egymasra.

B (A, x) és (u,y) két sajatpar, A #
AxTy) = () Ty = (Ax)Ty = x"ATy = xTAy = x"py = u(x"y).

T Valos spektraltétel: A valés A matrix pontosan akkor diagonalizalhato
ortogonalisan, ha szimmetrikus.
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Valés matrixok ortogonalis diagonalizalasa
D Az A matrix ortogonalisan diagonalizalhato, ha talalunk egy
ortogonalis Q és egy diagonalis A matrixot, hogy QTAQ = A.
A Szimmetrikus matrix barmely két kiilsnbdz6 sajataltere mergleges
egymasra.

B (A, x) és (u,y) két sajatpar, A #
AxTy) = () Ty = (Ax)Ty = x"ATy = xTAy = x"py = u(x"y).

T Valos spektraltétel: A valés A matrix pontosan akkor diagonalizalhato
ortogonalisan, ha szimmetrikus.

B (:>) AT — (QAQT) (QT)TATQT QAQT
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Valés matrixok ortogonalis diagonalizalasa
D Az A matrix ortogonalisan diagonalizalhato, ha talalunk egy
ortogonalis Q és egy diagonalis A matrixot, hogy QTAQ = A.
A Szimmetrikus matrix barmely két kiilsnbdz6 sajataltere mergleges
egymasra.

B (A, x) és (u,y) két sajatpar, A #
AxTy) = () Ty = (Ax)Ty = x"ATy = xTAy = x"py = u(x"y).

T Valos spektraltétel: A valés A matrix pontosan akkor diagonalizalhato
ortogonalisan, ha szimmetrikus.

B (:>) AT — (QAQT) (QT)TATQT QAQT
(<) teljes indukci6, n =1 OK.
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(o1 f-LL BV CWID AT IEFELEUPEIEEI  Valés matrixok ortogonalis diagonalizalasa

D Az A matrix ortogonalisan diagonalizalhato, ha talalunk egy
ortogonalis Q és egy diagonalis A matrixot, hogy QTAQ = A.

A Szimmetrikus matrix barmely két kiilonb6z6 sajataltere merdleges
egymasra.

B (A, x) és (u,y) két sajatpar, A #
AxTy) = () Ty = (Ax)Ty = x"ATy = xTAy = x"py = u(x"y).

T Valos spektraltétel: A valés A matrix pontosan akkor diagonalizalhato
ortogonalisan, ha szimmetrikus.

B (:>) AT — (QAQT) (QT)TATQT QAQT
(<) teljes indukcié, n =1 OK.
A szimmetrikus, igy minden sajatértéke valds. (A, uy) egy sajatpar,
up-et kigészitjiik ONB-sa: Qo = [ug uz ... ug].
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(o1 f-LL BV CWID AT IEFELEUPEIEEI  Valés matrixok ortogonalis diagonalizalasa

mna uTl
! {
- u, u,
QO AQO = : A[Ul U ... U,,] = . [Aul AUQ . Au,,}
Lu | u,
- T
u
“i A %
= f [)\ul Au, ... Aun] = {0 AJ =B,
T
u, |

2014. oktéber 3. 22 /31

Wettl Ferenc Matrixok sajatsagai



(o1 f-LL BV CWID AT IEFELEUPEIEEI  Valés matrixok ortogonalis diagonalizalasa
T
u;

T
. B ul B ul
QO AQO = : A[Ul U ... U,,] = . [Aul AUQ Al.l,,}
ul
il
u
“i A %
— f [Au; Auy ... Au,] = {0 AJ =B,
u,
= (QJAQo)" = QfATQo = QJAQ, = B,

Masrészt BT
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(o1 f-LL BV CWID AT IEFELEUPEIEEI  Valés matrixok ortogonalis diagonalizalasa
T
u;

T
. B ul B ul
QO AQO = : A[Ul U ... U,,] = . [Aul AUQ Al.l,,}
ul
il
u
“i A %
— f [Au; Auy ... Au,] = {0 AJ =B,
u,
(QFAQ0)" = Q]ATQo = QJAQo = B,

Masrészt BT =
azaz B = [ RTI] és A; is szimmetrikus!
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(o1 f-LL BV CWID AT IEFELEUPEIEEI  Valés matrixok ortogonalis diagonalizalasa

QAQy = | . |Afur w

= . [)\Ul AUQ

un,

up| =

Au,) — [

T
up

uj

[Aul

A%
0 A

Au, ... Au,,}

|-e

Masrészt BT = (QE)I—AQ())T = QE)I—ATQO = Q;)I—AQO = B,
azaz B = [ RTI] és A; is szimmetrikus!
B ~ A ~~ sajatértékeik megegyeznek ~~» A; minden sajatértéke A-nak
is sajatértéke ~~ (teljes indukcié miatt) A1 = Q1 A1 Q7.

Wettl Ferenc

Matrixok sajatsagai

2014. oktéber 3.

22 /31



o T T

up up
. ul ul
QAQo = | | Afu; u up| = [Au;  Au
uy | u;
il
u;
1
u, A
= [)\Ul Au2 Auﬂ] = |:0 A1:| = B7
u;

Masrészt BT = (QFAQ0)" = Q]ATQo = QJAQo = B,
azaz B = [ RTI] és Ay is szimmetrikus!

(o1 f-LL BV CWID AT IEFELEUPEIEEI  Valés matrixok ortogonalis diagonalizalasa

Au,]

B ~ A ~~ sajatértékeik megegyeznek ~~» A; minden sajatértéke A-nak

is sajatértéke ~~ (teljes indukcié miatt) A; = Q1 A1 Q.
_ 107 Al
Q = Qo[ g, ] ortogonalis
OT

_— 1 07" 1 0"\ [1 T 107

OT

1 0T]TA 071 0T] [ 3
10 Qi |0 A |0 Qi [0 Q/A:Qi|

Wettl Ferenc

Matrixok sajatsagai
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Ortogonalis és unitér diagonalizalas [EEIITEH|ILIEH

T Minden val6s négyzetes A matrix, melynek Osszes sajatértéke valds,
ortogonalisan hasonlé egy T felsé haromszogmatrixhoz, azaz van olyan
Q ortogonalis matrix, hogy A = QTQ".
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Ortogonalis és unitér diagonalizalas [EEIITEH|ILIEH

T Minden val6s négyzetes A matrix, melynek Osszes sajatértéke valds,
ortogonalisan hasonlé egy T felsé haromszogmatrixhoz, azaz van olyan
Q ortogonalis matrix, hogy A = QTQ".

T Minden komplex négyzetes A matrix unitéren hasonl6 egy T fels6
haromszdgmatrixhoz, azaz van olyan U unitér matrix, hogy
A = UTUM.
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Ortogonalis és unitér diagonalizalas [EEIITEH|ILIEH

T Minden val6s négyzetes A matrix, melynek Osszes sajatértéke valds,
ortogonalisan hasonlé egy T felsé haromszogmatrixhoz, azaz van olyan
Q ortogonalis matrix, hogy A = QTQ".

T Minden komplex négyzetes A matrix unitéren hasonl6 egy T fels6
haromszdgmatrixhoz, azaz van olyan U unitér matrix, hogy
A = UTUM.

B Mint az elébb:
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Ortogonalis és unitér diagonalizalas [EEIITEH|ILIEH

T Minden val6s négyzetes A matrix, melynek Osszes sajatértéke valds,
ortogonalisan hasonlé egy T felsé haromszogmatrixhoz, azaz van olyan
Q ortogonalis matrix, hogy A = QTQ".
T Minden komplex négyzetes A matrix unitéren hasonl6 egy T fels6
haromszdgmatrixhoz, azaz van olyan U unitér matrix, hogy
A = UTUM.
B Mint az elébb:
-
T AV
AQp = = B.

Indukeié: A; = Q1 T1Q7

Thm 1 0T]\" 1 077\ 1 0" 1 07

_ 1 OT A VT 1 OT _ A VTQ1 o A VTQ1
0 Q7j|0 A0 Q[0 QAQ: |0 T |
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(o1 f-L L BV R TWID NI IR EIPEELIl  Hessenberg-matrixok

D Felsé Hessenberg-matrix: a subdiagonalis alatt minden elem nulla.
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(o1 f-L L BV R TWID NI IR EIPEELIl  Hessenberg-matrixok

D Felsé Hessenberg-matrix: a subdiagonalis alatt minden elem nulla.

2 3 45
1 2 3 4
P 01 23
0 01 2

Matrixok sajétsigai 2014 oktéber 3. 24 /31



(o1 f-L L BV R TWID NI IR EIPEELIl  Hessenberg-matrixok

D Felsé Hessenberg-matrix: a subdiagonalis alatt minden elem nulla.

2 3 45
1 2 3 4
P 01 23
0 01 2

T Minden valds négyzetes A matrix, ortogonalisan hasonlé egy H felss

Hessenberg-matrixhoz, azaz van olyan Q ortogonalis matrix, hogy
A = QHQT.
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(013 F-LL BV HAIACIEFELEIPEIELI  Matrixok unitér diagonalizalasa

D A unitéren diagonalizalhato, ha van olyan U unitér és A diagonalis
matrix, melyre UHAU = A (illetve A = UAUM).
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(013 F-LL BV HAIACIEFELEIPEIELI  Matrixok unitér diagonalizalasa

D A unitéren diagonalizalhato, ha van olyan U unitér és A diagonalis
matrix, melyre UHAU = A (illetve A = UAUM).
D Az A € C™" normalis, ha AHA = AAH.
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D A unitéren diagonalizalhato, ha van olyan U unitér és A diagonalis
matrix, melyre UHAU = A (illetve A = UAUM).
D Az A € C™" normalis, ha AHA = AAH.

M Normalis az &sszes komplex 6nadjungalt, ferdén Snadjungalt és unitér,
valamint az Osszes valds szimmetrikus, ferdén szimmetrikus és
ortogonalis matrix.
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D A unitéren diagonalizalhato, ha van olyan U unitér és A diagonalis
matrix, melyre UHAU = A (illetve A = UAUM).
D Az A € C™" normalis, ha AHA = AAH.

M Normalis az &sszes komplex 6nadjungalt, ferdén Snadjungalt és unitér,
valamint az Osszes valds szimmetrikus, ferdén szimmetrikus és
ortogonalis matrix.

Vannak masok is

1 01
A=1|1 1 0
011
matrix normalis, mert
2 1 1
APA=aAAH = |1 2 1
11 2
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(013 F-LL BV HAIACIEFELEIPEIELI  Matrixok unitér diagonalizalasa

T Az A € C™" matrix pontosan akkor unitéren diagonalizalhato, ha
normalis.
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(013 F-LL BV HAIACIEFELEIPEIELI  Matrixok unitér diagonalizalasa

T Az A € C™" matrix pontosan akkor unitéren diagonalizalhato, ha
normalis.

B (=) A=UAUH
ARA = (uAU")H(UAUT) = uAHURUAUY = uAH AU
= UAARUY = uAuHuARUY = (uAau)(uAUufH = AAH.
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(013 F-LL BV HAIACIEFELEIPEIELI  Matrixok unitér diagonalizalasa

T Az A € C™" matrix pontosan akkor unitéren diagonalizalhato, ha
normalis.
B (=) A=UAUH

ARA = (uAU")H(UAUT) = uAHURUAUY = uAH AU
= UAARUY = uAuHuARUY = (uAau)(uAUufH = AAH.
(<) Schur: A = UTUM. Ha A normalis, T is:
THT = (UHAU)H (U Av) = uHARuuMAu = UHAR AU
= ufaafu = ufauutaiu = (uHAu)(URAU)H = TTH.
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(013 F-LL BV HAIACIEFELEIPEIELI  Matrixok unitér diagonalizalasa

T Az A € C™" matrix pontosan akkor unitéren diagonalizalhato, ha
normalis.
B (=) A=UAUH

ARA = (uAU")H(UAUT) = uAHURUAUY = uAH AU
= UAARUY = uAuHuARUY = (uAau)(uAUufH = AAH.
(<) Schur: A = UTUM. Ha A normalis, T is:
THT = (UHAU)H (U Av) = uHARuuMAu = UHAR AU
= ufaafu = ufauutaiu = (uHAu)(URAU)H = TTH.

tll t12 oo tln

0 thoo ... b
T = . . . ." . ezért [THT]11 = ‘tll‘z,

0 0 ... tmm
[TTH11 = |12 + |t + - + |t1n]?, amibdl tip = --- = t;, = 0.
Hasonléan a [THT]x és a [TTH],, elemekbdl to3 = -+ = tp, = 0,

stb. Tehat T diagonalis.
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Kvadratikus formak Homogén masodfokii polinomok matrixszorzatos alakja

P Masodfoki polinom matrixszorzatos alakja: Irjuk fel az
x12 + 2x22 + 2x32 —bx1x2 — 3xox1 + Bx1x3 — x3x1 kifejezést
matrixszorzatos alakban!
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Kvadratikus formak Homogén masodfokii polinomok matrixszorzatos alakja

P Masodfoki polinom matrixszorzatos alakja: Irjuk fel az
x12 + 2x22 + 2x32 —bx1x2 — 3xox1 + Bx1x3 — x3x1 kifejezést
matrixszorzatos alakban!

M A vegyes tagokat el8sz0r Gsszevonva, majd két egyenld egyiitthatdji
részre bontva

x12 + 2x22 + 2x32 — 8x1xp + 4x1x3
= x§ + 253 +2x5 — dx1x0 — Axox1 + 2x1x3 + 2x3x1
= X12 —4xix2 + 2x1x3 — dxox1 + 2X22 + Oxox3 + 2x3x1 + Oxzx0 + 2)(32

1 —4 2] |x
= [Xl X X3] —4 2 0f |x
2 0 2| |x3
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Kvadratikus formak Fétengelytétel

T Fé&tengelytétel: A egy n-edrendii valés szimmetrikus matrix,
Q'AQ=A ortogonalis diagonalizalasa. Az x = Qy helyettesités az
xT Ax kvadratikus format az yT Ay kvadratikus formaba
transzformalja, mely kifejtve csak négyzetes tagokat tartalmaz, azaz

x"Ax =y Ay = M1y + Noys + -+ Aoy,

ahol A1, Ao,..., A, az A matrix sajatértékei. Valaszthaté Q dgy, hogy
det(Q) =1 legyen.
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Kvadratikus formak Kvadratikus formak és matrixok definitsége

D Azt mondjuk, hogy az f(x) = x" Ax kvadratikus forma

barmely x = 0 vektor esetén, és azt mondjuk, hogy f
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Kvadratikus formak Kvadratikus formak és matrixok definitsége

D Azt mondjuk, hogy az f(x) = x" Ax kvadratikus forma
e pozitiv definit, ha f(x) > 0,

barmely x = 0 vektor esetén, és azt mondjuk, hogy f
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Kvadratikus formak Kvadratikus formak és matrixok definitsége

D Valasszuk ki egy négyzetes matrix néhany sorat, és ugyanannyiadik
sorszami oszlopat, a tobbi sort és oszlopot hagyjuk el. Az igy kapott
négyzetes részmatrix determinansat a matrix féminoranak nevezziik.
Ha az els6 k sort és az els6 k oszlopot valasztjuk ki, vezets féminorrdl
beszéliink, pontosabban a k-adrendii vagy k-adik vezet8 fé6minorrél.
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o pozitiv szemidefinit, ha A minden féminora nemnegativ;
]

]

pozitiv definit, ha A minden vezet6 féminora pozitiv;
negativ definit, ha A minden paratlan rend(i vezet6 féminora negativ,

paros rendii vezet$ féminora pozitiv.
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Kvadratikus formak Alkalmazas: szélséérték

A A legalabb kétszer differencialhaté f : R” — R fiiggvény a kdvetkezs
alakban irhaté fel:

(x Z OF ) — ) — 23)
8x, 8x,8xj YA

- Ze,-j(x)(x,- —a))(x — aj),
iy

ahol a € R" az f értelemzési tartomanyanak egy belsé pontja.
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