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Sajátérték, sajátvektor, sajátaltér

D A λ szám az A mátrix sajátértéke, ha létezik olyan nemnulla x vektor,
melyre Ax = λx. Az ilyen x vektorokat az A mátrix λ sajátértékhez
tartozó sajátvektorainak, a (λ, x) párokat pedig az A sajátpárjainak
nevezzük.

Á A λ-hoz tartozó sajátvektorok a nullvektorral együtt alteret alkotnak,
mely megegyezik N (A− λI)-vel.

D Sajátaltér

D karakterisztikus egyenlet: det(A− λI) = 0

Á Ha az n-edrend¶ A mátrix sajátértékei λ1,. . . , λn, akkor

det(A) = λ1λ2 . . . λn

trace(A) = λ1 + λ2 + · · ·+ λn

a karakterisztikus polinomban: a determináns a konstans tag, a nyom
a (−λ)n−1 együtthatója.
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Sajátérték, sajátvektor, sajátaltér Az algebrai és a geometriai multiplicitás

D algebrai multiplicitás k , ha λ a karakterisztikus egyenlet k-szoros gyöke

D geometriai multiplicitás d , ha sajátaltér dimenziója d

T 1 ≤ d ≤ k
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Sajátérték, sajátvektor, sajátaltér Sajátértékek és a mátrix hatványai

T Az A mátrix pontosan akkor invertálható, ha a 0 nem sajátértéke.

B det(A− 0I) 6= 0
T Ha λ az A mátrix egy sajátértéke és x egy hozzá tartozó sajátvektor,

akkor bármely egész n esetén λn sajátértéke az An mátrixnak és x egy
hozzá tartozó sajátvektor, amennyiben λn és An is értelmezve van.

B n = 0: trivi
n > 2:
Akx = A(Ak−1x) = A(λk−1x) = λk−1(Ax) = λk−1(λx) = λkx.

invertálható: Ax = λx, amib®l 1

λx = A−1x, azaz λ−1x = A−1x.

negatív kitev®: Akx = λkx, amib®l λ−kx = A−kx.

T Mátrix hatványainak hatása A n × n-es, λ1, λ2,. . . λk , x1,. . . xk
hozzájuk tartozó sajátvektorok. Ha

v = c1x1 + c2x2 + . . .+ ckxk ,

akkor bármely egész m esetén

Amv = c1λ
m
1 x1 + c2λ

m
2 x2 + . . .+ ckλ

m
k xk .
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Sajátérték, sajátvektor, sajátaltér Speciális mátrixok sajátértékei

Á ha A szimmetrikus, akkor minden sajátértéke valós,

Á ha A ferdén szimmetrikus, akkor minden sajátértéke imaginárius,

Á ha A ortogonális, akkor minden sajátértékének 1 az abszolút értéke,

Á A pontosan akkor nilpotens, ha minden sajátértéke 0, azaz
karakterisztikus polinomja λn alakú.

B Legyen (λ, x) egy A-hoz tartozó sajátpár. xHAx = xHλx = λ|x|2.
Vegyük mindkét oldal adjungáltját xHAHx = λ̄|x|2. Legyen λ = a + ib.

Ha A szimmetrikus, azaz AT = A, akkor λ = λ̄, azaz a + ib = a − ib.

Ha A ferdén szimmetrikus, azaz AT = −A, akkor a + ib = −a + ib.

A ortogonális: bármely x-re |Ax| = |x|. Ha x sajátvektor, akkor
|x| = |Ax| = |λx| = |λ||x|
Ha Ak = O, és λ sajátértéke A-nak, akkor λk sajátértéke az Ak = O

mátrixnak, annak viszont csak a 0 sajátértéke, így A-nak is minden
sajátértéke 0.

Az állítás megfordítása a Cayley�Hamilton-tételb®l következik.
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Sajátérték, sajátvektor, sajátaltér Speciális mátrixok sajátértékei

T Speciális komplex mátrixok sajátértékei Ha az n-edrend¶ komplex A
mátrix

önadjungált, akkor minden sajátértéke valós,

ferdén önadjungált, akkor minden sajátértéke imaginárius,

unitér, akkor minden sajátértékének 1 az abszolút értéke.

Wettl Ferenc Mátrixok sajátságai 2014. október 3. 7 / 31



Sajátérték, sajátvektor, sajátaltér Speciális mátrixok sajátértékei

T Speciális komplex mátrixok sajátértékei Ha az n-edrend¶ komplex A
mátrix

önadjungált, akkor minden sajátértéke valós,

ferdén önadjungált, akkor minden sajátértéke imaginárius,

unitér, akkor minden sajátértékének 1 az abszolút értéke.

Wettl Ferenc Mátrixok sajátságai 2014. október 3. 7 / 31



Sajátérték, sajátvektor, sajátaltér Speciális mátrixok sajátértékei

T Speciális komplex mátrixok sajátértékei Ha az n-edrend¶ komplex A
mátrix

önadjungált, akkor minden sajátértéke valós,

ferdén önadjungált, akkor minden sajátértéke imaginárius,

unitér, akkor minden sajátértékének 1 az abszolút értéke.

Wettl Ferenc Mátrixok sajátságai 2014. október 3. 7 / 31



Sajátérték, sajátvektor, sajátaltér Speciális mátrixok sajátértékei

T Speciális komplex mátrixok sajátértékei Ha az n-edrend¶ komplex A
mátrix

önadjungált, akkor minden sajátértéke valós,

ferdén önadjungált, akkor minden sajátértéke imaginárius,

unitér, akkor minden sajátértékének 1 az abszolút értéke.

Wettl Ferenc Mátrixok sajátságai 2014. október 3. 7 / 31



Sajátérték, sajátvektor, sajátaltér Hasonlóság, diagonalizálhatóság

D Azt mondjuk, hogy a λ szám az L lineáris transzformáció sajátértéke,
ha létezik olyan nemnulla x vektor, melyre Lx = λx. Az ilyen x
vektorokat az L lineáris transzformáció λ sajátértékhez tartozó
sajátvektorainak nevezzük.

T Ha A ∼ B, akkor A és B karakterisztikus polinomja azonos, így
sajátértékei, azok algebrai, s®t geometriai multiplicitásai is
megegyeznek.

B A = C−1BC:

A− λI = C−1BC− λC−1IC)

= C−1(BC− λIC)

= C−1(B− λI)C,

Hasonló mátrixoknak pedig determinánsuk és nullterük dimenziója is
azonos.

K Lineáris transzformáció karakterisztikus polinomja de�niálható
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Sajátérték, sajátvektor, sajátaltér Hasonlóság, diagonalizálhatóság

D A diagonalizálható, ha hasonló egy diagonális mátrixhoz
(Λ = C−1AC).

T A diagonalizálható ⇐⇒ A-nak van n lineárisan független
sajátvektora.

B Λ = C−1AC ⇐⇒ CΛ = AC

[x1 x2 . . . xn]


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

 = A[x1 x2 . . . xn]

λixi = Axi

D Sajátfelbontás: A = CΛC−1
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Sajátérték, sajátvektor, sajátaltér Bal sajátvektorok és a sajátfelbontás diadikus alakja

D Bal sajátvektor: yTA = λyT (ATy = λy)

M det(A− λI) = det((A− λI)T) = det(AT − λI)  a bal és jobb
sajátértékek azonosak

M ΛC−1 = C−1A: C−1 sorvektorai A bal sajátvektorai

D Sajátfelbontás diadikus alakja:

A = CΛC−1 = [x1 x2 . . . xn]


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn



yT
1

yT
2

...
yTn


= λ1x1y

T

1 + λ2x2y
T

2 + · · ·+ λnxny
T

n
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Sajátérték, sajátvektor, sajátaltér Diag-ható mátrixok polinomjai, Cayley�Hamilton-tétel

T Legyen A = CΛC−1, ahol Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn), és p(x) egy
tetsz®leges polinom. Ekkor

p(A) = C


p(λ1) 0 . . . 0
0 p(λ2) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . p(λn)

C−1.

B A mátrix diagonalizálható  A = CΛC−1  
A2 = CΛC−1CΛC−1 = CΛ2C−1. . . tetsz®leges nemnegatív k egészre
Ak = CΛkC−1  bármely p(x) polinomra p(A) = Cp(Λ)C−1.

T Cayley�Hamilton-tétel: Ha A egy tetsz®leges négyzetes mátrix,
melynek karakterisztikus polinomja pA, akkor pA(A) = O.

M Ha A diagonalizálható, akkor trivi, ui. ha pA az A mátrix
karakterisztikus polinomja, akkor pA(λ) = 0.
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Sajátérték, sajátvektor, sajátaltér Különböz® sajátértékek sajátalterei

T Ha λ1, λ2,. . . λk különböz® sajátértékek, akkor a hozzájuk tartozó x1,
x2,. . . xk sajátvektorok lineárisan függetlenek.

B TFH összefügg®k, és xi a legkisebb index¶, mely csak a kisebb
index¶ekt®l függ: xi = c1x1 + . . .+ ci−1xi−1,

de az i-nél kisebb index¶ek lineárisan függetlenek.

Axi = A(c1x1 + . . .+ ci−1xi−1) = c1Ax1 + . . .+ ci−1Axi−1,

λixi = c1λ1x1 + . . .+ ci−1λi−1xi−1.

Másrészt: λixi = c1λix1 + . . .+ ci−1λixi−1.

Kivonva:

0 = c1(λi − λ1)x1 + . . .+ ci−1(λi − λi−1)xi−1,

Mivel az x1,. . . , xi−1 vektorok lineárisan függetlenek,
c1 = · · · = ci−1 = 0, xi = 0, ellentmondás.

K Ha az n-edrend¶ A mátrixnak n darab különböz® sajátértéke van,
akkor diagonalizálható.
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Sajátérték, sajátvektor, sajátaltér Sajátértékek multiplicitása és a diagonalizálhatóság

T Diagonalizálhatóság és a geometriai multiplicitás Egy n-edrend¶
négyzetes mátrix pontosan akkor diagonalizálható, ha a sajátértékeihez
tartozó geometriai multiplicitások összege n.

B !

M Egy T test fölötti n-edrend¶ mátrix pontosan akkor diagonalizálható,
ha a Tn tér el®áll sajátaltereinek direkt összegeként.

P geometriai példák
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Sajátérték, sajátvektor, sajátaltér Diagonalizálható mátrixok spektrálfelbontása

M Blokkosításból:

Λ =


λ1I O . . . O

O λ2I . . . O
...

...
. . .

...
O O . . . λk I

, C =
[
X1 X2 . . . Xk

]
, C−1 =


YT
1

YT
2

...
YT

k

.

Az A = CΛC−1 felbontás:

A = CΛC−1 =
[
X1 X2 . . . Xk

]

λ1I O . . . O

O λ2I . . . O
...

...
. . .

...
O O . . . λk I



YT
1

YT
2

...
YT

k


= λ1X1Y

T

1 + λ2X2Y
T

2 + · · ·+ λkXkY
T

k

= λ1P1 + λ2P2 + · · ·+ λkPk ,

ahol Pi = XiY
T

i a λi sajátértékhez tartozó mátrix, melyre
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Sajátérték, sajátvektor, sajátaltér Diagonalizálható mátrixok spektrálfelbontása

T Diagonalizálható mátrixok spektrálfelbontása: A {λ1, λ2, . . . , λk}
spektrumú A mátrix pontosan akkor diagonalizálható, ha felírható

A = λ1P1 + λ2P2 + · · ·+ λkPk

alakban, ahol

P1 + P2 + · · ·+ Pk = I,

PiPj = O, ha i 6= j ,

Pi az N (A− λi I) sajátaltérre való O(A− λi I) altér menti vetítés.

B CC−1 = I (Pi = XiY
T

i )  P1 + P2 + · · ·+ Pk = I.

C−1C = I  YT

i Xi = I, YT

i Xj = O (i 6= j)  
PiPj = XiY

T

i XjY
T

j = O.

P2

i = Xi (Y
T

i Xi )Y
T

i = XiY
T

i = Pi , azaz Pi vetítés.
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A sajátérték kiszámítása Gersgorin-körök

D Gersgorin-körök: Az n × n-es valós vagy komplex A mátrix
Gersgorin-körein az aii közep¶, és r sori sugarú G sor

i , illetve roszi sugarú
G osz

i köröket értjük (i = 1, 2, . . . , n), ahol

r sori =
n∑

j=1

j 6=i

|aij |, roszi =
n∑

j=1

j 6=i

|aji |. (1)

P Az A =

[
4 −4 0

2 0 0

0 1 8

]
mátrix Gersgorin körei:

G sor
2

G sor
1

G sor
3

G osz
2

G osz
1

G osz
3
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A sajátérték kiszámítása Gersgorin-körök

T A valós vagy komplex n × n-es mátrix.

σ(A) ⊆
⋃

i G
sor

i ,

σ(A) ⊆
⋃

i G
osz

i ,

σ(A) ⊆ (
⋃

i G
sor

i ∩
⋃

i G
osz

i ),
Ha a G sor

i körök egy k-elem¶ részhalmaza diszjunkt a maradék n − k

kör mindegyikét®l, akkor uniójuk multiplicitással számolva pontosan k

sajátértéket tartalmaz.

B (λ, x) sajátpár, maxi xi = 1, tehát |xj | ≤ 1 (j = 1, 2, . . . , n).
λ = λxi = [λx]i = [Ax]i =

∑
j aijxj , így λ− aii =

∑
j 6=i aijxj , tehát

|λ− aii | =

∣∣∣∣ n∑
j=1

j 6=i

aijxj

∣∣∣∣ ≤ n∑
j=1

j 6=i

|aij ||xj | ≤
n∑

j=1

j 6=i

|aij | = r sori .

B(r) = rA + (1− r) diag(a11, . . . , ann), így B(0) = diag(a11, . . . , ann),
B(1) = A. Változzék r folyamatosan 0-tól 1-ig.

K Bármely soronként domináns f®átlójú valós vagy komplex mátrix
invertálható. Hasonló igaz az oszloponként domináns f®átlójú
mátrixokra is. (Hisz Gersgorin-körei nem tartalmazzák az origót)
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A sajátérték kiszámítása Hatványmódszer

D Egy sajátérték szigorúan domináns, ha egyszeres multiplicitású, és
abszolút értékben nagyobb az összes többinél. (szigorúan domináns
sajátvektor, sajátaltér, sajátpár)

M A ∈ Rn×n, λ1 szigorúan domináns sajátérték, (λi , vi ) sajátpár,
|λ1| > |λ2| > · · · > |λm|, (λ1 valós, egyébként λ1 is sajátérték lenne).

Legyen x = c1v1 + c2v2 + · · ·+ cmvm, k > 0 egész:

Akx = c1A
kv1 + c2A

kv2 + · · ·+ cmA
kvm

= c1λ
k
1v1 + c2λ

k
2v2 + · · ·+ cmλ

k
mvm.

Ekkor λk
1
-val való osztás után k →∞ esetén

1

λk
1

Akx = c1v1 + c2

(
λ2
λ1

)k

v2 + · · ·+ cm

(
λm
λ1

)k

vm → c1v1,

Tehát ha c1 6= 0, akkor Akx iránya tart a domináns sajátvektor
irányához.
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irányához.
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A sajátérték kiszámítása Hatványmódszer

T Hatványmódszer: Ha λ1 az A ∈ Rn×n mátrix szigorúan domináns
sajátértéke, akkor létezik olyan x0 vektor, hogy az xk = Akx0 vektorok
által kifeszített alterek sorozata a domináns sajátaltérhez konvergál,

míg
xT
k
Axk

xT
k
xk
→ λ (ún. Rayleigh hányadosok).

P Legyen A =

[
1.7 0.9
0.9 −0.7

]
.

k 0 1 2 3 4 5 6 7

Akx

[
0
1

] [
0.9
−0.7

] [
0.9
1.3

] [
2.7
−0.1

] [
4.5
2.5

] [
9.9
2.3

] [
18.9
7.3

] [
38.7
11.9

]
x0

x1

x2

x3

x4

x5

x6x7
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Ortogonális és unitér diagonalizálás Valós mátrixok ortogonális diagonalizálása

D Az A mátrix ortogonálisan diagonalizálható, ha találunk egy
ortogonális Q és egy diagonális Λ mátrixot, hogy QTAQ = Λ.

Á Szimmetrikus mátrix bármely két különböz® sajátaltere mer®leges
egymásra.

B (λ, x) és (µ, y) két sajátpár, λ 6= µ

λ(xTy) = (λx)Ty = (Ax)Ty = xTATy = xTAy = xTµy = µ(xTy).

T Valós spektráltétel: A valós A mátrix pontosan akkor diagonalizálható
ortogonálisan, ha szimmetrikus.

B (⇒) AT = (QΛQT)T = (QT)TΛTQT = QΛQT = A.

(⇐) teljes indukció, n = 1 OK.

A szimmetrikus, így minden sajátértéke valós. (λ,u1) egy sajátpár,
u1-et kigészítjük ONB-sá: Q0 = [u1 u2 . . . un].
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Ortogonális és unitér diagonalizálás Valós mátrixok ortogonális diagonalizálása

QT

0
AQ0 =


uT
1

uT
2

...

uTn

A[u1 u2 . . . un

]
=


uT
1

uT
2

...

uTn

[Au1 Au2 . . . Aun

]

=


uT
1

uT
2

...

uTn

[λu1 Au2 . . . Aun

]
=

[
λ ∗
0 A1

]
= B,

Másrészt BT = (QT
0
AQ0)T = QT

0
ATQ0 = QT

0
AQ0 = B,

azaz B = [ λ 0T

0 A1
], és A1 is szimmetrikus!

B ∼ A  sajátértékeik megegyeznek  A1 minden sajátértéke A-nak
is sajátértéke  (teljes indukció miatt) A1 = Q1Λ1Q

T
1
.

Q = Q0[ 1 0T

0 Q1
] ortogonális

QTAQ =

(
Q0

[
1 0T

0 Q1

])T

A

(
Q0

[
1 0T

0 Q1

])
=

[
1 0T

0 Q1

]T
QT

0
AQ0

[
1 0T

0 Q1

]
=

[
1 0T

0 Q1

]T [
λ 0T

0 A1

] [
1 0T

0 Q1

]
=

[
λ 0T

0 QT

1
A1Q1

]
=

[
λ 0T

0 Λ1

]
.

Wettl Ferenc Mátrixok sajátságai 2014. október 3. 22 / 31



Ortogonális és unitér diagonalizálás Valós mátrixok ortogonális diagonalizálása

QT

0
AQ0 =


uT
1

uT
2

...

uTn

A[u1 u2 . . . un

]
=


uT
1

uT
2

...

uTn

[Au1 Au2 . . . Aun

]

=


uT
1

uT
2

...

uTn

[λu1 Au2 . . . Aun

]
=

[
λ ∗
0 A1

]
= B,

Másrészt BT = (QT
0
AQ0)T = QT

0
ATQ0 = QT

0
AQ0 = B,

azaz B = [ λ 0T

0 A1
], és A1 is szimmetrikus!

B ∼ A  sajátértékeik megegyeznek  A1 minden sajátértéke A-nak
is sajátértéke  (teljes indukció miatt) A1 = Q1Λ1Q

T
1
.

Q = Q0[ 1 0T

0 Q1
] ortogonális

QTAQ =

(
Q0

[
1 0T

0 Q1

])T

A

(
Q0

[
1 0T

0 Q1

])
=

[
1 0T

0 Q1

]T
QT

0
AQ0

[
1 0T

0 Q1

]
=

[
1 0T

0 Q1

]T [
λ 0T

0 A1

] [
1 0T

0 Q1

]
=

[
λ 0T

0 QT

1
A1Q1

]
=

[
λ 0T

0 Λ1

]
.

Wettl Ferenc Mátrixok sajátságai 2014. október 3. 22 / 31



Ortogonális és unitér diagonalizálás Valós mátrixok ortogonális diagonalizálása

QT

0
AQ0 =


uT
1

uT
2

...

uTn

A[u1 u2 . . . un

]
=


uT
1

uT
2

...

uTn

[Au1 Au2 . . . Aun

]

=


uT
1

uT
2

...

uTn

[λu1 Au2 . . . Aun

]
=

[
λ ∗
0 A1

]
= B,

Másrészt BT = (QT
0
AQ0)T = QT

0
ATQ0 = QT

0
AQ0 = B,

azaz B = [ λ 0T

0 A1
], és A1 is szimmetrikus!

B ∼ A  sajátértékeik megegyeznek  A1 minden sajátértéke A-nak
is sajátértéke  (teljes indukció miatt) A1 = Q1Λ1Q

T
1
.

Q = Q0[ 1 0T

0 Q1
] ortogonális

QTAQ =

(
Q0

[
1 0T

0 Q1

])T

A

(
Q0

[
1 0T

0 Q1

])
=

[
1 0T

0 Q1

]T
QT

0
AQ0

[
1 0T

0 Q1

]
=

[
1 0T

0 Q1

]T [
λ 0T

0 A1

] [
1 0T

0 Q1

]
=

[
λ 0T

0 QT

1
A1Q1

]
=

[
λ 0T

0 Λ1

]
.

Wettl Ferenc Mátrixok sajátságai 2014. október 3. 22 / 31



Ortogonális és unitér diagonalizálás Valós mátrixok ortogonális diagonalizálása

QT

0
AQ0 =


uT
1

uT
2

...

uTn

A[u1 u2 . . . un

]
=


uT
1

uT
2

...

uTn

[Au1 Au2 . . . Aun

]

=


uT
1

uT
2

...

uTn

[λu1 Au2 . . . Aun

]
=

[
λ ∗
0 A1

]
= B,

Másrészt BT = (QT
0
AQ0)T = QT

0
ATQ0 = QT

0
AQ0 = B,

azaz B = [ λ 0T

0 A1
], és A1 is szimmetrikus!

B ∼ A  sajátértékeik megegyeznek  A1 minden sajátértéke A-nak
is sajátértéke  (teljes indukció miatt) A1 = Q1Λ1Q

T
1
.

Q = Q0[ 1 0T

0 Q1
] ortogonális

QTAQ =

(
Q0

[
1 0T

0 Q1

])T

A

(
Q0

[
1 0T

0 Q1

])
=

[
1 0T

0 Q1

]T
QT

0
AQ0

[
1 0T

0 Q1

]
=

[
1 0T

0 Q1

]T [
λ 0T

0 A1

] [
1 0T

0 Q1

]
=

[
λ 0T

0 QT

1
A1Q1

]
=

[
λ 0T

0 Λ1

]
.

Wettl Ferenc Mátrixok sajátságai 2014. október 3. 22 / 31



Ortogonális és unitér diagonalizálás Valós mátrixok ortogonális diagonalizálása

QT

0
AQ0 =


uT
1

uT
2

...

uTn

A[u1 u2 . . . un

]
=


uT
1

uT
2

...

uTn

[Au1 Au2 . . . Aun

]

=


uT
1

uT
2

...

uTn

[λu1 Au2 . . . Aun

]
=

[
λ ∗
0 A1

]
= B,

Másrészt BT = (QT
0
AQ0)T = QT

0
ATQ0 = QT

0
AQ0 = B,

azaz B = [ λ 0T

0 A1
], és A1 is szimmetrikus!

B ∼ A  sajátértékeik megegyeznek  A1 minden sajátértéke A-nak
is sajátértéke  (teljes indukció miatt) A1 = Q1Λ1Q

T
1
.

Q = Q0[ 1 0T

0 Q1
] ortogonális

QTAQ =

(
Q0

[
1 0T

0 Q1

])T

A

(
Q0

[
1 0T

0 Q1

])
=

[
1 0T

0 Q1

]T
QT

0
AQ0

[
1 0T

0 Q1

]
=

[
1 0T

0 Q1

]T [
λ 0T

0 A1

] [
1 0T

0 Q1

]
=

[
λ 0T

0 QT

1
A1Q1

]
=

[
λ 0T

0 Λ1

]
.

Wettl Ferenc Mátrixok sajátságai 2014. október 3. 22 / 31



Ortogonális és unitér diagonalizálás Schur-felbontás

T Minden valós négyzetes A mátrix, melynek összes sajátértéke valós,
ortogonálisan hasonló egy T fels® háromszögmátrixhoz, azaz van olyan
Q ortogonális mátrix, hogy A = QTQT.

T Minden komplex négyzetes A mátrix unitéren hasonló egy T fels®
háromszögmátrixhoz, azaz van olyan U unitér mátrix, hogy
A = UTUH.

B Mint az el®bb:

QT

0AQ0 =

[
λ vT

0 A1

]
= B.

Indukció: A1 = Q1T1Q
T
1

QTAQ =

(
Q0

[
1 0T

0 Q1

])T

A

(
Q0

[
1 0T

0 Q1

])
=

[
1 0T

0 Q1

]T
QT

0
AQ0

[
1 0T

0 Q1

]
=

[
1 0T

0 QT

1

] [
λ vT

0 A1

] [
1 0T

0 Q1

]
=

[
λ vTQ1

0 QT

1
A1Q1

]
=

[
λ vTQ1

0 T1

]
.

Wettl Ferenc Mátrixok sajátságai 2014. október 3. 23 / 31



Ortogonális és unitér diagonalizálás Schur-felbontás

T Minden valós négyzetes A mátrix, melynek összes sajátértéke valós,
ortogonálisan hasonló egy T fels® háromszögmátrixhoz, azaz van olyan
Q ortogonális mátrix, hogy A = QTQT.

T Minden komplex négyzetes A mátrix unitéren hasonló egy T fels®
háromszögmátrixhoz, azaz van olyan U unitér mátrix, hogy
A = UTUH.

B Mint az el®bb:

QT

0AQ0 =

[
λ vT

0 A1

]
= B.

Indukció: A1 = Q1T1Q
T
1

QTAQ =

(
Q0

[
1 0T

0 Q1

])T

A

(
Q0

[
1 0T

0 Q1

])
=

[
1 0T

0 Q1

]T
QT

0
AQ0

[
1 0T

0 Q1

]
=

[
1 0T

0 QT

1

] [
λ vT

0 A1

] [
1 0T

0 Q1

]
=

[
λ vTQ1

0 QT

1
A1Q1

]
=

[
λ vTQ1

0 T1

]
.

Wettl Ferenc Mátrixok sajátságai 2014. október 3. 23 / 31



Ortogonális és unitér diagonalizálás Schur-felbontás

T Minden valós négyzetes A mátrix, melynek összes sajátértéke valós,
ortogonálisan hasonló egy T fels® háromszögmátrixhoz, azaz van olyan
Q ortogonális mátrix, hogy A = QTQT.

T Minden komplex négyzetes A mátrix unitéren hasonló egy T fels®
háromszögmátrixhoz, azaz van olyan U unitér mátrix, hogy
A = UTUH.

B Mint az el®bb:

QT

0AQ0 =

[
λ vT

0 A1

]
= B.

Indukció: A1 = Q1T1Q
T
1

QTAQ =

(
Q0

[
1 0T

0 Q1

])T

A

(
Q0

[
1 0T

0 Q1

])
=

[
1 0T

0 Q1

]T
QT

0
AQ0

[
1 0T

0 Q1

]
=

[
1 0T

0 QT

1

] [
λ vT

0 A1

] [
1 0T

0 Q1

]
=

[
λ vTQ1

0 QT

1
A1Q1

]
=

[
λ vTQ1

0 T1

]
.

Wettl Ferenc Mátrixok sajátságai 2014. október 3. 23 / 31



Ortogonális és unitér diagonalizálás Schur-felbontás

T Minden valós négyzetes A mátrix, melynek összes sajátértéke valós,
ortogonálisan hasonló egy T fels® háromszögmátrixhoz, azaz van olyan
Q ortogonális mátrix, hogy A = QTQT.

T Minden komplex négyzetes A mátrix unitéren hasonló egy T fels®
háromszögmátrixhoz, azaz van olyan U unitér mátrix, hogy
A = UTUH.

B Mint az el®bb:

QT

0AQ0 =

[
λ vT

0 A1

]
= B.

Indukció: A1 = Q1T1Q
T
1

QTAQ =

(
Q0

[
1 0T

0 Q1

])T

A

(
Q0

[
1 0T

0 Q1

])
=

[
1 0T

0 Q1

]T
QT

0
AQ0

[
1 0T

0 Q1

]
=

[
1 0T

0 QT

1

] [
λ vT

0 A1

] [
1 0T

0 Q1

]
=

[
λ vTQ1

0 QT

1
A1Q1

]
=

[
λ vTQ1

0 T1

]
.

Wettl Ferenc Mátrixok sajátságai 2014. október 3. 23 / 31



Ortogonális és unitér diagonalizálás Hessenberg-mátrixok

D Fels® Hessenberg-mátrix: a subdiagonális alatt minden elem nulla.

P


2 3 4 5
1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 1 2


T Minden valós négyzetes A mátrix, ortogonálisan hasonló egy H fels®

Hessenberg-mátrixhoz, azaz van olyan Q ortogonális mátrix, hogy
A = QHQT.
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Ortogonális és unitér diagonalizálás Mátrixok unitér diagonalizálása

D A unitéren diagonalizálható, ha van olyan U unitér és Λ diagonális
mátrix, melyre UHAU = Λ (illetve A = UΛUH).

D Az A ∈ Cn×n normális, ha AHA = AAH.

M Normális az összes komplex önadjungált, ferdén önadjungált és unitér,
valamint az összes valós szimmetrikus, ferdén szimmetrikus és
ortogonális mátrix.

Vannak mások is

A =

1 0 1
1 1 0
0 1 1


mátrix normális, mert

AHA = AAH =

2 1 1
1 2 1
1 1 2

 .
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Ortogonális és unitér diagonalizálás Mátrixok unitér diagonalizálása

T Az A ∈ Cn×n mátrix pontosan akkor unitéren diagonalizálható, ha
normális.

B (⇒) A = UΛUH

AHA = (UΛUH)H(UΛUH) = UΛHUHUΛUH = UΛHΛUH

= UΛΛHUH = UΛUHUΛHUH = (UΛUH)(UΛUH)H = AAH.

(⇐) Schur: A = UTUH. Ha A normális, T is:

THT = (UHAU)H(UHAU) = UHAHUUHAU = UHAHAU

= UHAAHU = UHAUUHAHU = (UHAU)(UHAU)H = TTH.

T =


t11 t12 . . . t1n
0 t22 . . . t2n
...

...
. . .

...

0 0 . . . tnn

: ezért [THT]11 = |t11|2,

[TTH]11 = |t11|2 + |t12|2 + · · ·+ |t1n|2, amib®l t12 = · · · = t1n = 0.
Hasonlóan a [THT]22 és a [TTH]22 elemekb®l t23 = · · · = t2n = 0,
stb. Tehát T diagonális.
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Kvadratikus formák Homogén másodfokú polinomok mátrixszorzatos alakja

P Másodfokú polinom mátrixszorzatos alakja: Írjuk fel az
x2
1

+ 2x2
2

+ 2x2
3
− 5x1x2 − 3x2x1 + 5x1x3 − x3x1 kifejezést

mátrixszorzatos alakban!

M A vegyes tagokat el®ször összevonva, majd két egyenl® együtthatójú
részre bontva

x21 + 2x22 + 2x23 − 8x1x2 + 4x1x3

= x21 + 2x22 + 2x23 − 4x1x2 − 4x2x1 + 2x1x3 + 2x3x1

= x21 − 4x1x2 + 2x1x3 − 4x2x1 + 2x22 + 0x2x3 + 2x3x1 + 0x3x2 + 2x23

=
[
x1 x2 x3

]  1 −4 2
−4 2 0
2 0 2

x1x2
x3

.
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Kvadratikus formák F®tengelytétel

T F®tengelytétel: A egy n-edrend¶ valós szimmetrikus mátrix,
QTAQ = Λ ortogonális diagonalizálása. Az x = Qy helyettesítés az
xTAx kvadratikus formát az yTΛy kvadratikus formába
transzformálja, mely kifejtve csak négyzetes tagokat tartalmaz, azaz

xTAx = yTΛy = λ1y
2

1 + λ2y
2

2 + · · ·+ λny
2

n ,

ahol λ1, λ2,. . . , λn az A mátrix sajátértékei. Választható Q úgy, hogy
det(Q) = 1 legyen.

Wettl Ferenc Mátrixok sajátságai 2014. október 3. 28 / 31



Kvadratikus formák Kvadratikus formák és mátrixok de�nitsége

D Azt mondjuk, hogy az f (x) = xTAx kvadratikus forma

pozitív de�nit, ha f (x) > 0,

pozitív szemide�nit, ha f (x) ≥ 0,

negatív de�nit, ha f (x) < 0,

negatív szemide�nit, ha f (x) ≤ 0

bármely x 6= 0 vektor esetén, és azt mondjuk, hogy f

inde�nit, ha pozitív és negatív értékeket is fölvesz.

A szimmetrikus A mátrixot pozitív/negatív de�nitnek/szemide�nitnek,
illetve inde�nitnek nevezzük, ha a hozzá tartozó kvadratikus forma az.

M Tetsz®leges A valós mátrix esetén ATA pozitív szemide�nit, ugyanis
xTATAx = (Ax)T(Ax) = |Ax|2 > 0.

T A valós szimmetrikus A mátrix, illetve az xTAx kvadratikus forma
pontosan akkor

pozitív de�nit, ha A minden sajátértéke pozitív;

pozitív szemide�nit, ha A minden sajátértéke nemnegatív;

negatív de�nit, ha A minden sajátértéke negatív;

negatív szemide�nit, ha A minden sajátértéke nempozitív;

inde�nit, ha A-nak van pozitív és negatív sajátértéke is.
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Kvadratikus formák Kvadratikus formák és mátrixok de�nitsége

D Válasszuk ki egy négyzetes mátrix néhány sorát, és ugyanannyiadik
sorszámú oszlopát, a többi sort és oszlopot hagyjuk el. Az így kapott
négyzetes részmátrix determinánsát a mátrix f®minorának nevezzük.
Ha az els® k sort és az els® k oszlopot választjuk ki, vezet® f®minorról
beszélünk, pontosabban a k-adrend¶ vagy k-adik vezet® f®minorról.

T De�nit mátrixok f®minorai és vezet® f®minorai A valós szimmetrikus A
mátrix, illetve az xTAx kvadratikus forma pontosan akkor

pozitív de�nit, ha A minden f®minora pozitív;

pozitív szemide�nit, ha A minden f®minora nemnegatív;

pozitív de�nit, ha A minden vezet® f®minora pozitív;

negatív de�nit, ha A minden páratlan rend¶ vezet® f®minora negatív,

páros rend¶ vezet® f®minora pozitív.
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Kvadratikus formák Alkalmazás: széls®érték

Á A legalább kétszer di�erenciálható f : Rn → R függvény a következ®
alakban írható fel:

f (x) = f (a) +
n∑

i=1

∂f

∂xi
(a)(xi − ai ) +

∑
i ,j

∂2f

∂xi∂xj
(a)(xi − ai )(xj − aj)

+
∑
i ,j

εij(x)(xi − ai )(xj − aj),

ahol a ∈ Rn az f értelemzési tartományának egy bels® pontja.
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