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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

lranyitott szakasz, kotott és szabad vektor

Kottt és szabad vektorok:
e‘.

% %
&
> 4_
. <+— <t+—
<+— <— <—
<+— <+—

<+
»Ha az iranyitott szakasz a hal, akkor a vektor a halraj.”
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Vektorosszeadas, skalarral szorzas

Vektordsszeadas (haromszogmédszer, parallelogramma-mdédszer)
B C
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(a) (b)

Skalarral szorzas
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Mdveleti tulajdonsagok

Tétel (A vektormiiveletek tulajdonsagai)

Ha a, b és c a 2- vagy 3-dimenziés tér tetszbleges vektorai, 0 a zérusvektor
és r, s két tetszéleges valds szam, akkor fonnallnak az alabbi azonossagok:

a) a+b=b+a e) r(sa)=(rs)a

b) (a+b)+c=a+(b+c) f) r(@a+b)=ra+rb
c) a+0=a g) (r+s)a=ra+sa
d a+(-a)=0 h) la=aés0a=0
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Linearis kombinacié

Definicié (Linearis kombinacio)

Az aj, az,..., a, vektorok linearis kombinacidjan egy
C1a1 + Cas + ... + Crag

alaki vektort értiink, ahol ¢, ¢, ..., ¢k valés szamok. Azt mondjuk, hogy
a v vektor elGall az ag, as,. .., ax vektorok linearis kombinaciéjaként, ha
vannak olyan c1, ¢, ..., ¢k valés szamok, hogy v = c1a1 + ... + ceax.
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Linearis figgetlenség

Definicié (Vektorok fiiggetlensége)

Azt mondjuk, hogy egy v vektor linearisan fliggetlen az aj, as,...a,

(n > 1) vektoroktdl, ha v nem fejezhet§ ki e vektorok linearis
kombinaci¢jaként. Azt mondjuk, hogy az aj, az,...a, (n > 2) vektorok
linearisan fliggetlenek, ha e vektorok egyike sem fejezhets ki a tobbi linearis
kombinacidjaként. Ha legalabb egyikiik kifejezheté a tobbi linearis
kombinacidjaként, azaz legalabb egyikiik linearisan fiigg a tébbitsl, akkor e
vektorokat linearisan Osszefliggéknek nevezziik. Az egyetlen vektorbél allé
vektorrendszert linearisan fiiggetlennek tekintjiik, ha a vektor nem a
zérusvektor. )
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Linearis fliggetlenség, egyértelmii linearis kombinacié

& <

Tétel (Térbeli vektor felbontasa)

Ha ai, ay és a3 harom linearisan fliggetlen térbeli vektor, akkor a tér
minden v vektora egyértelmiien el6all e vektorok linearis kombinacidjaként,
azaz egyértelmiien léteznek olyan vy, vo és vz valds szamok, hogy

Vv = via; + vas + v3as.
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Specialis linearis kombinaciok

Allitas (Két ponton atmend egyenes jellemzése)

; -
Legyen O, A és B a sik vagy a tér harom pontja. Az rOA + SO? alakd
linearis kombinacié végpontja pontosan akkor mutat az A és B ponton
atmend egyenes egy pontjaba, ha r +s = 1.
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Vektorok a 2- és 3-dimenziés térben

Specialis linearis kombinaciok

AB szakasz (0 < r,s,< 1)

A linearis algebra forrasai: vektorok 2014. szeptember 23. 10 / 28



Specialis linearis kombinaciok

Ugyanezek a térben (harom pont altal kifeszitett sik, haromszog):

]

r+s+t=1 r+s+t=16&0<r,51t<1

Parallelogramma, parallelepipedon:

B C
X
B
A A
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Tavolsag, szég, orientacié

Skalaris szorzas

Definicié (Két vektor skalaris szorzata)

Két vektor skalaris szorzatan a vektorok abszolit értékének és az 3ltaluk
bezart szog koszinuszanak szorzatat értjiik: Az a és b vektorok skalaris

szorzata tehat
a-b = |a||b|cos(a,b),,

ahol a két vektor altal bezart szég (a, b),.

Teétel (A skalaris szorzas miiveleti tulajdonsagai)

Ha a, b és c tetsz6leges térbeli (sikbeli) vektorok és r tetszéleges valds
szam, akkor igazak az alabbi dsszefiiggések:
a) a-b=b-a (kommutativitas)
b) (a+b)-c=a-c+b-c (disztributivitas)
c) r(a-b)=(ra)-b=a-(rb)
d) a-a>0,haa#0,ésa-a=0 haa=0.
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Tavolsag, szég, orientacié

Hosszlsag és szog

Vektor hossza: a-a = |a||a] cos0 = |a||a|, tehat |a]?> = a - a, azaz

la| = va-a.

Két pont (vektor) tavolsaga

d(a,b) =|a—b|.

Két vektor altal bezart szog:

a-b

cos(a,b), = Tallb]’ (1)

mivel a [0, 7] intervallumon a koszinusz fiiggvény kolcsndsen egyértelmdi.
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Tavolsag, szég, orientacié

Harom fontos Gsszefiiggés

Tétel (Pithagorasz-tétel)

Az a és b vektorokra pontosan akkor teljesiil az
la 4+ b|?> = |a]? + |b|?6sszefiiggés, ha a és b merblegesek egymasra.

Tétel (Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl6tlenség)

Keét vektor skalaris szorzatanak abszolt értéke sosem nagyobb abszolat
értékeik szorzatanal, azaz

|a- b| < |a|b].

Tétel (Haromszog-egyenltlenség)

Barmely két a és b vektorra |a + b| < |a| + |b|.
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Tavolsag, szég, orientacié

Egységvektorral valé szorzas

Tétel (Egységvektorral valé szorzas geometriai jelentése)

Ha e egységvektor, akkor a b = (e - b)e vektor a b vektornak az e
egyenesére valé meréleges vetiilete. Az e - b szorzat e vetiilet elgjeles

hossza, mely pozitiv, ha b és e egyiranylak, és negativ, ha ellenkezg
iranyaak.

e (e-b)e (e-b)e e
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Tavolsag, szég, orientacié

Meréleges vetités

proj, b a b vektor a egyenesére es6 b
merGleges vetiileti vektora. Eszerint

b — proj, b
projeb = (e - b)e.
a proj, b

Tétel (Vektor felbontdsa meréleges &sszetevékre)

Ha a és b a sik vagy a tér két vektora, és a # 0, akkor b-nek az a
egyenesére es6é meréleges vetiilete

a-b
roj, b= —a.
proja b = ——

A b-nek az a egyenesére merGleges Gsszetevje

a-b
b—proj,b=b—-—-a.
da-a
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Orientacié
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Tavolsag, szég, orientacié

Vektori szorzat

Definicié (Vektori szorzat)

A 3-dimenzids tér két vektoranak vektori szorzatan azt a vektort értjik,
melynek

@ abszolat értéke a két vektor abszolat értékének és kozbezart szége
szinuszanak szorzata,

@ iranya mer6leges mindkét vektor iranyara és — ha a szorzat nem a
nullvektor, akkor — az elsé tényez8, a masodik tényez§ és a szorzat
ebben a sorrendben jobbrendszert alkot.

L7
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Tavolsag, szég, orientacié

Vegyes szorzat

A parallelepipedon térfogata |(a x b) - c|.

Definicié (Vegyes szorzat)
A 3-dimenziés tér harom tetszbleges a, b és c vektorabdl képzett
abc:=(axb)-c

kifejezést a harom vektor vegyes szorzatanak nevezziik.

abc = bca = cab = —acb = —cba = —bac.
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Vektorok és pontok koordinatai




Vektorok koordinatas alakban

Miveletek koordinatas alakban

Példa (Skalaris szorzas koordinatarendszerben)

Alapvektorok: az els§ alapvektor hossza 1, a masodiké 2, a kettdjiik kdzti
sz0g /3. Szamitsuk ki az a = (1,1) és a b = (—5/2,1) vektorok skalaris
szorzatat.

Megoldas

Az alapvektorok skalaris szorzatai:
2 T
ej-re1 =1 e -e=2°=4, 61'6221-2-COS§:1.
Ezt f6lhasznalva kapjuk, hogy

5 5 5
a-b:(e1+e2)~(—§e1+e2):—Eel-el—l—(l—i)el-e2+e2~e2:0,

tehat a két vektor meréleges egymasra.

4
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Vektorok koordinatas alakban

Miveletek koordinatas alakban

5/2,1)

u-v= (u1e1 + Uzez) . (v1e1 + Vzeg)
= ujvie; -e; + (U1V2 + uzv1)e1 - @ + Urvres - e
= vy +unvp + upvy + 4usvs.

A lineéaris algebra forrasai: vektorok 2014. szeptember 23.

22 / 28



Vektorok koordinatas alakban

Tétel (Az dsszeadas és skalarral szorzas tulajdonsagai)

Legyen u, v és w az R” harom tetszSleges vektora, és legyen c, d két

tesz6leges valds, jeldlie 0 a (0,0,...,0) vektort és —u a

(—u1, —up,...,—up) vektort. Ekkor

a) u+veR” a + miivelet nem vezet ki R"-bsl

b) u+v=v-+u a miivelet folcserélhetd (kommutativ)

c)

u+(v+w)=(u+v)+w csoportosithaté (asszociativ)

d u+0=u zérusvektor
e) u+(—u)=0 ellentett vektor
f) cueR” e szorzas nem vezet ki R"-bdl

8)
h)
i)
J)

c(du) = (cd)u
c(lu+v)=cu+cv
(c+d)u=cu+du
lu=u

a két szorzas kompatibilis
disztributiv

disztributiv

szorzas 1-gyel

Wettl Ferenc
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Vektorok koordinatas alakban

Kovetkezmény

1) Ou=0

2) (-l)u=—u

3) u—v=u+(-v)

bbb s i A _ 1
4) askalar hatra is irhat6, azaz cu = uc és igy u/c = cu
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Vektorok koordinatas alakban

Linearis figgetlenség

Tétel (Linearis fliggetlenség)

Tetsz6leges R"-beli V = {vy,va, ..., v, } vektorrendszerre az alabbi két
allitas ekvivalens:

1. VY linearisan fuggetlen.

2. A zérusvektor csak egyféleképp — a trividlis médon — all el V linearis
kombinacidjaként. Masként fogalmazva, a ¢, ¢,...,cx skalarokkal
vett linearis kombinacié csak akkor lehet a nullvektor, azaz

cavit+ove+...+cve=0

csak akkor allhat fenn, ha

C1:C2:...:Ck:0.
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Vektorok koordinatas alakban

Linearis Osszefliggdség

Tétel (Linearis &sszefliggbség)

Egy nullvektortdl kiilonboz6 elemekbs! allg, legalabb kételemi R”-bel
V = {v1,va,...,vk } vektorrendszer pontosan akkor linedrisan Gsszefiiggd,

ha van olyan t > 2 index, hogy v; a vi, v,..., v;_1 vektorok linearis
kombinéacidja.
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Vektorok koordinatas alakban

Skalaris szorzas R"-ben

Teétel (A skalaris szorzas tulajdonsagai)

Legyen u, v és w az R” harom tetsz6leges vektora, és legyen c egy
tesz6leges valés. Ekkor

a) u-v=v-u a miivelet folcserélhetd (kommutativ)
b) u-(v+w)=u-v+u-w disztributiv

¢) (cu)-v=c(u-v) a két szorzas kompatibilis

d) u-u>0 és u-u=0 pontosan akkor teljesiil, ha u = 0.
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Vektorok koordinatas alakban

Tavolsag és szog R"-ben

Definicié (Abszolut érték, szdg, merélegesség, tavolsag)

Legyen u és v az R"” tér két tetszbleges vektora.

@ Az u vektor hosszan dnmagéval vett skalaris szorzatanak gyokét
értjiik, azaz |u| = y/u - u.
@ Az u és v vektorok (hajlas)szogének koszinuszat az alabbi torttel
definialjuk:
u-v
cos(u,v), =

(2)

|u[v]
o Azt mondjuk, hogy az u és v vektorok mer&legesek egymasra, ha
u-v=_0.
o A két vektor végpontjanak tavolsagan, amit egyszeriien a két vektor
tavolsaganak neveziink, a
d(u,v) = |u—v| (3)
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