Fels6bb matematika vizsga — 2015-01-20

Név

Neptun

Az dsszesen szerezhetd 25 pontbdl legaldbb 10 pontot el kell érni. A bekeretezett részbe kell a vdlaszt

beirni.
vizsgdan semmilyen segédeszkiéz nem haszndlhatd.

1. Definialja
fogalmat!

Frobenius-normajanak
(1 pont)

egy matrix

2. Héany darab nemnulla elem van egy 2015 x 2015-6s
(komplex) unitér matrix Jordan-féle normalalakjaban?
(r6vid indoklast is kériink) (2 pont)

V' — V linearis transzforméacioé
1 -1 1
métrixa a standard béazisban |1 -2 1|. Legyen

3. Legyen az f

1 -3 1
B az f egy maésik bazisban felirt méatrixa.
trace(B)?

Mennyi
(1 pont)

4. Mutasson példat olyan linearis leképezésre, melynek
van egy olyan invarians altere, mely nem sajataltér. Ad-
ja meg az invarians alteret is! (2 pont)

5. Melyek azok a linearis transzforméaciok, amelyeknek
minden nemnulla vektor sajatvektora? (1 pont)

6. Mennyi az U = {(z,y,2,w) : c+y+z+w = 0} altér

és az (1,2,3,4) pont tavolsaga? (2 pont)
1 3
. -1 5 s
7. Hatarozzuk meg az A = 1 9 matrix QR-
-1 -1
felbontasat! (2 pont)
1 2 3
8. Legyen A = |3 6 9|, ahol a *-gal jelolt ele-
* k=5

meket nem ismerjiik. Tudjuk, hogy az A egyik sa-
jatértéke A # 0. Hatarozzuk meg a tobbi sajat-
értéket! (ne a karakterisztikus polinom felirdsaval

probalkozzunk!) (2 pont)
9. Az A matrix szingularis felbontésa

/3 —2/3 2/3 2/3
—2/3 13 23 23 /3
23 2/3 13 s 2/3 23

Irjuk fel azt a matrixot, melynek 1 a rang-
ja, és Frobenius-normaban a legkozelebb van A-
hoz! (2 pont)

—2/3 13

9 0 0
05 0 —2/3
00 4

Csak annyit irjunk be, amennyit a feladat kér! Részletszamitdsokat sehol nem kérink. A

lAllF = Z|aij|2 (a tobbi képletet is
0,J

elfogadtuk)

2015, mert az unitér métrix diagonalizal-
haté, igy a f6atlon kiviil nulldk vannak,
a f6atloban pedig a sajatértékek, de unit-
ér matrix sajatértékei 1 abszolut értékiek,
igy egyik sem 0.

trace(B) = 0, mert matrix nyoma inva-
ridns, azaz fiiggetlen a bézistol, ennek a
matrixnak pedig 0 a nyoma (nyom = {&at-
lobeli elemek Gsszege)

Pl. a R3-ben a z-tengely koriili a(# kn)
szogl forgatasnak az xy-sik invaridns alte-
re, de nem sajataltere. (Més mo.: minden
egynél hosszabb Jordan-lanc vektorai egy
invarians alteret feszitenek ki).

A AT matrixuak, azaz az x — Ax leképe-
zések (ugyanis ha minden vektor sajatvek-
tor, akkor az egész tér egy sajatértékhez
tartozo sajataltér).

(1,2,3,4)- 3(1,1,1,1) =5

A Gram-Schmidt-eljaras szerinti bazishoz

3,5,9,—1)(1,—1,1,—1
V2 = (3,5,9,~1) — S Epnt

0.5 0.
—0.5 0.
0.5 0.
—0.5 0.

(1,7,7,1), innen Q = R =

=N
(A

QT A-bol a felbontas:
2 4
A=QR=Q [o ) }

Az els6 két sor Osszefiiggs, tehat a méat-
rix determinansa 0, igy a 0 biztosan sa-
jatértek. A sajatértékek Osszege egyenls a
nyommal, e métrix nyoma 2, igy a harom
sajatérték: 0, A, 2 — A.

Az Eckart—Young-tétel szerint a legkoze-
lebbi 1-rangt méatrix:

1/3 2 -2 1]
—2/3 [9][2/3 —2%3Vs]=|-4 4 -2
2/3 4 —4 2




10. Mondja ki a pozitiv méatrixokrél sz6l6 Perron-tételt! (2 pont)

11. Mondja ki és bizonyitsa be a linearis leképezés matrixanak létezésérdl szol6 tételt! (4 pont)

12. Mit értiink egy matrix unitér diagonalizalhatosagan? Igazoljuk, hogy unitéren diagonalizalhato
matrix normaélis. (4 pont)




