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Bevezeto

A linedris algebra fogalmai, eredményei, szamitasi modszerei meglepoen sok alkalmazasra
leltek a matematikan kiviili teriileteken is, a miiszaki tudoméanyoktdl a kozgazdasagta-
non at az informatikaig. E rovid jegyzet egy nagyobb linearis algebrarol sz6l6 miibe vald
feldolgozashoz késziilt 6nalléan is hasznalhatéd el6tanulmanyként. A sziikséges elGisme-
reteket e nagyobb mi tartalmazza.

Célunk a linearis algebra alkalmazasainak rendkiviil valtozatos és szines kavalkadja-
bol — ezt a valtozatossagot is tiikroz6 — néhany elemet folmutatni. Elemi és mélyebb
eléismeretet kivand, jatékos és komoly, klasszikus és a legijabb technikdkhoz kapcsolodd
modern alkalmazéasok egyarant szerepelnek e miiben.

El6szor a matematikai alkalmazasokkal kezdjiik, de itt is a matematikan kiviili vilag
volt a f6 célpont. Mérnokhallgatok sok évtizedes oktatasanak egyik tapasztalata, hogy
kevesen értik a matematika egyik legfontosabb fogalméat, a derivalast, ha nem csak egy
egyvaltozos valds fiiggvényrdl van szé. E fogalom nem is értheté meg a linedris leképe-
zés megértése nélkiil. Hasonléan fontos az elsorendi differencia- és differencidlegyenlet-
rendszerek targyaldsa, melynek megértéséhez a Jordan-normdlalak, illetve a matrizfigg-
vények elemi ismerete sziikséges. A kombinatorikai alkalmazasok a véges testek folotti
linedris terek alkalmazasara mutatnak két szép példat, egyikiik a statisztikai eredetli
Fischer-egyenlotlenség. A természetben sok helyiitt folbukkand Fibonacci-sorozat masik
fontos témank. A kombinatorikai részt végiil egy szérakoztatd jaték megoldasanak meg-
értésével zarjuk. A nemnegativ mdtrizok elmélete egy nyilvanvaléan komoly alkalmazott
téma — a Markov-lancok — elméletének alapjat képezi. Ezzel zarjuk az els6 fejezetet.

A maésodik fejezet egy mara a linedris algebratdl kiilonvalt, énallé tudoméany — a
linedris programozas — alapjait ismerteti. Az anyag targyalasdban igyeksziink az elemi
sormiiveletekkel megoldhaté elemi szinten maradni. E fejezetet egy egy-két oras eléadés
kiséréanyaganak szanjuk.

A harmadik fejezet egy ugyancsak a linearis algebrahoz kozel all6 téma, a kédelmélet
és a kriptografia alapjait targyalja.

Végiil a negyedik fejezet a linedris algebra kozvetlen miiszaki alkalmazasaira koncent-
ral. Egy elemi — linedris egyenletrendszerekkel megoldhaté — bevezeto utan a web-en valé
keresés matematikai alapjairdl, végiil a szingularis érték szerinti felbontas néhany szép
alkalmazasardl lesz sz6. Itt olyan modern miiszaki témaék is széba keriilnek, mint a GPS,



a Google PageRank algoritmusa, az arcfelismerés, vagy az informéciotomorités.

Eziton szeretnék koszonetet mondani Szoke Magdolna alapos lektori munkdjaért,
a szoveg érthetébbé tételét eredményezd javaslataiért, valamint Toth Laszld technikai
segitségéért.

Budapest, 2013-11-11



1. fejezet

Alkalmazasok a matematika
kiilonbozo teriiletein keresztiil

1.1. Differencialhatésag

A linearis leképezés fogalma az alkalmazott matematika sok teriiletén bukkan fol, aminek
az az egyik oka, hogy tetszoleges vektor-vektor fiiggvény differencialhatosédga azt jelenti,
hogy 1étezik a fliggvény megvaltozasat ,, jol kozelito” linearis leképezés.

Vektor-vektor fiiggvények differencialhatésaga Az R™-bdl R™-be képzo linearis
leképezések egy igen fontos alkalmazasa a vektor-vektor fiiggvények differencidlhatosa-
ganak fogalma.

A differencialhatéség szokasos definicidja a kovetkezd: azt mondjuk, hogy az f : R —
R fiiggvény differencidlhato az x helyen, ha létezik és véges a

b L@~ J@)
h—0 h

hatarérték. A D szamnak fontos jelentése van: az f fiiggvény = koriili megvaltozasa jol
kozelitheto a dx — D dx fliggvény 0 koriili megvaltozasaval. Szemléltetve ez azt jelenti,
hogy ha az f grafikonjan az (z, f(z)) pontra helyeziink egy dz és dy véltozdju koordi-
natarendszert, akkor a dxr +— dy = D dx grafikonja az f fiiggvény grafikonjanak érintoje
(1d. az 1.1 4brét). Eszerint, kicsit leegyszeriisitve a megfogalmazast, a differencidlhaté-
sag azt jelenti, hogy a fiiggvény ,, jol kozelithet6” egy R — R linearis leképezéssel, hisz a
dx — D dz leképezés ilyen.

A | j6l kozelités” szemléletesen azt jelenti, hogy az f grafikonjara ,zoomolva”, azaz
azt folyamatosan nagyitva, a grafikon kiegyenesedni latszik. Ez az az egyenes, melyet
a grafikon érintdjének neveziink, és amelynek dy = D dz az egyenlete az 1j koordinata-
rendszerben.



x
/ r z+dz

1.1. abra. A dz és dy koordinatatengelyeket és a dy = D dz fliggvény grafikonjat szine-
zéssel kiemeltiik. Az dbra egyuttal a Ay ~ dy kapcsolatot is szemlélteti.

Ez a definicié ekvivalens médon atfogalmazhaté: azt mondjuk, hogy az f : R — R
fiiggvény differencialhato az x helyen, ha van olyan D szam, hogy

lim flx+h)— f(x) — Dh _

h—0 h

0.

Ez utobbi alak azzal az elénnyel is jar, hogy konnyen altalanosithaté. Az altaldnositas
legfébb nehézsége az, hogy a vektorral valé osztas nem definialhaté megfeleléen, ezért
e formulan még egy aprd, de még mindig ekvivalens valtoztatast tesziink: nem h-val,
hanem annak abszolut értékével osztunk:

o 2+ 1) = f(@) = Db

h—0 || =0

Mindezek a kovetkezd definiciéhoz vezetnek:

1.1. Definicié (Differencidlhatésag) Azt mondjuk, hogy az £ : R* — R™ fiigguény
differencidlhato az x helyen, ha létezik olyan Dgx : R™ — R™ linedris leképezés, melyre

f - - X

lim (x+h) — f(x) — Dexh Y
h—0 ‘h‘

A Dg x leképezést az £ fiigguény x ponthoz tartozo derivaltleképezésének nevezziik.

o A Dy jelolés arra utal, hogy a derivéltleképezés az f fiiggvénytdl és az x helytdl
is fligg, maga viszont mint leképezés egy h vektorhoz a D¢ xh vektort rendeli.
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1.2. dbra. Egy R? — R? fiiggvény egy x pontban valé differencidlhatésdgdnak szemlél-
tetésére tekintsiik az értelmezési tartomany egyre stiribb négyzetracsainak az x pontot
koriilvevé négyzeteit, valamint ezek f fiiggvény altali képét (szines récs), és a D¢y de-
rivaltleképezés hatasat e racson, ha az értelmezési tartomanyanak origéjat x-be, érték-
készletének origdjat f(x)-be tessziik. Az egyre kisebb képeket folnagyitva lathat6, hogy
a fliggvény altali kép egyre jobban kozelit a derivaltleképezés altali képhez.

e Elterjedtebb a Dy(f) jelolés, itt didaktikai okbdl vélasztottunk olyat, mely jobban
vildgossa teszi, hogy ez egy linearis leképezés, mely majd hat valamely h vektoron,
és annak képe Dy (f)h vagy Dy (f)(h) — az dltalunk hasznalt jelolésben De h.

e Egy R? — R? fiiggvényen konnyen szemléltethetd a derivalt jelentése. Tekintsiik az
értelmezési tartomany egy négyzetracsat, annak kozéppontja legyen x. Tekintsiik
e racs képét az f fliggvény 4ltal, és a Dgyx derivaltleképezés hatdsat e rdcson, ha
az origot x-be tessziik. A racs méretét folyamatosan csokkentve, a képeket pedig
aranyosan folnagyitva azt latjuk, hogy a két kép egyre jobban ,6sszesimul” (1d. 1.2
abra). Ez emlékeztet arra — bar nem tokéletesen analég vele —, ahogy az egyvaltozos
fiiggvény grafikonjdnak egy pontjara ,zoomolva” a grafikon az érintéhoz kozelit,
rasimul.

Jacobi-matrix A derivaltleképezés matrixa konnyen megkaphato a koordinatafiiggvé-
nyek parcialis derivaltjai segitségével.

1.2. Tétel (Jacobi-matrix) Ha az f : R — R"™; (21, 29,...,2,) — (f1, fos- o, fm)
fiigguény differencidlhato az x helyen, akkor a linedris Dsx derivdltleképezés mdtriza a



kdvetkezo, un. Jacobi-matrix:

g—%(x) g—%(x) co %(X)

Dfx:@(fl’fQ""’fm)(x): (X)) ga(x) ... 52 (x)
’ O(x1, 9, ..., Ty) : : o :

Yo(x) Y2(x) ... ¥2(x)

Bizonyitds. Ha f differencidlhaté, akkor a definiciobeli hatarérték akkor is fonnall, ha h
specialis médon tart a nullvektorhoz, példaul ha h = te;, és t — 0. Ekkor

| G te;) = £(x) = Dralte;)
t—0 |t|

Az f fiiggvény i-edik koordindtafiigvénye f;, a Dt x(te;) vektor i-edik koordindtdja e Dy «(te;).
Ennek alapjan
oy fixHte)) — fi(x) — el Dex(te)

=0.
t—0 ’t|

Ez a hatarérték viszont mar egy egyvaltozds fiiggvény derivaltja, ami nem méds, mint az
fi figgvény j-edik parcialis derivaltja, ugyanis atrendezve az egyenloséget és t elGjelével
is osztva kapjuk, hogy

i tej) — fi dfi
lim filx +tej) = Jilx) _ e] Diye;, azaz e Dgyej = —f(x)
t—0 t ’ ’ al'j
Ez bizonyitja allitasunkat. [l

e A gyakorlatban az R" — R fiiggvények, vagyis az n-valtozds skalarértékii fiigg-
vények esetén az egyetlen sorbdl all6 Jacobi-matrix helyett annak vektoralakjat
hasznaljak, melyet gradiensvektornak neveznek, és V f-fel jelolnek.

e Hasonloképp, mivel az R — R” fiiggvények Jacobi-méatrixa egyetlen oszlopbdl all,
gyakran haszndljak annak vektoralakjat. Ha példdul egy r : R — R3¢ — r(t)
fiiggvény a térben mozgd targy mozgasat az ido fiiggvényében irja le, e vektor épp
a mozgas sebességvektora.

1.3. Példa (Jacobi-matrix kiszamitasa) Hatdrozzuk meg az aldbbi figguények egy
daltaldnos ponthoz és a megadott ponthoz tartozé Jacobi-mdtrizdt!

1. f(z,y) = 2%y — 2y’ + 1, (z,y) = (0,1).
2. f(x,y) = (—23/2+ /8, +y), (z,y) = (1,1).

3. r(t) = (83,¢%1), t = 2.



4 f($1,$27$3) = (2$1 + 3wg, w1 — g — $3); (1U17$2,l’3) = (1; 270)-

Megoldds. 1. f(x,y) = x*y — xy?, parcidlis derivéltjai a%f(m, y) = 22y — o>, a%f(x, y) =
2? — 3xy?. A derivaltleképezés matrixa, azaz a Jacobi-matrix itt

[Qxy —y? 2®— 3my2}
E matrix vektor alakja, azaz a gradiensvektor
Vf(l‘, y) - (Q.Ty - y37 *T2 - 3.Ty2>

Ennek értéke a (0,1) helyen Vf(0,1) = (—1,0), illetve a Jacobi-matrix e helyen [—1 0].
2. Az f(z,y) = (—23/2 + y3/8,x + y) fiiggvény Jacobi-mdtrixa és annak értéke a
megadott (z,y) = (1,1) pontban
342 §y2 _3 3
2 8 ' 2 8
[ 1 1| illetve il

Példaul az elsd sor elsd eleme & (—x%/2 +1y%/8) = —32%. Az f fiiggvény derivéltleképe-
zésének, vagyis Jacobi-matrixanak hatdsat szemlélteti az 1.3 és az 1.2 abra.

(1, 1)

1.3. dbra. A bal dbra az f(x,y) = (—23/2+1y3/8, x+y) fiiggvény értelmezési tartomanydn
megadott rdcsot, és annak egy kis 2 x 2-es részét mutatja, melynek kozéppontja az (1,1)
pont. Az alsé abra egyrészt halvanyan jeloli e rdcs és szinesen a kiemelt racs képét,
valamint az (1,1) ponthoz tartozé derivaltleképezés hatasat e kiemelt racson.

3. Az r(t) = (t3,1%,t) fiiggvény Jacobi-mdtrixa

3t? 12
2t |, amiat =2 helyen | 4
1 1



A térben mozgd pont (test) mozgdsanak leirdsara is R — R3 fiiggvényt hasznalunk. Ha
e fiiggvény egy ilyen mozgast ir le, akkor sebességvektora egy tetszoleges pontban

7(t) = (3t3,2t,1),

a t = 2 paraméterhez tartozé pontban r(2) = (12,4, 1).

4. Az utolsé példa fontos allitdst szemléltet, nevezetesen azt, hogy egy linearis leké-
pezés derivéaltja minden x helyen megegyezik magaval a leképezéssel, azaz a derivaltja
onmaga. Vildgos, hogy a megadott leképezés egy linedris leképezés, melynek matrixszor-
zatos alakja:

T

2 3 0
f(x17x27x3) - [1 1 _1:| L2
T3

Ennek Jacobi-métrixa valéban barmely (z7, s, 3) helyen

2 3 0
1 -1 =1y
ugyanis az i-edik koordinatafiiggvény j-edik parcialis derivaltja épp az egyiitthatématrix

1-edik sor-, j-edik oszlopbeli eleme, azaz egy konstans. Igy minden helyen e matrix lesz
a Jacobi-matrix, specidlisan az (x1, z2, x3) = (1,2,0) helyen is. O

1.4. Példa (Fiiggvényérték becslése Jacobi-matrixszal) Ismerjik egy differenci-
alhato fiigguény értelmezési tartomanydnak egy pontjihoz tartozo Jacobi-mdtrizdt és a
fiigguényértéket ugyan ebben a pontban. Becsiiljiik meg a fiigguény értékét eqy e ponthoz
kozeli helyen az aldbbi adatok ismeretében!

1. f(0,1) =1, Dy =[-1 0], (z,y) = (—0.05,1.1),
2. £(1,1) = (=2,2), Dg gy = [V2%*], (z,y) = (0.8,1.1).

Mennyire lennének jok e becslések, ha a fiigguények az elozé feladatbeli 1. és 2. fiigguényei
lennének?

Megoldds. A fiiggvény megvéltozdsénak becsléséhez az f(x +h) — f(x) értéket kell meg-
becsiilni. A differencidlhatosag definicidja szerint erre a D¢ xh mennyiség alkalmas, ha a
fiiggvény differencialhaté az x pontban. Eszerint tehat

f(x + h) ~ f(x) + D¢ xh.

E képletet felhasznalva az alabbi megoldasokra jutunk:
1. E feladatban h = (—0.05,0.1), igy a fiiggvény megvéltozdsa a

—0.05

Dy onh = [_1 O] [ 0.1

} = 0.05

9



értékkel becsiilhetd, tehat a fiiggvény értéke

—0.05

f(x+h) = f(=0.05,1.1) = f(0,1) + Dy ) { 0.1

} — 1.05,
azaz f(—0.05,1.1) =~ 1.05. Ha f az el6z6 1. feladatbeli fiiggvény, azaz f(z,y) = zy —
zy3 + 1, akkor a pontos érték f(—0.05,0.1) = 1.0693.

2. Ttt h = (=0.2,0.1), igy a fiiggvény megvaltozasa a

—3 3717-0.2 3.2 3. L 0.3375
— 2 8 — |2 10 8 10| —
Dranh = { 1 1] { 01] | —2+% | | -01

értékkel becsiilhetd, tehat a fliggvény értéke £(0.8,1.1) ~ f(1,1) + (0.3375,—0.1)
(—0.0375,1.9). Ha f az eléz6 2. feladatbeli fiiggvény, azaz f(z,y) = (—23/2+y> /8, z+y
akkor a pontos érték f(0.8,1.1) = (—0.089625, 1.9).

I

Dv

Jacobi-determinans és az integral transzformacidja A 2- és 3-dimenzios tér leira-
sara leggyakrabban hasznalt koordinatarendszerek kozotti valtas a tobbvaltozds integra-
lok kiszamitasaban fontos szerepet kap. Az a kérdés, hogy az integralkozelité 6sszegben
szerepld ,téglanyoknak” mennyi a mértékiik. E szakasz kalkulus-eldismereteket igényel.
Felidézziik a sikbeli polarkoordinata-rendszernek, a térbeli henger- és gémbi koordi-
natarendszereknek a derékszogi koordinatarendszerrel valé kapcsolatat:

(a) Polar (b) Henger (c¢) Gombi
x =rcost x =rcost x = psin g cosv
= rsinv y = rsin?d y = psinpsinv
z=m Z = pcosy

A felsorolt valtozok jelentése: r az wy-sikban az origdtdl vald tavolsag, p a térben az
orig6tdl vald tavolsag, ¥ az x-tengely pozitiv felével bezart szog az xy-sikban, ¢ a z-
tengely pozitiv felével bezart szog.

Jacobi-determindnsnak nevezziik egy R™ — R”™ fiiggvény derivaltleképezésének de-
terminansat.

A sikbeli polarkoordinata-rendszerrél a derékszogiire vald attérés egy R? — R?; (r,9) —
(x,y) fliggvény, melyet a fonti (a)-beli képletek definidlnak. Ennek derivéltleképezése,
pontosabban a leképezés D maétrixa (szokds Jacobi-matrixnak is hivni), és annak deter-
minansa, a Jacobi-determinans:

D[ =

{cos Y —7rsin 19}
ar

sin?d rcos?d

cost¥ —rsind
sin?d rcos?d

10
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1.4. abra. A sikbeli polarkoordinatarendszerre valé attérést megado leképezés szemlélte-
tése egy téglanyokbol allo tartomany képének abrazolasaval.

1.5. abra. A sikbeli polarkoordinatarendszer téglanyanak tertilete rpArpAdy.

Az, hogy a Jacobi-determinéns értéke r, azt jelenti, hogy egy ,kicsiny” Ar x Ad mére-
tl téglany — melynek teriilete ArAd — a transzformécié utan, azaz a polarkoordinata-
rendszerben ,nagyjabol” r-szerese lesz az eredetinek, azaz rArAd, ahol r a téglany egy
pontjanak origétol valo tavolsaga. Ezt a leképezést az 1.4 abraval szemléltetjiik.

Az r-szerez0dés geometriailag is konnyen igazolhatd, ahogy azt az 1.5 dbra mutatja.
Kiszamoljuk egy polar-rendszerbeli téglany teriiletét. Ez két korcikk teriiletének kiilonb-
sége. A nagyobbik sugara r + Ary /2, a hatdrol6 iv hossza (ry + Ary/2)Ady, igy teriilete
+(rk + Ary/2)?A0),. Hasonléan kiszdmolva a kisebbik kércikk teriiletét, majd kivonva a
nagyobbikébdl kapjuk, hogy a téglany A A teriilete

1 Arp\° 1 Arp\°
Adp =5 (Tk + %) Ay, — - (Tk - ﬂ) Ay = 1 ArgAdy.

Eszerint egy T tartoményon értelmezett f(r, 1) fiiggvény integrélkozelité osszege és an-
nak hatarértéke, amint a legnagyobb &tméréji téglany dtméréje tart 0-hoz (I1d. 1.6 dbra):

Zf(rk, Vi) AA, = Zf(rk, V) ri Arg Ay — / f(r,9)rdrdo.
k k T

11



1.6. dbra. Egy T tartomanyba es6 téglanyok, és a k-adik téglany kiemelve.

A két térbeli koordinatarendszerre valé attérés hasonlé médon valé megértését és a
leképezések elképzelését mar az Olvaséra hagyjuk, de a leképezések derivaltjanak deter-
minansat még folirjuk. A hengerkoordinatak esetén az (r,9,m) — (z,vy, z) leképezésre
ez

or Oz oz .
g g0 om cos?? —rsind 0
ID| = |%¢ 22 4| =|sinY rcos?d O =r.
g’r ¥ Om
9z 0z Oz 0 0 1
or 09 Om

A gombi koordinatarendszer esetén a leképezés (p, p, ) — (z,y,2), amelynek Jacobi-
determinansa:

dr Oz Oz . . .

o op o9 sinpcosty pcospcosy) —psinpsind

5, 9o 29| = [singsind  pcospsin psingcos?d | = p”sin .
g—; g—: % Ccos —psin 0

fgy tehéat az integral kiszamitasanak képletei e hdrom koordinatarendszerre:

Polar: / /T Fr9)dA = / /T F(r0) rdr o
Henger: ///Tf(r,ﬁ,m)dV:///Tf(r,ﬁ,m)rdmdrdﬁ
Gombi: ///Tf(p,go,ﬁ)d‘/:///Tf(p,go,ﬁ)pzsingodpdgpdﬁ.

Fiiggvények kompozicidjanak derivaltja E paragrafusnak nem célja a fliggvény-
analizis teriiletére tartozé témék feldolgozasa, de a tobbvéltozds fiiggvények kompozi-
cidjanak derivaltleképezése az egyvaltozos fiiggvények lancszabalyahoz hasonlé médon
szamolhato, és erre érdemes egy pillantast vetniink, mert a megoldast a derivaltleképe-
zések kompozicidja, azaz a Jacobi-matrixok szorzata adja.
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Bizonyitas nélkiil kozoljiik a kovetkezo tételt.

1.5. Tétel (Lancszabdly) Legyen f : R — R™, g : R® — R* két fiiggvény. Ha g
differencidlhaté az x helyen, és f a g(x) helyen, akkor fog differencidlhaté az x helyen,
és derwadltleképezése, illetve annak mdtriza:

_Dfog’x = Df7g(x) o} ngx, illetve Dfog7x = Df7g(x)Dg’x.

1.6. Példa (Lancszabdly) frjuk fel a lancszabadly dltalanos képleteit a megadott fiigg-
vénytipusokra, az dsszetett fiigguény derivaltjdt pedig a lancszabdllyal és behelyettesitéssel
18 szdmitsuk ki!

L fi(r,y)—2?—y, g:u— (WP +uu—1), u=1.
2. R Rz (28 —1), g: R? 5 R; (u,v) = z = v?v, (u,v) = (1,2).
3. f(z,y) = (x> — 1,2z —v), g(u,v) = (u+1,u —v), (u,v) =(0,1).
Megoldas. Az 1. esetben az f-hez, illetve g-hez tartozé lancszabdly altalanos alakja

dgs
df _19f Of) | du| _0fdg  0fdg
du Or 0Oy | dgo Or du Oy du’
du
a fiiggvények parcidlis derivéltjait kiszdmolva és a helyet megadva

df

2u+1
(1= 22 —1] LZI,

g(1)=(2,0) [ 1

végiil a behelyettesitést is elvégezve:

[4 —1] m =11.

Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha a derivélds elétt elvégezziik a helyettesitést: (f o
g)(u) = (u+u)? — (u—1) = v +2u® + u? — u + 1, ennek u szerinti derivaltja 4u? +
6u? + 2u — 1, és ennek értéke az u = 1 helyen 11.

A 2 esetben f: R — R? ¢g:R?2 - R, {gy fog:R? - R2 és

ofi Of dfi dfidg dfi0g
Oou Ov | _ |dx [@ @]: dr ou dz Jv
o5, 0f| ~ |dh| [ou &) T |dRay dnag
ou Ov dx dr Ou dx Ov
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A megadott fiiggvényekre és a helyettesitendo értékeket is megadva:

2x 5 |4 _[16 4
[1 L:g(l 22 [QUU u }uzl,v:2 - L} [4 1} - l 4 1]'

Behelyettesités utdn a fiiggvény (u,v) — (utv? u*v — 1), aminek derivaltja az (u,v) =
(1,2) helyen
[4u3v2 2u4v} B [16 4]
2 - )
2uv L 4 1

ami természetesen megegyezik az el6z6 eredménnyel.
Végiil a 3. esetben az altaldnos alak

Ofi on| [ Oh| 99 99

Ou v _ kS oy Ou v
0fr 0f Of2 Of2| | 0g: Ogs
Ou  Ov dr  dyl Lou v

A parcidlis derivaltakat kiszamolva és a helyettesitési értékeket is megadva kapjuk, hogy
oh  Oh y? 2xy 1 0
g 8k I I | 1 -1
ou  ovd(01) (1,—1) (0,1)

oAl -y

Itt folhasznaltuk, hogy g(0,1) = (1,—1). Ha a derivélas el6tt elvégezziik a fliggvények
kompozicigjat, akkor ugyanerre az eredményre jutunk, ugyanis

(f(g(u,v)) = ((u+ 1) (u—v)* —1v+1)),
aminek a derivaltmatrixa

(u—v)2+2(g+1)(u—v) —2(u+1)(u—v)}(01): {—1 2]'

1.2. Elsorendi linearis differencia- és differencialegyen-
letek

Bar a differencia- és differencidlegyenletek kiilon résztudomanyai a matematikéanak, nem
részei a linearis algebranak, a gyakorlati alkalmazasokban kozottiik rendkiviili jelentsé-
gliek a linearisak. Fzek elmélete viszont tekintélyes részben linedris algebrai eszkézokre
épiil, egyuttal novelve ezen eszkozok fontossagat.
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Legyen adva az A € T™ ™ métrix, valamint az xo € T", és az x(tg) € T" vektor.
Tekintsiik az alabbi két egyenletet:

Xk+1 ZAXk, kJZO,l,Q,...,
X' (t) = Ax(¢), t > to.

Az A matrix Jordan-féle normalalakja segitségével meg fogjuk vizsgalni ezek aszimpto-
tikus viselkedését.

Az (1.1) egyenletbdl vildgos, hogy x; = A¥x, minden nemnegativ egész k-ra. Tovab-
ba tudjuk azt is, hogy ha A = CJC™!, ahol J az A Jordan-féle normaélalakja, akkor

x, = CI*C %y, k=0,1,2,...

Itt C = [c;...c,] az dltalanositott sajatvektorok matrixa. Inverzének sorvektoraira is
sziikségiink lehet: legyen (C™1)T = [d;...d,]. Ha J diagonalis, akkor tudjuk, hogy
xo el6dll a sajatvektorok linedris kombindcidjaként, azaz xo = >, bic;. Mindezeket
figyelembe véve, igaz a kovetkezo tétel:

1.7. Tétel (Differenciaegyenlet megoldasa diagonalizdlhat6 esetben) Ha A dia-
gonalizdlhatd, azaz J = diag(A1, ..., \,), akkor a fenti jelolésekkel

i=1

i=1
Ebbél adodik, hogy ha |A1| > |A\;| minden i > 1 esetén, akkor

) 1
nh_)ngo /\—?Xk = cid| xq. (1.5)

Bizonyitds. Az (1.3) és az (1.4) képletek az x5, = AFxq és az x;, = CI*C~1x, Osszefiig-
gésekbdl azonnal adédnak, mig (1.5) az (1.4) azonnali kévetkezménye. O

1.8. Példa Legyen
1 0 5
A=10 1/2 0 |.
0 0 1/6
Hatdrozzuk meg azx;, = AFxq vektort, haxy = (a, b, c) és annak végtelenbeli hatdrértékét!
Hogyan szamolunk, ha csak limy_,o Xi a kérdés?
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Megoldds. Az A matrix sajatértékei, sajatvektorai:

M =1, (1,0,0)
1
>\2:§7 (07170)
1 1
A==, (1,0,—=
3 67 (77 6)
Ebbdl
10 1 1 0 0 10 6
C=1{01 0}, JJ=10 & 0f, Cc'=]0 1 o0,
00 — 0 0 & 00 —6
ahonnan

a+ (6 — g=)c
X = Akxo = Cchflxo =

Egy megjegyzés a fenti szorzat kiszdmitdsdhoz: az y = C~lx( szorzat métrixinvertalds
helyett a Cy = xo egyenletrendszer megoldasaval gyorsabban megkaphaté! Innen

a + 6¢
klim X, = 0
—00 0

Ha csak e hatérérték a kérdés, hasznalhatjuk az (1.5) képletet. Itt A; = 1 miatt

1 1 a a + 6¢
lim x; = lim —x, =cid{xo= [0|[106] [b| =] 0O |,
k—o00 k—oo )\

1 0 c 0

ahol d; a C™! métrix els6 sora. (Ehhez sincs sziikség az egész inverzmdtrix kiszamitdsa-
ra.) O

Ha J nem diagonélis, akkor a Jordan-féle normalalakot kell hatvanyozni, amihez csak
a normalblokkok hatvanyozasa sziikséges.

1.9. Példa Legyen

1
A=10
0

S = N
— o= O

Hatdrozzuk meg az x5, = A*xqy vektort, ha xo = (1,2,1).

16



Megoldas. Meghatarozva az A matrix Jordan-féle alakjat, kapjuk, hogy

8 0 0]t 10][t 00
A=10 4 0|01 1]]0 3 O
00 1/(00 1]]0 0 1
Innen
8 0 0]t 10]°[L 0 0][1] [4k2+1
xp;=Afxo= 10 4 0 [0 1 1| |0 1 o] [2]| = |4k+2
00 1/(00 1] |0 0 1] |1 1
Itt folhasznaltuk, hogy
11 01" 1k AED
011 =]01 &k |.
00 1 00 1 O

A homogén differencidlegyenlet-rendszerek megoldasa kisértetiesen hasonlit az elo-
z0khoz, de itt az egylitthatématrix hatvanya helyett exponencialis fiiggvénye jatssza a
foszerepet.

Miutdn (eAt) = AeA!) ezért azonnal adédik, hogy az (1.2) differencislegyenlet-
rendszer egy megoldasa

x(t) = eAlttox,
ahol xg = x(to) a kezdeti feltétel. Hasonléan az el6z6khoz, ha A = CIJC™!, ahol J az A
Jordan-féle normalalakja, akkor

x(t) = Cel=t0)C1x,, (1.6)

1.10. Tétel (Differencidlegyenlet-rendszer megoldéisa diagonalizialhaté esetben)
Ha A diagonalizdlhatd, azaz J = diag(Aq, ..., \,), tovabbd C = [c; ... ¢,| a sajatvektorok
mdtriza, és (CHT =[d;...d,], akkor

n

X(t) = Z €(t_tO)AiCid;rX0.

i=1
Tovabba, ha Ay > |\;| minden i > 1 esetén, akkor

: —tA1 __—toM T
tlirgloe x(t) =e ci1d; xo.

Bizonyitds. A bizonyitas elsé felel az (1.6) matrixegyenlet kifejtése, mig a mésodik fele
az exponencialis fiiggvény monoton novekvé voltanak kévetkezménye. O
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1.11. Példa Oldjuk meg az

1 0 1
x'(t)= |0 41 x(t), xo=x(0)= |2
0 01 1

linedris differencidlegyenlet-rendszert.

Megoldds. A megoldashoz folhasznalhatjuk az A matrixnak az 1.9. példdban megadott
folbontasat. Most tg = 0, igy

8 00] [1 ¢t &][L 001 (2t +1)?
x(t) = Ce’C7'%g= {0 4 0|0 1 t| |0 1 o] [2] =¢'| 4t+2
00 1 00 1]|]0 0 1] |1 1
Itt folhasznéltuk, hogy
A1 0 1t g
exp|t]|0 X 1 =eM |0 t
0 0 A 0 1 O

1.12. Tétel (A megoldas egyértelmiisége) Az (1.2) differencidlegyenlet-rendszernek
csak egyetlen folytonosan derivdlhato megolddsa van a [ty,t;] intervallumon, mely kielé-
giti az x(tg) = xq kezdeti feltételt.

Bizonyitds. Legyen x(t) és y(t) két megoldas. Megmutatjuk, hogy kiilonbségiik, azaz a
d(t) = x(t) — y(t) fuggvény azonosan 0, azaz az

m = max{ [|d(¢)[| [ to <t <t}

jeloléssel m = 0. A

d(t) =x(t) —y(t) = /t xX'(17)—y'(r)dr = /t Ax(r) —y(r))dr = /t Ad(r)dr

Osszefiiggést rekurzivan alkalmazva kapjuk, hogy

t 71 ™2 Th—1
d(t) :Ak/ / / / d(r)drg ... drydm.
to Jto to to

Innen kapjuk, hogy

t1 —to)" t1 —to)*
m < ml A el
k! k!
Ha k elég nagy, akkor ||A||*(t; —to)*/k! < 1. Ezt és az elézket dsszevetve kapjuk, hogy

t, —to)¥
o<m<1— |;A||k%> <0,

azaz m = (, amit bizonyitani akartunk. O]
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1.3. Kombinatorika

Paratlanvaros Elso példank azt demonstrélja, hogy a linedris algebra olyan elemi fo-
galmai is, mint a linearis fiiggetlenség, milyen nem trivialis Osszefiiggések megvilagitasara
képesek.

Paratlanvaros iigyeit hatékonyan intézi. Minden feladatanak iranyitasat bizottsdgok-
ra bizza. Elkeriilend6 a szavazategyenloség okozta bénult helyzeteket, torvénybe foglal-
tak, hogy minden bizottsdgot csak paratlan szamu taggal lehet 1étrehozni és miikodtetni.
Ha két bizottsag egy idOben iilésezik, a kozos tagok fele az egyik, masik fele a masik bi-
zottsag iilésén vesz részt két-két szavazati joggal. Hogy ez megvalésithato legyen, azt is
torvénybe foglaltak, hogy barmely két bizottsagnak csak paros sok kozos tagja lehet.

1.13. Allit4s (Paratlanvaros bizottsagainak szama) Pdratlanvdros e feltételek mel-
lett legfeljebb v bizottsdgot tud létrehozni, ha (kozigyekkel foglalkozd) lakéinak szdma v.

Ez meglep6en kevésnek tiinik, ahhoz képest, hogy egy v elemii halmaznak 2” — 1 nem
iires részhalmaza van.

Bizonyitds. Indexeljiik a varos lakéit 1-t6l v-ig, bizottsagaik legyenek By, Bs,... By. Le-
gyen M e halmazrendszer illeszkedési matrixa, azaz sorai reprezentaljak a véaros lakoit,
oszlopai a bizottsagokat, és legyen

1, ha 7 c Bj,
mij = 1z
0, egyébként.

Az MM métrix b x b-es, és i-edik sordnak j-edik eleme a B; N B; halmaz elemszam4t
adja, ami ¢ = j esetén paratlan, ¢ # j esetén paros. Mivel a feladatban csak a paritdsokat
figyeljiik, elég a halmazok és metszeteik elemszama helyett annak paritdsat nézni, azaz
ha M-et Fy folotti matrixnak tekintjilk, MTM = I,. Eszerint r(MTM) = b. Ebbdl
kovetkezik, hogy r(M) > b, de mivel M sorainak szama b, ezért r(M) = b. Masrészt
r(M) < v, hisz M egy v X b-es métrix, kovetkezésképp b < v. H

A véges halmazrendszerek nyelvén fogalmazva: ha P egy v-elemii halmaz, és By,
Bs,..., By C P olyan paratlan elemi részhalmazok, melyek koziil barmely ketté metszete
paros, akkor b < v.

A b < v becslés éles, amint azt az egyelemli halmazok esete mutatja, ekkor ugyanis
barmely két részhalmaz metszete iires, és b = v.

Parosvaros Parosvaros elégedetlen volt a Paratlanvarosbeli szabéalyokkal: csak kevés
bizottsag volt 1étrehozhatd, és nem tartottak megnyugtatonak, hogy a kritikus eseteket
is gyorsan eldontik szavazassal. [jgy hataroztak, hogy legyen minden bizottsagnak paros
sok tagja, azaz kényes szavazategyenlGségek esetén vizsgaljak tovabb az {igyet, hogy meg-
fontoltabb dontés sziilethessen. A masik szabalyt viszont megtartottak. E valtoztatas
meglep6é médon masik probléméajukat is megoldotta.
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1.14. Allitas (Parosvaros bizottsigainak szama) Pdrosvdros legfeljebb 217/2/—1 bi-
zottsdgot tud létrehozni, ha (kézigyekkel foglalkozd) lakdinak szdma v.

Bizonyitds. Indexeljiik a varos lakoit 1-tél v-ig, bizottsagaik legyenek B; (1 = 1,2...,b),
a B;-hez tartozé b, € Fy karakterisztikus vektort definialjuk a kovetkezéképp:

I, hajeB;, (1=12,...,0v),
[bi]; = _y
0, egyébként.

Mivel két bizottsag kozos tagjainak szama paros, és tagjainak szama is paros, ezért
b; - b; = 0 minden ¢ és j esetén. fgy a b; vektorok paronként merolegesek egymasra.
Masrészt azonban minden vektor dnmagara is meroleges, igy a by, bs,..., by vektorok
altal kifeszitett W altér barmely x és y vektorara

Xy = (l’lbl + ... +xbbb> . (ylbl + ... +ybbb) = szy]bz 'bj = 0.
]

Eszerint a VW altér minden vektora merdleges az altér minden vektorara.
A dimenzi6tétel szerint, ha V olyan euklideszi tér, hogy V1 = {0}, mérpedig Fy a
standard skaléris szorzattal ilyen, és W < V egy tetszoleges altér, akkor

dimV = dim W + dim W+.

Ennek azonnali kovetkezménye, hogy ha W olyan altér, melynek minden vektora mero-
leges az altér Osszes vektorara, azaz W < W+, akkor

dim W < %dimv.

Ez abbdl adddik, hogy a dimenziététel szerint dim V = dim W+dim W+ > 2dim W. fgy
dim W < 3, az altér nullvektortdl kiilonboz6 elemeinek szama tehdt legféljebb 2lv/2) 1,
E becslés éles, hisz egy v elemii halmazbdl |v/2] par képezhetd, e parok dsszes nem iires
részhalmazainak szama megegyezik a felsé becsléssel. Mondjuk ezt kapjuk, ha minden
bizottsdgnak hazasparok a tagjai, és mindenki hazas (kivéve esetleg egyetlen embert, aki
egyik bizottsagba sem keriil be). O

Fischer-egyenl6tlenség Sok egyedre vonatkozd, és minden varidcids lehetdség kipro-
baldsat lehet6vé nem tevo statisztikai kisérletek megtervezésének vizsgalata vezetett a
kovetkezo kérdésre: hogyan lehet egy wv-elemli halmazbdl azonos k-méretli részhalma-
zokat kivalasztani gy, hogy barmely két elem azonos A szamu részhalmazban legyen
benne. A Fischer-egyenlétlenség szerint ez csak ugy lehetséges, ha a részhalmazok szama
legalabb v.
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A Fischer-egyenl6tlenséget kissé dltalanosabb alakban bizonyitjuk. Tekintsiik a v-
elemil P halmaz részhalmazainak egy halmazat. E részhalmazokat blokkoknak is szokés
hivni, mig P elemeit pontoknak. Azt mondjuk, hogy e blokkok 2-strukturdt alkotnak,
ha P barmely két pontja pontosan A > 0 szamu blokkban van, és van legalabb egy nem
trivialis blokk a rendszerben, azaz amelynek legalabb 2 pontja van, de nem tartalmazza
P 0sszes pontjat.

A Fischer-egyenlGtlenség eredetileg azonos méretii blokkokat tartalmazo 2-strukturara
vonatkozott, de e regularitasi kikotés a tételbdl elhagyhato.

1.15. Tétel Bdrmely 2-struktira blokkjainak szama legalabb annyi, mint pontjaié, azaz
b>w.

A Paratlanvarosra vonatkozé kérdésben két részhalmaz mindegyikében szereplé pon-
tok szamét vizsgaltuk az M illeszkedési méatrix MTM szorzatdval. Most egy duélis
jellegti kérdést vizsgalunk, vagyis itt két pont mindegyikét tartalmazo blokkok szamat
figyeljiik, ehhez az MM maétrixot kell vizsgalnunk.

Bizonyitds. Az elézd alkalmazashoz hasonléan, jeldljitk a 2-struktiura pontjait az 1-t6l
v-ig terjedd egészekkel, a j-edik blokkot jelélje B;, ahol j = 1,2,...,b. E struktdra
illeszkedési matrixa legyen M, ahol

1, haz e Bj,
Mg = R
0, egyébként.

A métrix i-edik sora megadja, hogy az i pont mely indexii blokkok eleme. Igy

T A oA
T A 9 ... A .
A=MM = | . | = A, +diag(ry — Are — Aoy — A),
A A LTy

ahol J, a csupa l-esbdl all6 v x v-es matrix, és r; az ¢ pont foka. Az A matrixrol
megmutatjuk, hogy reguléris.

A J pozitiv szemidefinit, ugyanis szimmetrikus és ha x € RY egy tetszoleges nemzérus
vektor, akkor x"J,x = 37, w5 = (3 z;)* > 0.

Az A diagonalis sszetevéjének minden féatlébeli eleme pozitiv, ugyanis r; > A. Ha
ugyanis pl. az ¢ pontra r; = X volna, akkor minden j # ¢ pont esetén az i-t tartalmazd
blokkok tartalmazndk j-t is, vagyis minden blokk tartalmazna az Osszes pontot, vagyis
nem létezne nem trivialis blokk. Ha viszont r; — A > 0, akkor a diagonalis matrix pozitiv
definit, ugyanis

v
x' diag(r; — A\, 7g — A, ..., 7y — A)X = Z(n — N7 >0,

i=1
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ha x # 0. Egy pozitiv definit és egy pozitiv szemidefinit matrix sszege pozitiv definit,
pozitiv definit matrix pedig nem szinguléris, tehat A nem szingularis, vagyis rangja v.
Eszerint a v x b mérett M rangja v, akkor pedig b > v. O

Fibonacci-sorozat Bar Fibonacci a nyulak szaporodasara vonatkozd kérdését csak
példatari feladatnak gondolta, rdadasul a nyulak nem is e sorozat szerint szaporod-
nak, szerencsésen beletaldlt egy kiilonosen érdekes témaba. A réla elnevezett sorozat
szamtalan helyen megjelenik, a természet bizonyos novekedési folyamatainak leirdsatol
(fillotaxis) informatikai alkalmazdsokon (Fibonacci keres§ technika) &t a miivészetekig.

Fibonacci feladata a kovetkezoképp szol: a nosténynyulak szaporodasa a kévetkezok
szerint zajlik (a himekrél most ne essék sz6, 6k csak végzik a dolgukat). Minden felnétt
(= ivarérett) néstény havonta egy néstény nyulat sziil, és sose hal meg. A gyerek nyulak
a masodik hénapra valnak felnétté. Nézziik meg, hogy kezdodik a nyulak szaporodasa
1 feln6tt nyillal. Kezdé dllapot vektora (0, 1), az elsé koordinédta a gyerekek, a masodik
a felndttek szdma. A kovetkezé hénapokban rendre (1,1), (1,2), (2,3), (3,5),... lesz a
nyulak szama. A szabaly tehat az, hogy ha egy évben a gyerek és b feln6tt van, akkor a
kovetkezoben b gyerek és a+b feln6tt lesz, az azt kovetében a+b gyerek és a+ 2b felnott.
E vektorok képzési szabalya matrixmiivelettel megkaphat6, ugyanis az F(a, b) = (b, a+b)
egyenletbdl kapjuk, hogy F = [{1].

A nyulak szdma e harom évben a+b, a+2b és 2a+ 3b, vagyis a nyulak szdma minden
évben az el6zo ketto Gsszege. Ez a kovetkezd definiciohoz vezet.

A Fibonacci-sorozatot az Fy = 0, F} = 1 kezdeti értékek és az F,, 1 = F, + F,_1
rekurziv képlet definidlja. 1000-nél kisebb tagjai: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,
144, 233, 377, 610, 987%. A sorozat explicit alakban is folirhat6. Két alakjat is megadjuk,
egyikben egy matrixhatvany mellékatlobeli elemei, masikban — igen meglep6 médon —
irracionalis szamok hatvanyai segitségével.

1.16. Tétel (Fibonacci-sorozat explicit alakjai)

(). A7) - (57)

Fn — = — —

11 ), VB 2 2

Bizonyitds. Az elséd alak bizonyitisa: A F = [{1] matrix hatvdnyai mind Fibonacci
szamokbdl allnak, legalabbis az elsé néhanyuk tantsaga szerint:

o1l o 1 1] s (1 2] u (23] 5 35
e O Rl P P i FR A P P A

IP1. Barték Béla Zene hiiros hangszerekre iit6kre és cselesztara cim{i miive elsé tételének szerkezete
a Fibonacci-sorozatra épiil.

2Az OEIS (The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences) katalégusban az A000045-6s sorszamot
viseli. A http://oeis.org/A000045 oldalon hatalmas mennyiségli matematikai érdekesség van felsorolva.
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Teljes indukcioval konnyen igazolhato, hogy

n __ Fn—l Fn o
F _{Fn Fnﬂ]’ n=0,1,2,...,

ugyanis az allitds n = l-re igaz (n = O-ra is az F_; = 1 értékkel), és 6roklodik n-rol
n + 1-re:

Fn+1: Fn—l Fn 0 1 _ Fn Fn—1+Fn _ Fn Fn+1
Fn Fn+1 11 Fn+1 Fn+Fn+1 Fn+1 Fn+2 '

fgy F" mellékatlébeli elemei valéban F,-nel egyenlék. Megjegyezziik, hogy a hatvanyozas
az n bindris alakjabol ismételt négyzetre emelésekkel gyorsan szamolhaté. Nevezetesen ha
n bindris alakjéban a by, bs.. .., by indexti jegyek az 1-esek, akkor F" = F2"F2? F2*,
ami legfoljebb 2log, n matrixszorzast igényel.

A mdsodik alak 1. bizonyitdsa: Matrix hatvanya a diagondlis alakbdl még gyorsab-
ban szamolhato, igaz itt mar nem csak egészekkel kell szamolni, viszont igy megkapjuk
a tételbeli masodik képletet is. F karakterisztikus polinomja 2?2 — x — 1, melybdl F sa-
jatértékei Ao = 2(1 £ +/5) és a hozzdjuk tartozé sajitvektorok x;» = (1, 3(1 £ v/5)).
Innen F” sajatfelbontasat hasznélva kapjuk, hogy

S S U I R A S R O
Fi=\1s 1-v5 0 1=vB| |15 1-V5
2

2

ami az

[ 11 ]‘1 1 [ g
1+2¢5 172\/5 V5 1+v6 4
behelyettesitése utan a tételbeli képletet adja (elég csak a szorzatmétrix elsé sordnak

méasodik elemét kiszamolni).
2. bizonyitas: Az el6z6tol csak kissé eltéré megoldashoz jutunk, ha észrevessziik,

hogy
F, | |0
)=l

Az x; és xy sajatvektorok bazist alkotnak R?-ben, igy a [9] vektor el6dll azok lineéris
kombindcidjaként, azaz létezik olyan ¢; és ¢y konstans, hogy [9] = ¢1x1 + cox2. Megold-
juk ezt az egyenletrendszert (ez itt az eléz6 megoldasbeli métrixinvertalasnak megfelelé
1épés), a megoldds ¢; = —cy = 1/4/5. [gy folhasznalva, hogy F"[9] = 1 \Ix1 + co\ixo,
behelyettesités utan ezt kapjuk:

-3 (57) e -5 (57) L)

23




Itt csak az els6 koordinatat kiszamolva, a tételbeli allitast igazoltuk.

3. bizonyitas: Utolsé bizonyitasunk igen szép linedris algebrai gondolatra épiil. Te-
kintsiik az Osszes s,11 = s, + s,_1 rekurziv Osszefiiggést kielégitd sorozatot. Minden
ilyen sorozatot egyértelmiien megad elsé két eleme (sq és s1), igy e sorozatok egy 2-
dimenzids vektorteret alkotnak. E térben olyan sorozatokat keresiink, melyek explicit
moédon is konnyen megadhatok. Ha talalunk két ilyen fiiggetlen sorozatot, akkor azok
linedris kombinacidjaként a Fibonacci sorozatot elééallitva, arra is explicit alakot kapunk.
Prébalkozzunk mértani sorozattal, tekintsiik az 1, r, 72,...sorozatot. A rekurziv ossze-
fliggés szerint r* = r + 1 (nem véletleniil ez épp az el6z8 megolddsokban is megkapott
karakterisztikus egyenlet). A rekurziv egyenlet az Osszes tobbi elemre is teljesiil, hisz
ebbdl "t = " 4 =1 A mésodfoki egyenlet megolddsai épp az el6z6 megolddsokban
kapott sajatértékek: rio = (1 £+V/5). Az 1, r, r},..., és az 1, ry, 73,... sorozatok
linearisan fiiggetlenek. Az

(F,)=1(0,1,1,2,3,...) = 01(177“1,7“f,7":1)’,r‘11, )+ 02(1,7“2,7'5,7’;’,7’3, o)

linearis kombinacié konstansainak meghatarozasahoz elég csak az els6 két-két koordina-
tak Osszevetése, ahonnan épp az el6z6 megoldasban kapott egyenletrendszerre jutunk,
azaz c; = —cy = 1/4/5, ami ismét a tételbeli Gsszefiiggést adja. O]

A lampacskas jaték A 80-as évektdl kezdve tobb véltozatban, egymastol részben
fiiggetleniil is tobben kitaldltak és meg is valdsitottak olyan jatékokat, amelyek vilagitani
is képes nyomogombokbdl élltak. A nyomoédgombok megnyomasukra megvaltoztattak
sajat, és szomszédaik (vagy valamilyen egyéb mddon definidlt egyéb lampak) allapotét,
vagyis ha azok épp vilagitottak, akkor kialudtak, ha nem vilagitottak, folgyulladtak.

A legnépszeriibbé egy , Lights Out!” nevii jaték valt a 90-es évek végén, amely egy
négyzetracsra 5 x 5-0s alakban elhelyezett 25 gombbdl allt, és barmely gomb megnyo-
masara rajta kiviil a folotte, alatta és mellette 1év6 gombok véltottak allapotukon. A
feladvany az volt, hogy induldskor néhany lampa égett, amiket le kellett kapcsolni tgy,
hogy végiil a 25 lampa egyike se égjen. E jatékot Mérd Laszlé talalta ki, és 83-ban be
is mutatta XL25 néven egy Nemzetkozi Jatékvasaron, de abbdl akkor nem lett termék.
Azon a jatékon volt egy olyan valtozat is, melynél egy gomb a téle lougrasnyira 1évé lam-
pak allapotat valtoztatta. Ma a jaték tobb verzidja fut online formaban az Interneten
és okostelefonokon. A teljesség igénye nélkiil néhanyat felsorolunk az egyéb valtozatok
koziil:

e  Button Madness”, ahol a szomszédsag a hataron atnyilik és a szemkozti oldalon
folytatodik, ez olyan, mintha a jatékot egy toruszon jatszandnk,

e  Gamze”, ahol a lampak rombuszalakban vannak elhelyezve,

e . Lights Out 20007, ahol a lampédknak nem két, hanem harom allapotuk van (ki-
kapcsolt, piros, zold),
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1.7. 4bra. Hérom jatékvaltozat grafja: (a) az eredeti véaltozat (XL25, Lights Out!), (b)
térusz-valtozat (Button Madness), (¢) a 16ugrasos valtozat (XL.25)

e _Lights Out Cube”, ahol a lampak egy 3 x 3 x 3-as kocka oldalain vannak,
e Orbix”, ahol a lampéak egy dodekaéder csticsaira vannak helyezve,

e _Merlin”, ami a hetvenes években jelent meg, 3 x 3-as tablan kellett jatszani, és
valdszintileg a legels6 megjelent lampas jaték lehetett.

A jaték mindegyikéhez hozzarendelhetd egy graf, melyben a csticsok a gombok, és két
csucs akkor van oOsszekotve, ha egyik megnyomasara a masik megvéaltoztatja allapotat.
A jaték szabalyai szerint minden csticsra kéne rajzolnunk egy hurokélet is, mert minden
gomb megnyomasara a sajat allapota is megvéltozik, de az egyszertiség kedvéért ettol
eltekintiink. Ekkor a jaték harom véltozatanak grafja az 1.7. dbran lathaté mdédon néz
ki.

A tovabbiakban csak az elsd véltozattal foglalkozunk, a tébbi hasonlé modon vizs-
galhatd. Eldszor irjuk fel a graf szomszédsédgi (adjacencia-) métrixat. Ez egy 25 x 25-0s
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a) adbran lathaté.

-~

matrix lesz. Jelolje A. A graf csticsainak szamozasa az 1.7.
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Vildgos, hogy a jatékban egy gomb paros sokszori megnyomasa olyan, mintha egyszer
sem nyomtuk volna meg, mig paratlan sokszori megnyomasa egy nyoméssal ekvivalens.
Eszerint a nyomasok szamat modulo 2 szamolhatjuk, vagyis Fy elemeivel. Mésrészt a
fenti matrix is tekintheto Fy f616tti matrixnak, melynek i-edik oszlopa azt adja meg, hogy
az i jelll gomb megnyomasdra mely ldmpék allapota véltozik meg. Jeldlje x € F3® azt
a vektort, melynek x; koordinataja akkor 1, ha az ¢ gombot paratlan sokszor nyomtuk
meg, és akkor 0, ha paros sokszor. E jelolésekkel Ax azt a vektort adja eredményiil,
melynek i-edik koordinatdja akkor 1, ha az ¢« gomb allapota az x vektor szerinti gombok
megnyomasa utan megvaltozik, és akkor 0, ha nem. Természetesen a szamitasokat Fo-ben
végezziik. Eszerint, ha kezdetben a lampak allapotat egy b vektor irja le (b; = 1, ha az i
lampa ég, b; = 0, ha nem), akkor e lampak pontosan akkor kapcsolhaték le, ha van olyan
x vektor, melyre Ax = b. Példaul ha minden lampa ég, akkor az Ax = 1 egyenletet
kell megoldani, ahol 1 = (1,1,...,1) € F%. Ehhez hozzuk A-t redukalt lépcsds alakra.
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E szdmolas elemi, bar kissé hosszadalmas (a komputer viszont gyorsa szamol)

R =rref(A) =
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A redukalt 1épcsds alakbdl a jatékra vonatkozoan is tobb minden leolvashato:

e Az A matrix nem invertalhatd, tehat az Ax = b egyenlet nem oldhaté meg minden
b vektorra, tehat nem minden feladvany oldhaté meg.

e Az A rangja 23, tehdt A magterének dimenziéja 25 — 23 = 2.

e Eszerint az Ax = 0 homogén egyenlet megoldasai 2-dimenzids teret feszitenek ki.
A megoldésok el6 is allithaték a fenti alakbdl:
x = su+ tv, ahol
=(0111010101110111010101110),
= (1010110101000001010110101),

Ez az altér osszesen négy vektorbdl all, a nullvektorbdl, a fenti képletbeli két vek-
torbdl, és azok Osszegébdl, azaz az

u+ v =(1101100000110110000011011)

vektorbdl. Ezek a vektorok tehat azokat a mintakat irjak le, amelyek nem valtoz-
tatjak meg egyetlen lampa allapotat sem. E harom vektornak az 1.8 abran lathato
mintak felelnek meg.
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e

az u vektor a v vektor az u + v vektor

1.8. abra. A nulltér elemei, azaz azok a mintak, amelyek nem valtoztatjak a lampak
allapotét (a nullvektorhoz tartozé esetet kivéve, amikor egyik gombhoz sem nytlunk).

e Az R matrixban 6sszesen 5 olyan sor van, amelyben csak egyetlen 1-es szerepel.
Ez azt jelenti, hogy csak 5 olyan ldmpa van, amely leolthaté a tobbi allapotdnak
megvaltoztatasa nélkiil. Ez az 6t lampa a 7, 9, 13, 17, 19 jelii.

e Az A szimmetrikus, igy sortere és oszloptere megegyezik, az A és az R sortere
ugyancsak megegyezik, hisz az elemi sormitiveletek nem valtoztatjak a sorteret. Az
R sorainak 6sszege pedig az 1 vektort adja, tehat 1 benne van az A oszlopterében,
és 1gy az Ax = 1 egyenlet megoldhaté. A megoldasok szama négy, amit ugy kapunk
meg, hogy az egyenlet egy megoldasahoz hozzaadjuk a homogén négy megoldasat.
E megoldasok az 1.9 dbran lathatok.

X X+ u X+ Vv X+u+v

1.9. abra. A négy megoldés

Ha az a kérdés, hogy néhany lampa ég, hogyan kapcsolhatok le, akkor legegysze-
riibb, ha csak az els6 23 lampara szoritkozunk. Az A matrix bal fels6 23 x 23-as része
invertalhato, inverze konnyen megkaphaté példaul a szokésos sorlépcsos alakra hozassal:

rref[Agzxs|Tas] = [X|Ias)]
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Az inverz
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Ezzel a matrixszal ugyan csak az els6 23 lampara kapunk megoldast, viszont épp azt
kapjuk a 4 megoldas koziil, amelyikben az utolsé két gombot nem kell megnyomni.

Ha az Olvasénak nem is kellett végigkovetnie a szamolast, elhihette, hogy a fenti A
szomszédsagi matrix esetén az Ax = 1 egyenlet megoldhaté. Meglep6 azonban, hogy
ez tetszéleges graf esetén is igaz, azaz tetszéleges szimmetrikus A matrixra, melynek
foatléjaban minden elem 1.

1.17. Tétel Legyen A eqy tetszoleges, de minden csucsaban hurokélt tartalmazo graf
szomszédsagi mdatriza, azaz legyen A eqy szimmetrikus, fodtlojaban 1-eket tartalmazo
matrix. Fkkor az Ax = 1 egyenletrendszer megoldhato Fy folott.

Ez a kovetkezovel ekvivalens: ha a lampacskakat egy tetszoleges graf csucsaiba
tessziik, és barmely csticsban 1év6 lampacskat megnyomva az, és annak 6sszes szomszéd-
jaban 1évé lampacska allapotot valt, akkor minden lampacska leolthatd, ha kezdetben
mindegyikiik égett.

Bizonyitis. Az Ax = 1 egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha az 1 vektor
benne van az A matrix oszlopterében, ott pedig pontosan akkor van, ha az 1 vektor
merSleges AT nullterére. Eszerint tehat azt kell igazolnunk, hogy ha ATx = 0, akkor
1Tx = 0. Ha ATx = 0, akkor x"Ax = 0. M4srészt megmutatjuk, hogy x'Ax = 17x,
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ami igazolja, hogy 1Tx = 0. Az aldbbi egyenléségek helyességét utébb indokoljuk:

n n
XTAX:E E LT

i=1 j=1

= zn: aum? (L.7)
i=1

i=1
= 1"x. (1.9)

Az (1.7) egyenléség azért igaz, mert A szimmetrikus, igy a kvadratikus alak vegyes
tagjai kiesnek, hisz Fo-ben barmely z-re v + x = 0, igy x;a:57; + xja;7, = 20,575 +
zia;;2; = 0. Mdsrészt Fo-ben minden z elemre x? = z, hisz 0 = 0, 12 = 1, ami igazolja
az (1.8) egyenléséget. Végiil a;; = 1 minden i-re, hisz A {64tl6ja csupa 1-esbél 4ll, amibdl
kovetkezik (1.9). O

1.4. Markov-lancok

Szamtalan olyan folyamattal talalkozhatunk, melyeknél egy adott rendszer kovetkezo
allapota csak a pillanatnyi allapot fiiggvénye, a multé nem. E — Markov-lancoknak neve-
zett — folyamatokra mi is mutatunk példat a webes dokumentumok rangsorolasardl szolé
fejezetben (1d. 111. oldal), de szdmtalan hasonlé modellel taldlkozhatunk a populdcidk
fejlédésének, bizonyos kémiai, termodinamikai vagy gazdasagi folyamatok vizsgdlataban,
tomegkiszolgalasi és sorbandllasi rendszerekben, statisztikdban.... E rovid fejezetben
megprobaljuk mélyebb valdszinliségszamitdsi ismerettel nem rendelkezok szamara is ért-
het6vé tenni e téma alapfogalmainak linearis algebrai kapcsolatait.

Markov-lanc és linearis algebrai modellje Tekintsiink egy kisérletet, melynek meg-
szamldlhatéan sok kimenetele van (azaz véges, vagy megszamlalhatéan végtelen). Azt
mondjuk, hogy e kimenetelek sorozata Markov-lancot alkot, ha minden kimenetel csak
annak fiiggvénye, hogy mi volt az el6z6 kisérlet kimenetele, annak viszont nem, hogy
mik voltak a korabbi kimenetelek. A Markov-lancnak tehat nincs memoridja. A valészi-
niiségszamitas nyelvén az elozéeket igy irhatjuk le:

1.18. Definicié (Markov-lanc) Legyen S egy megszamldalhato halmaz, az egyszeriiség
kedvéért legyen S = {1,2,...,N }, vagy S = N. Az §-értéki; valdsziniiségi vdltozdk egy
Xo, X1, Xo,..., X,,... sorozata diszkrét paraméterti homogén Markov-lanc, a tovdbbi-
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akban egyszeriien Markov-ldnc, ha

P(Xn+1 = j | Xn = i,Xn_l == k7 .o ,XO == g) == P(Xn+1 :j | Xn == Z) és (110)
P(Xpp1 =J | Xo=1) =P(X1=j | Xo =1) = pij, (1.11)

Az S halmazt a Markov-lanc allapotterének nevezziik.

A | diszkrét paraméter” kifejezés a valdszintiségi valtozok indexeire vonatkozik. Az (1.10)
osszeftiggést Markov-tulajdonsagnak is nevezik. Az (1.11) osszefiiggés azt fejezi ki, hogy
az sem szamit, melyik kisérletrél van sz6 (azaz a folyamat idoben homogén). Tehat a p;;
annak valdszintisége, hogy egy kisérlet kimenetele 7, feltéve, hogy az el6z6 i volt.

A definicié kovetkezménye, hogy a jelen allapot ismerete alapjan, a mult ismerete

nélkiil ,megjosolhato” a jovo utja. Ha adva van allapotok egy g, %1, 22,- -, tm_1, im
sorozata, akkor kiszamolhato, hogy ha az n-edik allapot i¢, akkor mennyi az esélye, hogy
a kovetkezo allapotok épp az iy, 19,..., tm_1, &, sorozatot adjak:

]P)(Xn—i-m - ima Xn+m—1 - im—la cee 7Xn+2 = i27 Xn+1 = il | Xn = 2.0)

- P<Xn+m — Zm | Xnerfl - ’imfl) e ]P(XnJrz - ’iQ | Xn+1 — i1>P<Xn+1 - il | Xn — Zo)

= PigirPivia « - - Pipp_1im-

(1.12)

A legels6 kisérlet eredményére persze e képlet nem hasznélhaté. A folyamat ismeretéhez
ezt is meg kell adni: jeldlje pg = (p1,po,...) a kezdeti valdszintiségeloszlds vektorat,
ahol p; = P(Xy = i). E vektor elemei nemnegativ szdmok, melyekre > . p; = 1. A
P = [pi;] egy |S| x |S|-es matrix, melyet az atmenetvalészintiségek mdatrixdnak, vagy
atmenetmdtriznak neveziink. A kezdeti allapotbdl a j-be valo jutds valdszintisége

P(X, =j) = ZP(Xl =j| Xo=1)P(Xo=1) = Zpijpi = [po Pl

tehat a mdsodik &llapot eloszldsvektora pdP. Hasonloképp a kiovetkezéé (pjP)P =
po P?, és igy az n-edik allapot valészinfiségeloszlasa p] = pgP". Ezt azt jelenti, hogy
idotol fiiggetleniil, barmely allapotbdl az m 1épéssel késébbi allapotra vald attérés mat-
rixa P, azaz P(X,4p, = j | X, = 1) = [P™];;. Ha tehat p az éllapotok pillanatnyi
valdszintiségeloszlasa, akkor m 1épéssel késébb pTP™ lesz.

A Markov-lanc linearis algebrai fogalmakkal valé leirasat a kovetkezo tétel biztositja:

1.19. Tétel Ha S egy megszdmlalhato halmaz, p eqy valosziniiségeloszlis S-en, és P egy
|S| % |S| méreti (sor)sztochasztikus mdtriz, akkor létezik olyan S dllapotterd Markov-
lanc, melynek kezdeti eloszldsa p, és atmenetmdtriza P.
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Bolyongas egy grafon Az (1.12) képlet lehet6vé teszi, hogy minden Markov-lédnc
modellezheto egy silyozott éli iranyitott grafon valé bolyongassal. A graf csicsai az
allapotok, és az i-edik csticsbdl akkor vezet egy p;; sulyd él a j-edikbe, ha P(X; = j |
Xo = 1) = pij, azaz az i-edik allapotot p;; valészintséggel koveti a j-edik. A bolyon-
g6t — legyen az mondjuk egy programozott robot — letessziik a graf egyik cstcsara a
kezdeti p valdszinliségeloszlas szerint. A robot idGegységenként korbenéz, és a kifutd
élekre irt valoszintiségeknek megfeleloen véletleniil valaszt koziiliik, majd a kivalasztott
élen atgurul a kovetkezo csucsba. Ha egy hurokélt valaszt, helyben marad. Mivel P
sorsztochasztikus, e graf minden csticsabdl kifuté élek sulyainak osszege 1.

Néhany egyszerti példa A kovetkezd példdkban felrajzoljuk a Markov-lanc grafjat,
és felirjuk atmenetmatrixat! A példdk kapcsan a kés6bbiekben a kovetkezo kérdésekre
keressiik majd a valaszt, némelyiken mar most érdemes elgondolkodni!

e Ha a folyamatot sokaig figyeljiik, azaz rendre kiszamoljuk a p] = pgdP,, eloszlds-
vektorokat, ezek sorozata konvergens-e, azaz létezik-e a lim,, ,.. p,, hatarérték?

e Ha ez nem létezik, 1étezik-e e vektorok atlaganak hatarértéke, azaz létezik-e a

i Po+P1+ .. .Pm-1
im

m—00 m

hatarérték fiiggetleniil po értékétdl? Egyszertien fogalmazva hosszu ideig figyelve a
folyamatot, megmondhaté-e, hogy mennyi egy-egy allapotba keriilés valdszintisége
fiiggetleniil az indul6 allapottol?

1.20. Példa (Id6jarasmodell) Megfigyelések szerint a deris és boris napok gy valtjdk
eqymdst, hogy dertist 80% eséllyel derts, mig borist 60% eséllyel boris nap kovet.

Megoldds. Az atmenetmatrix

0.8 0.2
b= {0.4 0.61

A folyamat grafja az 1.10 abran lathato.

0.2

0.8 W 0.6
0.4

1.10. abra. Az id6jaras valtozasa

32



1.21. Példa (Cson-cson gylirii) Pdros sok gyerek kérben il, egyikik kezében rejtve
eqy gyurid. Egy gyermekdal ritmusdra mindenki gy tesz, mintha eqyik szomszédja kezébe
adnd a gyirit. A Markov-lanc dllapota legyen az, hogy kinél van a gyird (a jdték célja,
hogy eqy kivilallo ezt kitaldlja, de ez most mellékes). Tegyiik fel, hogy minden jdatékos
a szomszédjai irdnti szimpdtia fix mértéke szerinti valosziniséggel, véletlentil valasztva
adja dt a gyirit. Mi torténik, ha van olyan jdtékos, aki mindig jobbra, és olyan is, aki
mindig balra adja a gytrit?

Megoldds. A Markov-lanc atmenetmétrixdban legyen a;,—1 = p;, a;;41 = 1 — p;, ahol
pi €[0,1], ési=1,2,...,n, azaz

[0 1—p 0 0 0 pi]

D2 0 1—po 0 0 0

P = 0 P3 0 1—p3 0 O
_1—pn 0 0 0 cer DPn 0_

Mivel a résztvevok n szama paros, ezért minden lépésben valtozik a Markov-lanc alla-
potanak paritdsa (a jatékos sorszamanak paritdsa), igy a p,, vektorok hatarértéke nem
1étezik, hisz p,,-ben paritastol fiiggden vagy a paros, vagy a paratlan indextii koordinatak
egyenlok 0-val.

Legyen példaként egy 6-f6s jaték matrixa a kovetkezo:

0100 0 0]
13000
001010 -
EEENE
3 00 0 35 0

A grafjat az 1.11 dbra mutatja. Latszik, hogy ha a gyfir(i egyszer az {1, 2,3} halmazba
keriil, onnan t6bbé nem jut ki, mésrészt ha egyszer elhagyja a {4,5,6} halmazt, oda
tobbé nem tér vissza.

1.22. Példa (Ki nevet a végén?) Egy leegyszeriisitett dobdkockds tdbldas jatékot vizs-
galunk. A tdbldn a Starttol a Célig ot tovdbbi mezdé van. A jatékos dob, majd annyit
lép a Cél felé, amennyi a dobds eredménye, de ha nagyobbat dob, mint amennyi a célba
éréshez sziikséges, vissza kell fordulnia. Akkor ér a Célba, ha épp ott fejezi be a lépéseket.
A tdbla az 1.12 dbrdn ldthato.
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1.11. abra. Cson-cson gytri olyan jatékosokkal, akik csak egy oldalra adjak a gytiriit.

Start 1 2 3 4 ) CEL

1.12. dbra. Egy leegyszertisitett ,Ki nevet a végén?” jaték tablaja.

Megoldas. A jaték grafikonja és atmenetmatrixa megkonstrualasakor csak azt kell észre-
venni, hogy a célbdl valé visszalépések miatt egyik mez6rél a masikra 1épésnek 1/6 vagy
2/6 lehet a valészintisége. A jatékhoz tartozé atmenetmdtrix

| =
O DD DO OO O
_ o O O O
O == OO ==
O = =
O = = NN =
O = NN NN
e )

0 6

A kezdeti eloszlas kotelezéen (1,0,0,0,0,0,0), és a Start-ba sosem jutunk vissza (1d. 1.13
abra). Gyermekkori ismereteink alapjan azt sejtjiik, hogy a jatékos 1 valésziniiséggel
véges id6n belill CEL-ba ér, ezért az allapotvektorok hatérértéke (0,0,0,0,0,0,1). O

Az allapotok osztdlyoziasa Azt mondjuk, hogy az i allapotbdl a j elérhetd (jelolése
i — j), ha van olyan n > 0 egész, hogy P(X,, = j | Xo =) > 0. Az n = 0 lehet&sége azt
jelenti, ¢ mindig elérheté i-bol. Az elérhetéség algebrailag azt jelenti, hogy van olyan n,
hogy [P"];; > 0, a grafon pedig azt, hogy van irdanyitott Ut az ¢ csticsbdl a j-be (itt i-bol
i-be a 0 hosszisagu utat is megengedjiik az n = 0 esetnek megfeleléen).
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1.13. dbra. A dobdkockés tablds jéték grafja. A sziirke élekhez ¢, a kékekhez Z, mig a
piroshoz 1 valészinliség tartozik.

Azt mondjuk, hogy az i és j allapotok érintkeznek, vagy kozlekednek (i <+ j), hai — j
és j — i. E relaci6 ekvivalenciarelacié, hisz reflexiv (minden i-re ¢ <> ), szimmetrikus
(ha i <> j, akkor j < i) és tranzitiv (ha i <> j és j <> k, akkor ¢ <> k), igy osztdlyozza
az allapotokat. Egy osztalyba keriilnek az egymassal érintkezo allapotok, két kiilonb6zo
osztdly allapotai kozt (legfeljebb) csak egy irdnyban lehet kozlekedni®. Az egyszertisitett
,Ki nevet a végén?” jatékban harom osztaly van, a Start, a Cél, és a harmadik osztalyba
tartozik a tobbi allapot. (Ebben az osztdlyban nem vezet irdnyitott él 2-bél 1-be. El lehet
jutni 2-bél 1-be?) A ,Cson-cson gylirii”-ben két osztaly van, az {1,2,3} és a {4,5,6 }.

Egy Markov-lanc irreducibilis, ha egyetlen osztalybdl all, azaz barmely elemébdl bar-
melyikbe el lehet jutni. Ez a grafok nyelvén azt jelenti, hogy a lanc grafja erésen Ossze-
fiiggd. A Markov-ldnc irreducibilis, ha dtmenetmétrixa irreducibilis, azaz minden (i, )
péarhoz van olyan m, hogy [P™];; > 0. (Ebb6l nem kovetkezik, hogy van olyan m is, hogy
P™ > O, azaz nem kovetkezik, hogy P primitiv matrix!) A Markov-lanc reducibilis, ha
nem irreducibilis. Ekkor atmenetmatrixa is reducibilis. Az Idgjarasmodell irreducibilis,
a ,,Cson-cson gytri” és a ,Ki nevet a végén?” reducibilis.

Az i allapot d; periddusa azon kisérletek sorszamanak legnagyobb kozos osztdja, ame-
lyekben a Markov-lanc az ¢ allapotbdl indulva visszatérhet i-be, azaz

d;i =Inko{n>0:P(X,=i|Xo=1i)>0}.

Példaul a ,,Cson-cson gylrt” jaték mindegyik allapotanak 2 a periddusa. Az éllapot
aperiodikus, ha d; = 1. A Markov-ldnc aperiodikus, ha minden allapota aperiodikus. Az
,ldojarasmodell” és a ,Ki nevet a végén?” aperiodikus.

Az i dllapot visszatérd, ha a Markov-lanc az i-bol indulva 1 valdszintiséggel visszatér

az i-be, azaz
In>0:PX,=i|Xo=1)=1.

3Az osztalyok kozt futé élek az osztalyokon parcidlis rendezést adnak meg, azaz egy reflexiv, anti-
szimmetrikus és tranzitiv relaciot.
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Egy allapot dtmeneti, ha nem visszatéro.

A | Cson-cson gytir” { 1,2, 3 }-beli allapotai visszatérok, a {4, 5,6 }-beliek dtmeneti-
ek. Altaldban is igaz, hogy a visszatérés, az dtmenetiség és a periédus tn. osztalytulaj-
donsag, azaz egy osztaly minden elemére azonos.

1.23. Allit4s Eqgy véges dllapotteri Markov-lancban eqy osztaly pontosan akkor dtmene-
ti, ha grdafjan vezet ki belole €l, és pontosan akkor visszatérd, ha nem. Ha a Markov-lanc
elhagy egy dtmeneti osztdlyt, akkor oda t6bbé nem jut vissza, ha belép eqy visszatéro osz-
talyba, akkor onnan tébbé nem tud kijonni. Minden Markov-ldnc dallapottere diszjunkt
atmeneti és visszatéro osztalyok unioja.

A, ,Cson-cson gylirti” és az Idéjaramodell allapotai egyetlen visszatérd osztalyt alkot-
nak, mig a ,Ki nevet a végén?” jaték két dtmeneti és egy visszatéro osztaly unidja.

Irreducibilis Markov-lancok A tovabbiakban kizardlag csak véges allapotterit Markov-
lancokkal foglalkozunk.

1.24. Definicié (Stacionarius eloszlas) A P dtmenetmdtrizi véges Markov-ldnc dl-
lapotterén értelmezett valamely 7 eloszldsvektort staciondriusnak nevezziik, ha ©'P =

ml.

A nemnegativ matrixok Perron—Frobenius-elméletébdl tudjuk, hogy primitiv matrix-
ok hatvanyainak hatarértéke megegyezik a jobb és bal Perron-vektor diadikus és skaléris
szorzatanak hanyadosaval. Mivel egy n X n-es atmenetmatrix jobb Perron-vektora %1,
ahol 1 a csupa-1 vektor, ezért ha 7 jeloli a bal Perron-vektort, akkor

(1/n)mT

lim P" =L —1x"'
mesoo A/n)Tm
ugyanis 177t = 1. Ebbdl azonnal adédik, hogy
lim p,, =, (1.13)

m—r o0

ugyanis tetsz6leges py eloszldsvektorra pj1 = 1, igy

- T _ Tpm _ T4 T _ T
lim p,, = lim pyP" =pyln’ =m".
m—ro0 m—r0o0

Az Id6jarasmodell esetén a P = [§ 2] &tmenetmédtrix primitiv, az 1 sajatértékhez tartozd

bal sajatvektora, s vele a staciondrius eloszlas w = (2/3,1/3), vagyis a napoknak 2/3-a
dertis. Masrészt )

1]

3

A [ Ki nevet a végén?” atmenetmatrixanak bal sajatvektora fejben szamoldssal is ellen-
érizhet6, hogy 7 = (0,0,0,0,0,0,1) = ey, igy az allapotvektorok hatérértéke az (1.13)
egyenlGség szerint e, vagyis valéban a CEL-ban végziink (1 valdsziniiséggel).

lim P™ = {
m—00

SSIINUN TN
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Irreducibilis és imprimitiv Markov-lancok Ha P irreducibilis ugyan, de imprimi-
tiv, mint példaul a ,,Cson-cson gytirti”-nél, akkor létezik ugyan stacionarius megoldas,
de az nem az allapotvektorok hatarértéke. Ugyanakkor a stacionéarius vektor i-edik ko-
ordinatdja — itt is, mint a primitiv esetben — megadja, hogy a Markov-lanc ,idejének”
atlagosan héanyad részét tolti az i-edik allapotban.

Az allapotvektoroknak ugyan nincs hatarértékiik, de atlaguknak igen, és az épp a
stacionarius vektor, ugyanis a pozitiv matrixok elmélete szerint

I+P+P24 ... P!
i — = Tt — 17,
m—»00 m

amibodl azonnal adodik, hogy

L Po+Pi+ -+ Pm1
11m =TT

m—0o0 m

Bar altalaban nem egyszerii folirni a ,,Csén-cson gylrti” atmenetmatrixdnak bal sajat-
vektorat, a konkrét 6 f6s esetben a jaték természetébdl is kitalalhaté, és kdnnyen ellen-
Srizhetd, hogy = = (1,1,1,0,0,0). Ebbdl ldtszik, hogy az dtmeneti osztdlyban toltott
ido elenyészik a visszatéro osztalyhoz képest, hisz ha egyszer kilép onnan, t6bbé nem tér
vissza.
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2. fejezet

Linearis programozas

A linearis programozas az alkalmazott matematika talan legtobbet hasznélt teriilete.
Része az operacidkutatasnak, mely Osszetett gazdaséagi, allamigazgatési, miiszaki, katonai
kérdések megvalaszolasahoz, az optimalis dontések meghozatalahoz nyujt segitséget, és
altalaban szamitastechnikai eszkozok hasznéalatat igényli. A linedris programozas nevét
onnan kapta, hogy az itt szereplo fiiggvények linedrisak, az eredmények pedig tipikus
esetben a teendok tervezésében, programozasaban lesznek hasznalhatok.

2.1. Bevezetés

A linedris programozas alapfeladata egy linearis egyenlétlenségrendszer olyan megolda-
sanak megkeresésébdl all, melyben valamely ugyancsak linearis célfiiggvény extremaélis
értéket vesz fel.

Kezdjiik egy fejben is megoldhato feladattal. Ajandékot szeretnék vasarolni két roko-
nomnak. Bedval abban maradtunk, hogy nem kolthetiink az egymasnak szant ajandékra
3000 Ft-nal tobbet. Barmennyiért is veszek neki ajandékot, nem lenne jé, ha Adélnak
tobb, mint 1000 Ft-tal dragabbat vennék. Adél kevésbbé érzékeny, de azért a Beanak
vett ajandék se legyen 2000 Ft-nél tébbel dragabb. Mennyi pénzt vigyek magammal a
vasarlasra?

Geometriai szemléltetés két valtozo esetén Legyen az Adélnak vett ajandék ér-
téke 1000 Ft-ban mérve x1, a Beanak vetté pedig x5. Annyi pénzt kell magammal vinni,
amennyi x1 + xo értéke legfoljebb lehet. Tehét a kétvaltozos z = x1 + x5 fiiggvény ma-
ximumat keressiik. A feltételek egyenlotlenségek formajaban fejezhetok ki, pl. azt, hogy
Adél ajandéka legfoljebb 1000 Ft-tal lehet dragabb Bea ajandékénal az x; — xo < 1
egyenlStlenség irja le (1000 Ft-ban mériink mindent). A feladat képletekkel igy irhaté
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le:

zZ = X1 + Ty — max

A feladatot eloszor grafikusan oldjuk meg. Mindegyik egyenlGtlenség egy-egy félsikot
hataroz meg, melyek metszete egy konvex sokszog. E sokszogbe tartozd pontok azok,
amelyek kielégitik az egyenlétlenségek mindegyikét. Ezeket lehetséges megolddsoknak
nevezziik (Id. 2.1 4bra).

L/q’ L/\
f»
% $ p &Y
x> 0 /rg)\ N

$2<3

.’132}0

2.1. dbra. A lehetséges megoldasok halmaza

Szemléletesen vilagos, hogy a maximalizalandé fiiggvény — az un. célfiiggvény — szél-
sOértékét valamelyik csicspontban veszi fol. A 2.2 abra a sokszog csucsain athaladé,
x1 + To = const egyenletli egyeneseket mutatja. Tekinthetjiik ugy, hogy az x; + x5 =0
egyenest normalvektoranak iranyaba toljuk addig, mig a maximalis értékét el nem éri. Az
abrarol tehat leolvashatjuk az eredményt: a maximum 7, azaz 7000 F't-ot kell magammal
vinnem.

LP-feladat A gyakorlati feladatokban nem csak azonos iranyt egyenlotlenségek, ha-
nem mindkét egyenlotlenség és egyenloség is szerepelhet, a valtozék pedig nem csak
nemnegativak, de el6jelkorlatozatlanok is lehetnek.

2.1. Definicié (LP feladat) Linedris programozasi feladaton olyan tébbvdltozds opti-
malizaldsi feladatot értink, melyre a kovetkezok igazak:
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2.2. dbra. A célfiiggvény értékei a sokszog csiucsaiban

1. Az optimalizdlandé (mazimalizdlandé vagy minimalizdlandd) figguény
f(@1, 20, .. @) = 121 + oo+ -+ Cpr, = C'X
alaki, ahol ¢ konstans vektor.

2. A waltozok kielégitik a korlatozo feltételeket, melyek mindegyike vagy valamilyen
iranyd nem szigori egyenldtlenség (< vagy =) vagy egyenldség, és amelynek bal
oldaldn a vdltozok eqy linedris fiigguvénye, jobb oldaldn eqy konstans dll.

3. A wdltozok mindegyike vagy nemnegativ, vagy eléjelkorlatozatlan, azaz tetszoleges
eldjelii lehet.

Az LP feladat geometriai értelmezése FE rovid paragrafusban csak szemléletiinkre
hagyatkozva, a preciz matematikai bizonyitasokat mellézve, attekintjiikk az LP feladat
geometriai értelmezésének alapfogalmait.

Egy a € R" vektorral és b € R valds szammal felirt a’x = b egyenlet egy hipersik
egyenlete, mely egy affin altér, nevezetesen a # 0 esetén egy n — 1-dimenzids altér
eltoltja. Ez egy konvex halmaz. Az a'x < b egyenlStlenséget kielégité pontok egy — az
eléz6 hipesikkal hatérolt — félteret alkotnak. Ugyanez igaz az a'x > b egyenlStlenséggel
megadott féltérre is. (Gondoljuk meg, a hipersik valéban a féltér hatarpontjaibdl all
az analizis hatarpontfogalma szerint is.) A féltér is konvex halmaz, és mivel konvex
halmazok metszete is konvex, ezért egy linedris egyenletekbdl és egyenlétlenségekbol
all6 rendszer Osszes megolddsainak halmaza is konvex. Affin alterek és félterek véges
halmazanak nem iires metszete konvex poliéder. Ez nem feltétleniil korlatos.
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Tekintsiik az a; € R™ vektorokat, és a segitségiikkel felirt

T

a;xsb, 1=12...,m

egyenlotlenségrendszert, ahol < a <, > vagy az = jelek valamelyike. Az altaluk megha-
tarozott poliéder hatdrdn azon pontok halmazat értjiik, melyek a fenti relaciok legalabb
egyikét egyenlGséggel teljesitik, tehat a relaciok altal megadott affin alterek legaldabb
egyikének pontjai. (Természetesen, ha a fenti egyenletek kozt akar csak egy egyenldség
is akad, akkor a poliéder minden pontja hatarpont. Ilyen eset pl. az, ha a 3-dimenzids
térben tekintiink egy haromszoget.) Tehdt a fenti reldcidkkal megadott poliéder egy x
pontja hatdrpont, ha az a]x < b; (i = 1,2,...,m) relaciék mind teljesiilnek, de leg-
alabb egyikiikben az egyenl6ség is teljesiil, azaz valamely i-re a] x = b;. Specialisan, egy
poliéder csucspontjdn olyan hatarpontjat értjiik, mely azoknak a relaciéknak, melyeket
egyenloséggel teljesit, az egyetlen megoldasa. Ha egy n-ismeretlenes egyenletrendszer
egyértelmiien megoldhato, akkor egyenletei kozott van n darab linearisan fiiggetlen, me-
lyeknek ez az egyetlen megoldasa. Ez azt jelenti, hogy X a poliédernek pontosan akkor
csticsa, ha van az indexeknek egy n-elemii I C {1,2,...,m} részhalmaza, hogy a]x = b;,
ha ¢ € I, és ezen a; vektorok linedrisan fiiggetlenek.

A 2.1. definiciobeli LP feladatban szerepld korlatozo feltételek mellett a valtozokra
kirétt nemnegativitasi feltételek kifejezheték a]x > 0 alakban, ha a; valamelyik stan-
dard bazisvektor. igy a fenti geometriai modell teljes lesz, ha tudjuk, hogy a célfiiggvény
hogy viselkedik a poliéder pontjain. Analizisbol tudjuk, hogy a linearis fiiggvény folyto-
nos, igy ha a poliéder pontjain folvett értékei feliilrél korlatosak, akkor a poliéderen van
maximuma. Megmutathatd, hogy a maximalis értékét vagy egyetlen pontban, egy cstcs-
pontban veszi fel, vagy ha tobb pontban is, akkor van koztiik csticspont. Ez azonnal ad
egy modszert az LP feladat megoldasara: tekintsiik az LP feladat korlatozé feltételeibdl
és a nemnegativitasi feltételekbol adodé relaciokat. Legyen ezek szama m. Valasszunk ki
minden leheté modon n relaciét az m-bol, és probaljuk meg megoldani azt az egyenlet-
rendszert, amit a reldciéjelek egyenloségre cserélésével kapunk. Ha az n egyenletbdl allé
egyenletrendszer egyértelmiien megoldhatd, és a megoldas benne van az eredeti poliéder-
ben — azaz kielégiti a ki nem vélasztott egyenlotlenségeket, tehat annak egy csucspontja
—, akkor kiértékeljiik e pontban a célfiiggvényt. fgy megtalaljuk azt a csicspontot, ahol
a fiiggvény a maximalis értékét veszi fol. Ezt a megoldasi médot kovettiik a 2.2 dbran
szemléltetett megoldasndl is. Hasonléan jarunk el a minimumfeladat esetén is.

A megoldhatésag esetei A 2-valtozos LP feladaton szemléltethetok a megoldhatdség
kiilonb6z6 esetei.

Koénnyen igazolhatd, hogy egy LP feladat megoldasaira az alabbi négy eset valame-
lyike teljesiil: A feladatnak

1. egyetlen optimalis megoldasa van (a lehetséges megoldasok poliéderének egy csu-
csa),
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2. végtelen sok optimélis megolddsa van (a lehetséges megolddsok poliéderén egy
él/lap/... Osszes pontja),

3. végtelen sok lehetséges megoldasa van, de azok halmaza s rajta a célfiiggvény sem
korlatos, tehat optimalis megoldas nincs,

4. egyetlen lehetséges megoldasa sincs (nem megoldhatd).

Valtoztassunk egy kicsit a bevezetd feladaton: hagyjuk el azt a feltételt, hogy Bea
ajandékara nem kolthetek 3000 Ft-nal tobbet. Vilagos, hogy ekkor barmennyit kolthetek
ajandékra, a lehetséges megoldasok halmaza nem korlatos, ahogy ezt a 2.3 dbra mutatja.

2.3. abra. A lehetséges megoldasok halmaza nem korldtos, és nincs optimalis megoldas

Viéltoztassuk a feladatot a kovetkezdképp: Bedra nem kolthetek 3000 Ft-nal tobbet.
Barmennyiért is veszek neki ajandékot, Adélnak legaldbb 1000 Ft-tal dragabbat szeretnék
venni. Adél érzékenyebb, ezért neki legaldabb 2000 Ft-tal dragabb ajandékot kell vennem,
mint Adélnak. Mennyi pénzt vigyek magammal a vaséarlasra?

Lathato, hogy a feladat ellentmondast tartalmaz, a feltételek mindegyike egyszerre
nem teljesithetd, nincs lehetséges megoldas. A —xq +x9 > 2 és az —x1 + 22 < —1 egyen-
16tlenségek egyszerre nem teljesiilhetnek. Geometriai nyelven fogalmazva, a tekintett
féltereknek (itt félsikoknak) iires a metszete (1d. 2.4 4bra).

Végiil az eredeti feladatbdl azt a feltételt, hogy Beara nem kolthetek 3000 Ft-nal
tobbet, cseréljiik ki arra, hogy Adélra és Bedra osszesen legfoljebb 4000 Ft-ot kolthetek.
A tobbi feltétel véltozatlan marad. Mennyit kolthetek Adélra és Beara Osszesen? A
valaszt az Olvaséra hagyjuk, de a teljesség kedvéért itt is abrazoljuk a lehetséges és az
optimalis megolddsok halmazat (1d. 2.5 abra).
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b/q) p/\’
4‘1)
X‘S’ /‘Sﬂ'
1 > O /(S’\/ (Sj\/
+ Zo € 4
To > 0

2.5. dbra. Végtelen sok optimélis megoldds esete: (z1,x2) értéke az (1,3) és (2.5,1.5)
pontokat 6sszekoto szakasz barmelyike lehet. E szakasz minden pontja kielégiti az dsszes
feltételt, és a célfiiggvény értéke mindegyikiikben 4, azaz legfoljebb 4000 Ft-ért vasarol-
hatok ajandékot.

2.2. LP feladatra vezeto néhany probléma

A linedris programozas szamtalan alkalmazasa koziil mutatunk néhany fontosnak vagy
érdekesnek tekinthetot.
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Termelés korlatozott er6forrasok mellett Egy elterjedt kozgazdasagi alkalmazas-
sal kezdjiik: n kiilonboz6 terméket kell eléallitani, a j-edikbdl x;-t, mely egy nemnegativ
valés szam (7 = 1,2,...,n). E modell tehat vagy folytonosan véltoztathaté mennyiségi
— pl. tomegével, tirmértékével mérheté — termékekre, vagy nagy darabszamban termelt
termékekre miikodik, ahol a megoldast megadd valds szam és annak egészrésze kozti
kiilonbség elhanyagolhatd.

A termelés eréforrdsai (nyersanayag mennyisége, munkaeré nagysiga, a felhaszndl-
haté munkaérék szama, a felhasznalhaté gépek szama, a rendelkezésre &ll6 id6, stb.)
korlatosak. Minden egyes korlat egy egyenlétlenséggel irhaté le. Legyen az i-edik eréfor-
rasnak a j-edik termék eléallitasdhoz sziikséges mennyisége a;;, és legyen ezen erdforras
Osszes rendelkezésiinkre all6 mennyisége b;. Ekkor fonnall a kovetkezo egyenlétlenség:

;11 + T + -+ ity < b;.

Végiil a j-edik termék arat jelolje c;. Keressiik a termékeknek olyan legyartandé mennyi-
sége, mely a legnagyobb bevételt biztositja. A maximalizdlandé fiiggvény tehat:

C1T1 + CoXg + - -+ + CpLTy,.

Az A =a;l,b=1[bi],c=[¢] (i=1,....,m, j=1,....,n) jelolések mellett a feladat a
kovetkezd alakba irhato:

Ax <b, x>0, c'x - max.

2.2. Példa (Parfiim 6sszetevlk) Eqy cég két kilonleges parfimot gydrt (az elsébél
idbegységenként x1, a masodikbol x4 cl-t), melyekbe titkos illatanyagdt keveri. Az elsébe
cl-enként 1, a masikba 4 eqységnyit kever, de az iddegységenként folhaszndalhato mennyi-
séq legfoljebb 16 egység lehet (xy; + 4xe < 16). A csomagolokapacitds legfoljebb 7 cl
parfim elddallitdsat engedi idéegységenként (x1 + xo < 7). Az elsé parfimdit kétszer, a
mdsodikat eqyszer kell eqy kiilonleges eljards ala vetni, melybol a gydrtds sordn idoeqy-
ségenként 12-re van lehetdség (2x1 + xo < 12). Az elsd parfim 3%, a mdsodik 4$ dron
adhato a nagykereskedonek. Mennyit kell gydrtant az elsébol és mennyit a masodikbol
1ddegységenként, hogy a bevétel a lehetd legnagyobb legyen?

A kovetkezo LP feladatra jutunk:

xr, + 4[E2 6
T+ X9
25E1 + o

x1,T2 = 0

NN N

1
7
12 (2.1)

vV

z = 3z + 425 — max

A feladat grafikusan is megoldhaté (ezt most az Olvaséra hagyjuk), de szamtalan —
akar online is elérhet6 — programot hivhatunk segitségiil a megoldashoz. Mi a sage nevi
programnak a kovetkezo kéddal adjuk at a feladatot:
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alma kajszi meggy ... sziikséglet

A-vitamin (mg) 0.05 1.8 0.3 . 0.8
C-vitamin (mg) 5 10 10 . 60
Ar (Ft) 30 45 50

2.1. tablazat. Gytimolesok 10 dkg-ra vonatkozo vitamintartalma, ara, és a napi vitamin-
szitkséglet tablazata.

p = MixedIntegerLinearProgram()
X, y = p[)X;], p[)y)]
p.add_constraint(x + 4xy <= 16)
p.add_constraint(x + y <= 7)
p.add_constraint (2xx + y <= 12)
p.set_objective(3*x + 4xy)
p.solve()

E kodra a sage valasza 24, azaz ennyi a célfiiggvény értéke, azaz idéegységenként ennyi
a maximalis bevétel. A gyartandé mennyiségek a kovetkezo paranccsal kaphatdk meg:

p.get_values( x, y )

Erre vélasz x = 4, y = 3, azaz az els6bdl idoegységenként 4, a masodikbdl 3 cl parfiim
gyartando.

Diétas feladat Ismerjiik az emberek atlagos napi vitaminsziikségletét, ismerjiik a gyii-
mélesdk vitamintartalmat és arat.  Allitsunk Sssze egy olyan gyiimolcssalatat a mai
napra, mely fedezi egy ember napi vitaminsziikségletét minden vitaminbdl, és a lehetd
legolesébb. Az adatokat a 2.1 tédblazatban foglaljuk ossze (csak az elsé néhény sorét és
oszlopat mutatjuk).

Jelolje x; az alma, x5 a kajszi, x3 a meggy... mennyiségét (10 dkg-ban mérve).
Vildgos, hogy e valtozék nem negativak, igy a beldliik alkotott vektorra fennall az x > 0
egyenlotlenség. Az A-vitamin napi sziikségletére vonatkozoé feltétel a kovetkezo:

0.0521 + 1.829 + 0323 + ... > 0.8

Hasonléan folirhaté a tobbi vitaminra is a megfeleld egyenlotlenség. A célfiiggvény az
ar, ami minimalizalandé:

30z, 4+ 4529 4+ 50x3 + - - - — min.
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A feladat matrixalakban is folirhaté. Legyen

0.05 1.8 03 ... 0.8 ig
A=| 95 10 10 ...| bp=]|60], c=

E jelolésekkel a feladat:
Ax>b, x>0, c'x — min.

Szallitasi feladat A széllitasi feladat bizonyos termékek kindlati pontokbdl felvevo
pontokba val6 optimélis koltségu eljuttatasdanak modjat keresi. Az elektromos aram ero-
miivekbdl a varosokba szallitasa, egy gyar kiilonbozo raktaraibdl egy alkatrész kiszallitasa
a kiilonbozo gyaregységekbe tipikus példak e feladattipusra.

Adva van m kinalati pont, és ismerjiik az i-edik altal kinalt termék s; mennyiségét
(1 =1,2,...,m). Hasonléképp ismerjiik az n felvevé pont mindegyikének sziikségletét,
a j-edikét jelolje d; (j = 1,2,...,n). Feltételezziik, hogy

m n
E S; — E dj.
i=1 j=1

Ha e feltétel nem teljesiilne, a feladatot fiktiv keresleti vagy fiktiv kinalati ponttal médo-
sitjuk gy, hogy azok az Gsszes felesleget folvegyék, illetve az Gsszes hianyzé sziikségletet
kielégitsék. Jelolje c;; az i-edik kindlati pontbdl a j-edik felvevébe vald széllitas koltsé-
gét (a fiktiv pontokbdl/ba szallitas koltsége 0). Keresend6 az i-edik kinélati pontbdl a
j-edik felvevd pontba valéban széllitott termék z;; mennyisége, amely mellett a szallitas
Osszkoltsége minimalis.

E feladat a kovetkezo LP-feladatra vezet:

n
E ZEingi i:1,2,...,m,
j=1

inj)dj j:1,2,...,n,
=1

;20 i=1,2...,m, j=12...n,

m n

E E CijTij —» min

i=1 j=1

A feladat szemléltetheto egy irdanyitott, silyozott élii paros graffal, amint az a 2.6
abran lathato. Ott a kovetkezd konkrét feladat grafjat latjuk. Egy olajfinomité harom
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hatalmas taroloban tarolja az olajat, amit onnan szallit négy finomitéjaba. A tartalyok-
bél naponta rendre legféljebb 100 000, 80000, illetve 70000 tonna koolaj szallithaté el,
a finomiték napi kapacitasa rendre 40 000, 60 000, 60 000, illetve 90 000 tonna. Itt tehat
m = 3, n = 4 és a kindlat, illetve a felvevo értékek vektora 10000 tonnaban mérve
s = (10,8,7), illetve d = (4,6,6,9). A koltségek matrixa, ahol az értékek 100$-ban
értendok

13 13 8 9
C=19 18 5 15
6 10 9 8
A feladat megoldésa
01009
X=12 06 0],
25 00
a minimadlis koltség tehat 204, azaz 20400$ naponta.
c = ]_3 xr = 0
s1=10 = > dy =4
2 = 13 =
o T e
13 =~ =
o >

C34 = 8 T3g =0

2.6. abra. Szallitasi feladat 3 kindlati és 4 felvevé ponttal.

A kapacitas valtoztatasa és a raktarozas koltségei A szezondlisan erGsen valtozd
mennyiségben eladott termékek termelésének egyik nehézsége, hogy a termelés mennyisé-
gének megvaltoztatasa extra koltségekkel jar, ezért keriillendd, ugyanakkor az egyenletes
termelés megnoveli a raktarozési koltségeket.
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Tegyiik fel, hogy a korabbi évek tapasztalatai alapjan egy termékre az idei év -
edik hénapjaban varhaté igény b; lesz. Meg kell tervezniink a termelés és raktarozas
havi mennyiségét. A termelés tervezett mennyiségét x;, a raktarozandé mennyiséget
ri (1 =1,2,...,12) jeloli. Tegyiik fel, hogy a termelt mennyiségbél a piacra, illetve a
raktarba val6 szallitds mindig a honap végén esedékes. Ez azt jelenti, hogy az i-edik
hénap végén a termelt mennyiség és az el6z6 havi raktarkészlet 6sszege épp annyi, mint
az ahavi eladas és raktarkészlet Osszege, azaz

xi+ri_1=bi—|—ri, 221,2,,12

A termékek tarolasa t$-ba, mig a termelés dtéllitdsa termékenként a$-ba keriil. Ez azt
jelenti, hogy akar noveljiik, akar csokkentjiik a termelést, ha a novekmény vagy a csok-
kenés mennyisége egy hénapban x darab, akkor az ax$ extra kiadast okoz. Tehat a
célfiiggvény, melyet minimalizalni kell:

12 12
t E T+ a E |ZEZ'—.731'_1|.
i=1 =1

E fliggvényt egy szép triikkel linearissd lehet tenni. Legyen w; az ¢ — 1-dik hénaprdl
az i-edikre valé termelésnovekedés, mig v; a csokkenés mértéke (mindketté nemnegativ
szédm). fgy T; — x;_1 = u; — v;, ugyanakkor |x; —x;_1| = u; +v;. A linedris program tehat
a kovetkezo:
ri+ri1—ri=b, 1=12,...,12
$Z’—ZL‘,‘_1—UZ‘—|—U¢:O, i:1,2,...,12
xg =19 =112 =0,
TiyTis Ui, v; 20 1 =1,2,...,12
12
Z(tm + au; + av;) — min
i=1
Ez egy 50-valtozos, 27 korlatozé feltételbdl allé program.
Oldjuk meg egy ilyen feladatot, a konkrétum kedvéért legyen t =1, a = 3 és

b = (300, 200, 320, 400, 700, 500, 300, 250, 500, 400, 800, 1200).

A megoldasdhoz a sage programot hasznéljuk. A parancsok magukért beszélnek, a val-
tozék automatikusan nemnegativak, a célfiiggvénynek a programcsomag mindig a maxi-
mumat keresi, ezért beszoroztuk —1-gyel, mivel mi a minimumot keressiik.

p = MixedIntegerLinearProgram()
X = p.new_variable()
r = p.new_variable()
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u = p.new_variable()

v = p.new_variable()

b (300,200,320,400,700,500,300,250,500,400,800,1200)
p.add_constraint(x[0] == 0)
p

p

£

.add_constraint (r[0] == 0)
.add_constraint(r[12] == 0)
or i in range(1,13):
p.-add_constraint(x[i] + r[i-1] - r[i] == b[i-1])
p.add_constraint(x[i] - x[i-1] - ul[i] + v[i] == 0)
p.set_objective(-sum(3*ul[i] + 3*v[i] + r[i] for i in range(1,13)))
p.solve()

A sage vélasza az utolsé sorra —4700, azaz a minimalis koltség (raktarozasi és atallasi)
osszesen 47008. A get_values metédus megadja az x vektor koordindtdit:

p.get_values( x )
{0: 0.0, 1: 300.0, 2: 300.0, 3: 320.0, 4: 500.0, 5: 500.0, 6: 500.0, 7:
500.0, 8: 500.0, 9: 500.0, 10: 650.0, 11: 650.0, 12: 650.0}

A 2.7 dbran mind az eladds, mind a termelés oszlopdiagrammja lathato.

JAURGNROREG

2.7. dbra. A havonta varhaté eladdsok (kék) és a termelés (z6ld) oszlopdiagrammja.

2.3. Szimplex médszer

A szimplex médszer az LP-feladat megolddasanak egy modszere, mara kifinomult algo-
ritmusok egy igen hatékony rendszerévé vélt. Mi csak a legfontosabb alapfogalmakat
tekintjiik 4t.
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Az elemi sormiiveletek alkalmazasa Az elséként vizsgalt ajandékozasi feladatot az
egyenletrendszerek megoldasanal megismert technikaval — az elemi sormiiveletek segitsé-
gével — ismét megoldjuk.

Ahhoz, hogy az egyenletrendszerek megoldasanal tanult technikat alkalmazhassuk,
az egyenlotlenségrendszert 1j valtozok bevezetésével egyenletrendszerré alakitjuk. Felté-
telezhetjiik, hogy az egyenletrendszer egyiitthatématrixa sorfiiggetlen, de legalabbis ezt
egyszerien elérhetjiik. Az Gtlet egyszeri, minden egyenlétlenség bal oldalahoz egy nem-
negativ értékli valtozot adunk, mely az egyenlotlenséget egyenloséggé teszi. Esetiinkben
ezt kapjuk:

T, — To+ S =1
— X1+ To + 89 =2 (22)
T2 +83:3

A harom egyenletbdl allo Gtismeretlenes egyenletrendszer megoldhatd, megoldasai egy
affin alteret alkotnak, és ezt az egyenletrendszer barmiféle manipulacidja nélkiil is azonnal
fol tudjuk irni, hisz az egyenletrendszer hasonlit a Gauss—Jordan-médszer végén kapott
alakhoz (csak most egy vezéregyes az egyiitthatomatrix egy sordnak nem az elsd, hanem
az utolsé nemnulla eleme). Az egyenletrendszer 6sszes megoldésa esetiinkben

T 1 0 1 0

) i) 0 0 1
si|=|1—az14+xo| = |1| +21 |1 +22| 1 (2.3)
So 2+T1 — To 2 1 -1

S3 3— X9 3 0 -1

Tehat egy 2-dimenzids affin alteret kaptunk, ennek azonban minket csak azok a pontjai
érdekelnek, amelyek egyetlen koordinatdja sem negativ. So6t, a nemnegativ koordina-
taju pontok térrésze e sikbol egy poliédert vag ki, melynek minket csak a csticspontjai
érdekelnek, mert az optimalis megoldast egy ilyen pontban remélhetjiik.

Egy 5-dimenzids térbeli 2-dimenziés affin altérbél kivagott poliédert (sokszoget) nem
konnyt elképzelni, ezért eldszor analdgiaként hasonld, de kisebb dimenzids példat muta-
tunk. Legyen a 3-valtozos egyenletrendszer egyetlen egyenlete x1 4229+ 3x3 = 6. Ennek
osszes megoldésa egy sikot alkot (affin altér), melynek az els6 térnyolcadba es6 része egy
héromszog (2-dimenziés poliéder, melynek csicsai (6,0,0), (0,3,0), (0,0,2)). E csicsok
mindegyikében két koordinéta is 0.

Ha az x1 + 229 4+ 323 = 6 és 21 + x5 + 223 = 5 egyenletekbol allé egyenletrendszert
tekintjiik, melynek megoldasa egy 1-dimenzids affin altér, akkor annak az els6 térnyol-
cadba esd része egy szakasz (1-dimenziés poliéder, csicspontjai (4,1,0), (3,0,1), ezek
egy-egy koordinatdja 0). E szakasz megkaphat6 a két egyenlethez tartozé két harom-
sz0g metszeteként is (1d. 2.8 dbra). Az analdgia alapjan sejthetd, de kés6bb igazoljuk is,
hogy az 5-dimenzids térbeli 2-dimenzids poliéderiink csiicsai olyan pontok, amelyekben
a koordinatdk koziil kett6 értéke 0, a tobbi nemnegativ. A (2.2) egyenletrendszerben
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2.8. dbra. Egy affin altér (az elsé abran egy sik, a masodikon egy egyenes) és nemnegativ
koordinat&ji pontokbdl all6 része (az elsén egy haromszog, a masodikon egy szakasz)

konnyen taldlunk ilyen megoldast: ha xy = x5 = 0, akkor s = 1, s = 2, s3 = 3, igy
az (r1,x2, $1, 52, 53) = (0,0, 1,2,3) vektor a poliéder egyik csicsa. Az e ponthoz tartozé
célfiggvényérték z = x; + x5 = 0. A poliéder tobbi pontja a kordbbi abrabdl, és a (2.3)
megoldéasokbdl folirhato. Végiil a poliédert szemléltetjiik a 2.9 dbran.

(1,3,3,0,0) (4,3,0,3,0)

(0,2,3,0,1)

(0,0,1,2,3) (1,0,0,3,3)

2.9. ébra. Az egyenletrendszer megoldasat adé sik az 5H-dimenzids térben, és abban a
lehetséges megoldéasok poliédere. (E sik egyetlen pontban metszi a 3-dimenziés x1x951,
28153, S15352, S3S2x1 €8 az Sex1xo koordinatatereket, igy mindig a kimaradé két koordi-
néta 0.)

A tovabbi lépések egyszert kovethetosége érdekében a célfiiggvényt megadd x1+xo =
z egyenl6séget is az egyenletrendszerhez irjuk. A feladathoz tartozé egyenletrendszer
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tehat a kovetkezo:

r|1 — Ty + 81 =1
—Z’1+.T2 +82 =2 (24)

) +83:3

T+ X =2z

Az ehhez az egyenletrendszerhez tartozd bovitett matrixot szimplex tdbldnak, a feladat
megoldasat adé eljarast szimplex modszernek vagy szimplex algoritmusnak nevezzilk. Ez
leegyszertisitve a szimplex tabla tobb 1épésben valé moédositasabdl all. Az algoritmus
kezd6 tablaja esetiinkben a kévetkezo:

Ty T S1 S22 83
1 -1 1 0 0|1

-1 1 0 1 0]2 (2.5)
0 1 0 0 1|3
1 1 0 0 0|z

A tablazatba huzott elvalaszté vonalak és az elso sorba irt valtozok a jobb attekintheto-
séget segitik. A tankonyvi szimplex tablak sok aprésdgban kiilonboznek egymastol, van
ennél tomorebb alak is, mi kizarélag didaktikai szempontokat vettiink figyelembe.

A Gauss—Jordan-modszer 1ényeges gondolata az volt, hogy az elsd lehetséges m line-
arisan fiiggetlen oszlop helyén egy egységmatrixot hoztunk létre elemi sormitiveletekkel.
Most annyit valtoztatunk ezen, hogy barmely m linearisan fiiggetlen oszlop helyén ezt
megtehetjiik, de a sorokat nem rendezziik at, igy egységmatrix helyett ezekben az oszlo-
pokban egy permutaciomatrixot kapunk. Ez megad egy megoldast az ezen oszlopokhoz
tartozo valtozokra, a tobbit pedig 0-nak véalasztjuk, ami majd garantalja, hogy a meg-
oldas a lehetséges megoldasok poliéderének egy cstcsa legyen. Az, hogy az egyiittha-
tomatrixban van egy m x m-es permutaciématrix, azt jelenti, hogy a hozzajuk tartozé
valtozdkat kifejeztiik a tobbi segitségével. Ha e valtozokra kapott kifejezéseket ezutan
behelyettesitjiik a célfiiggvénybe, akkor abban e valtozék nem fognak szerepelni. Ezt
az alakot elemi sormiiveletekkel gy kaphatjuk meg, hogy az A métrix ald irt ¢'x = 2z
egyenletben is elimindljuk a fenti permutaciémétrixhoz tartozé valtozdkat. Végezziik el
e 1épést az ajandékozasi feladaton.

Ha a (2.4) egyenletrendszer elsé egyenletére tekintiink, latjuk, novelni tudnank a cél-
fiiggvényt, ha s; helyett x; értéke lenne 1. Ez azt jelenti, hogy mig a poliéder e tablabdl
leolvashat6 (0,0, 1,2,3) pontjdhoz a z = 0 célfiiggvényérték tartozik, egy (1,0,0,7,7)
alaki pontban z = 1 lenne, vagyis kozelebb keriilnénk az optimalis megoldashoz. Ki-
indulva tehét a (2.5) tablabdl, vélasszuk elsé oszlopanak pozitiv elemét féelemnek, és
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elimindaljuk az oszlop tobbi elemét:

T Ty S1 S92 S3 r1T X2 S1 S9 S3

1 -1 1 0 0]1 1 -1 1 0 0]1

-1 1 0 1 0|2 = 0O 0 1 1 0]3

0 1 0 0 1|3 0o 1 0 0 1|3
11 0 0 0]z 0 2 -1 0 0|z—-1

Az 1j tablazathoz tartoz6 megoldas: (z1,x2, s1, S2,53) = (1,0,0,3,3), és mivel az utolsé
sor bal oldala most is 0, ezért z = 1. Még tovabb novelhetjiik 2z értékét, ha s3 rovasara
noveljiik o értékét:

Tr1 X2 S1 S92 83 Try T2 S1 SS9 S3

1 -1 1 0 0]1 1 0 1 0 114

0 0 1 1 0]3 — 0 0 1 1 03 (2.6)
0 1 0 0 1]3 0 1 0 0 1]3

0 2 -1 0 0]z—-1 0 0 -1 0 —-2|z-7

Az innen leolvashaté megoldas: (x1, 22,51, $2,53) = (4,3,0,3,0), z = 7, amivel ra is
talaltunk az optimélis megoldasra. Tovabb nem novelhetjiik z értékét, mert barmely
mas megengedett megoldasban, sot, a tér barmely més pontjaban a célfiiggvény aktualis
alakja < 0 értéket ad, hisz minden egyiitthaté nulla vagy negativ a tablazat legalso
soranak bal oldalan! fgy z—T7<0, tehat z < 7.

E megoldas csicsrdl csucsra vald 1épései mind az eredeti 2-dimenziés, mind az 5-
dimenzids abran jol szemléltethetok, ezt mutatja a 2.10 abra.

T2
Ly (4,3) (1,3,3,0,0) » (4,3,0,3,0)
T2
1 (072737()’ 1)' T
S1 ;><
52
_ .
(0,0) i (1,0 Ty (0,0,1,2,3) (1,0,0,3,3)

2.10. abra. A szimplex algoritmus kovetése a 2-dimenzids és az 5-dimenzids térbeli poli-
éderen.

Végiil osszefoglaljuk a 2.2 tablazat segitségével a Gauss—Jordan-modszer és a szimplex
modszer kozti kiilonbséget.
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Gauss—Jordan-modszer Szimplex-mddszer

Feladat Ax=Db Ax =b, x>0, c'x — max

Feltétel A-ra nincs m X n-es, m < n, sorfiiggetlen

Cél az Osszes megoldas egy optimaélis megoldds megtaldlasa
meghatarozasa

Megoldas affin altér az affin altér nemnegativ koordinataju

pontjai alkotta poliéder egy csicsa

Algoritmus célja elemi sormiiveletekkel — elemi sormiiveletekkel A-t olyan alakra
A-t redukalt 1épcsos hozni, melyben van egy m x m-es
alakra hozni permutaciématrix, és a célfiiggvény

egyiitthatéi nem pozitivak

2.2. tablazat. A Gauss-Jordan-moddszer és a szimplex modszer 6sszehasonlitasa

Standardizalas Az LP feladat megoldasara kidolgozott un. szimplex mddszert azonos
alaku feladatokon fogjuk végrehajtani, melyet standard alaknak neveziink.

2.3. Definicié (LP feladat standard alakja) Az LP feladat standard alaki, ha
1. minden korlatozo feltétele egyenloség,
2. minden vdltozoja nemnegativ,
3. a célfigguény mazimalizalando.
A standard alaku LP-feladat altalanos alakja tehat a kovetkezo:

Ax=Db

x>0 (2.7)

CTX — Imax

2.4. Allitas (Standard alakra hozas) Minden LP feladat standard alakra hozhatd.

Az atalakitasok oOteletei nagyon egyszertiek, egy példan szemléltetjiik.

2.5. Példa Hozzuk standard alakra az alabbt LP feladatot:

201+ a0 < 4
201 — 19 =0
1 =0

z = —x1 + 2r9 — max
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Megoldads. Az elsé feltétel egyenloséggé teheto egy 1j valtozo bal oldalhoz adasaval: 2x, +
T9 + 51 = 4. A célfiiggvényen nem valtoztatunk.

A maésodik egyenl6tlenség bal oldalabdl egy 1j nemnegativ valtozo kivonando: 2z —
To— So = 0. Ez —2x1 4+ 29 + s5 = 0 alakba is ifrhat6. A célfiiggvényen nem valtoztatunk.

Az x4 valtozo eléjelkorlatozatlan. Mivel minden valds el6dll két nemnegativ szdm
kiilonbségekét, ezért xo helyébe minden korlatozé feltételben és a célfiiggvényben is he-
lyettesithetjiik az xo; — x99 kifejezést. fgy a kovetkezo standard alaku LP feladatra jutunk
(mely elé a véltozast szemléltetendd az eredeti feladatot is felirtuk):

2;61 + Zo < 4 2.751 + T91 — XT99 + S1 =4
21‘1 — X9 > 0 —2.CE1 + X9o1 — To9 + 89 = 0
= O
120 1,  To1, T, S1, S220
z=—x1+ 29(:2 — max z = —x1 4+ 2291 — 2299 — max .

A 2.3 tablazatban 6sszefoglaljuk a standard alakra hozas 1épéseit.

az eredeti feladatban az ekvivalens standard alakban

a1+ F QinTn + 8 = b;

1T + -+ Ty, < b; >0
i

ATy + -+ AinZn — Si = b;

Ty + -+ ATy 2 b;
K3 men = Y 8120

, Tj = Tj1 — Tj2
x; el6jelkorlatozatlan
rj1 20, 5220

c'x — min (—c)™x — max

2.3. tablazat. Egy LP feladat korlatozo feltételeinek és eldjelkorlatozatlan valtozoinak
atirasa standard alak 1étrehozasahoz.

Bazismegoldasok Az ajandékozasi példank megoldasanal lattuk, amit a 2.9 dbran
szemléltettiink is, hogy a standard alaku feladathoz tartozé poliéder csicsainak mind-
egyikében 2 koordinata 0. Ez altalanosithato:

2.6. Allitas Az m-rangu m X n-es A mdtrizszal folirt
Ax=b, x>0 (2.8)

eqyenlotlenségrendszer dsszes megolddsanak P poliéderén minden csicspont koordindtd:
kézt van n —m darab 0.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy X a P poliéder egy csucsa. Mivel Ax = b, ezért X rajta
van m hipersikon. Hogy egyértelmi megoldas legyen, még rajta kell lennie n — m to-
vabbi hipersikon, azok viszont mind csak a nemnegativitasi feltételekbdl valok lehetnek.
Egyenletiik z; = 0, azaz e]x = 0 alakd, tehét taldltunk n — m koordinatat, ami 0. [

Ez a kovetkezd definiciéhoz vezet:

2.7. Definicié (Bazismegoldas) A standard (2.8) alaki egyenldtlenségrendszer eqy X
megoldasdt bazismegoldasnak nevezziik, ha X-nak van m olyan koordindtdja, hogy az
A azonos indexi oszlopvektorai linedrisan fliggetlenek, az X maradék koordindtdi pedig
mind nulldk. A kiemelt m indexhez tartozo vdltozokat bazisvaltozoknak nevezzik. Ha az
X bazismegoldasnak tobb mint n — m koordindtdja 0, akkor degenerdlt bdzismegolddisnak
nevezzik.

Az A oszlopvektoraira vonatkozé kikotés sziikséges, enélkiil ugyanis a fenti bizonyi-
tasban konstrudlt egyenletrendszernek nem csak egy megoldéasa lenne, ez pedig sziikséges
ahhoz, hogy X csicspont legyen.

A linearis programozas alaptétele A szimplex moddszer arra a felismerésre épiil,
hogy az LP feladat optimélis megoldasét elég a bazismegolddsok kozt keresni. Ezt biz-
tositja a linearis programozas alaptétele.

2.8. Tétel (A linearis programozas alaptétele) Ha a standard alakban adott LP
feladatnak van lehetséges megolddisa (azaz megoldhatd), és a célfigguény a lehetséges
megoldasok halmazan feliilrol korlatos, akkor van optimalis bdzismegoldasa.

A tételbél azonnal kovetkezik az az allitas is, hogy ha a standard LP feladatnak van
optimaélis megoldasa, akkor van optimalis bazismegoldédsa is. Masrészt kovetkezik az is,
hogy ha a standard LP feladatnak van lehetséges megoldédsa, de nincs optimaélis, akkor
az csak azért lehet, mert a célfiiggvény nem korlatos a lehetséges megoldasok halmazan.

Bizonyitdas. Elég lesz megmutatni, hogy ha a tétel feltételeinek teljesiilése mellett x egy
lehetséges megoldds, akkor létezik olyan X bazismegoldds, hogy ¢™x > c¢'x. Ha ugyanis
minden lehetséges megoldashoz taldlunk olyan bazismegoldast, melyben a célfiiggvény
értéke nem kisebb, akkor a bazismegoldasok szamanak végessége és a célfiiggvény feliilrol
valé korlatossdga miatt taldlunk olyan bazismegoldast is, mely optimalis.

Legyen tehat x egy lehetséges megoldas, és X egy olyan megoldés, melyre ¢'x > ¢'x,
¢és x-ban a lehetséges legtobb koordinata nulla. Legyen I az X pozitiv koordindtaihoz
tartozé indexek halmaza, azaz I = {i € {1,2,...,n} | & > 0}, és jelolje A; az A métrix
I-be es6 indexii oszlopvektorainak halmazat.

Ha A; linedrisan figgetlen vektorokbdl &ll, akkor |I| < m, hisz A rangja m. Ha
|I| = m, kész is vagyunk, ekkor X definicié szerint bazismegoldds. Ha |I| < m, akkor

T
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— mivel A oszlopterének dimenzidja m —, A; kiegészithet6 az oszloptér bazisava, azaz
léteznek tovabbi vektorok A oszlopai kozt, melyekkel egy fiiggetlen m-elemii rendszert
kapunk. Tehat x bazismegoldas, igaz degeneralt, mivel tobb mint n — m koordinatéja
nulla.

Megmutatjuk, hogy A; nem lehet linedrisan sszefiiggd. Indirekt modon tegyiik fel,
hogy az, azaz létezik vektorainak egy nullvektort add linedris kombinacidja. E feltevés
azt jelenti, hogy létezik egy olyan y vektor, melyre Ay = 0, és y; = 0, ha ¢ ¢ I. Ekkor
ugyanis az y; (1 € I) egyiitthaték adjak az A; vektorainak zérusvektort adé linedris
kombinacidjat.

Az y vektorrdl foltehetd, hogy legalabb egy koordinataja negativ, ellenkezo esetben
megszorozzuk —1-gyel. S6t, az is foltehetd, hogy ¢’y > 0. Tegyiik fel ugyanis, hogy
c'y < 0. Ha ezen nem tudunk véltoztatni egy —1-gyel valé beszorzassal, akkor y-nak
egy koordinatdja sem lehet pozitiv, azaz y < 0. Legyen x. = X + c¢y. Ha ¢ < 0, akkor
X, > 0, masrészt Ax., = AX + cAy = b, azaz x. lehetséges megoldas, ugyanakkor
c'x. = c"x + ec'y, ami nem korldtos, ha ¢ = —o0.

Osszefoglalva: indirekt feltevésiink szerint létezik egy olyan y vektor, hogy Ay = 0,
y-nak van negativ koordinatija, és ¢’y > 0. Megmutatjuk, hogy ez ellentmond az X
definicidjanak. Legyen x. = X + ¢y mint el6bb, de most legyen ¢ > 0. Ha e-t 0-tél
indulva ,lassan” noveljiik, akkor x. > 0, tehat lehetséges megoldas mindaddig, amig
e < g = min{z;/y; | y; <0}. Amint azonban ¢ = &y, az x. pozitiv koordinatainak
szama legalabb eggyel csokken, ami ellentmond X definiciéjanak. O

A szimplex tabla, és a hozza tartoz6 bazismegoldds A standard (2.7) alaku LP
feladathoz vagy az abbdl elemi sormiiveletekkel kapott ekvivalens feladathoz a kévetkezo
tablazatot fogjuk rendelni:

T1 ) . Tn
ai; Gz ... Qi b x "
matrixjeloléssel A |b (2.9)
Ami Gm2 - Gmn | O c' |z—2
C1 Cy ce Cn zZ — 20

ahol x" helyén csak e vektor koordindtainak neve szerepel, és z csak a célfiiggvényt
megado valtozo neve. Ezek csak a tablazat értelmezését segitik, akar el is hagyhatok.
Az A, b, c és z értéke viszont a szimplex algoritmus soran 1épésrol 1épésre valtozhat. (A
standard LP-feladatban z, = 0, mivel ¢'x = 2, de az elemi sormfiveletek eredményeként
z mellett nem nulla konstans is megjelenhet.)

Néhéany jelolés a tovabbiakhoz. Legyen B C {1,2,...,n} az oszlopindexek egy m-
elem(i rendezett részhalmaza, és N a komplementer halmaz, azaz N = {1,2,...,n}\ B.
Jelolje az A matrix ezen indexekhez tartozé részmatrixait Ag és A . Ezek mérete m xm,
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illetve m x (n — m). Hasonléképp jeldlje cp, X5, crr, Xnr a € és x vektorok megfeleld
részvektorait. Az el6bbiek m-, az utébbiak (n — m)-dimenzidsak.

2.9. Definicié (Szimplex tabla) FEgy standard alaki, vagy abbdl elemi dtalakitdsokkal
kapott ekvivalens feladathoz rendelt (2.9) alaki tablazatot szimplex tabldnak nevezziik,
ha eleget tesz a kovetkezo tulajdonsagoknak:

1. b >0,

2. van az oszlopindexeinek eqy olyan m-elemi rendezett B halmaza, hogy Ag az eqy-
ségmdtriz (azaz a B indexeihez tartozd oszlopokban egqy permutdcidomdtrizot latunk),

3. CBZO.

Hamarosan részletezziik, hogy hogyan alakithat6 at egy standard LP-feladat tgy, hogy
mar az indulasnal eleget tegyen e feltételeknek, és hogyan Orizheték meg e tulajdonsiagok
az algoritmus lépései kozben is. Célunk tehat az LP-feladatot olyan alakban tartani,
hogy létezzék szimplex tablédja.

Ha egy LP-feladathoz tartoz6 (2.9) alaku tabldzat szimplex tébla, akkor az Ax = b,
x > 0 egyenldtlenségrendszernek xz = Aglb = b és xnv = 0 egy bazismegolddsa, ami
azonnal latszik az Agxg = b, Ag =1 és b > 0 Osszefiiggésekbol. Mivel pedig cg = 0
ezért

c'x = CEXB + CI/XN =0"xz+ ch\/O =0,

vagyis a célfiiggvényt leird egyenlet bal oldala a szimplex tablaban mindig 0, igy a jobb
oldalon megjelend zy konstans lesz a célfiiggvénynek az adott bazismegoldashoz tartozo
értéke.

Optimalis megoldas Mikor oldottuk meg, az LP-feladatot? Hogyan olvashaté le a
szimplex tablardl, hogy a hozza tartozé bazismegoldas optimalis?

2.10. Allitas Ha cy <0, akkor a bazismegoldds optimdalis.

Bizonyitds. z — zp = €'X = ¢iXp + CA Xy = CAXy, és a jobb oldali kifejezés barmely

x > 0 esetén < 0, ami a maximumat x, = 0 esetén veszi fel, vagyis épp e tablahoz
tartoz6 bazismegoldasban. O]

1. lépés: a bazisba keriil6 oszlop kivalasztasa A szimplex algoritmus minden
lépésének két fontos feltételt ki kell elégitenie: a célfiiggvény értéke nem csckkenhet, és
tablaja szimplex tabla kell, hogy maradjon. A B bazisba keriilé oszlop kivalasztasanak
szabalya egyszert: csak olyan nem-bdzis oszlop valaszthato a bdzisoszlopok kézé, mely
alatt a célfiigguény egyiitthatdja pozitiv! Ennek oka, hogy csak ilyen valtozo értékének
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novelése fogja a célfiiggvény értékét is novelni. Ha tobb ilyen oszlop is van, barmelyiket
valaszthatjuk!

Danzig eredeti javaslata szerint azt az oszlopot érdemes valasztani, amelyik a cél-
fiiggvény legnagyobb egyiitthatéjahoz tartozik, mert pl. eggyel névelve a hozza tartozd
valtozd értékét, itt lesz a legnagyobb a célfiiggvény novekedése. Ez ugyan igaz, de mi-
vel oszloponként valtozd, hogy legfoljebb mennyivel lehet névelni a valtozo értékét, nem
mindig ez a valasztas vezet leggyorsabban a cél felé!

2. lépés: a féelem kivalasztasa Az oszlop kivédlasztasa utan egy sort is ki kell va-
lasztani, melyek keresztezodésében 1évo féelemmel eliminaljuk a kivalasztott oszlop tobbi
elemét. Mivel az eliminacié kézben nem fordulhat el6, hogy az egyenletrendszer jobb ol-
dalan negativ szam jelenjen meg, azt a sort kell valasztani, amelyre a jobb oldali elem
és a féelem hanyadosa minimalis. Osszefoglalva: ha a kivdlasztott oszlop indexe j, akkor
olyan sor valasztando, melynek i indexére:

Qi > 0 } .

Ha tobb ilyen sor is van, barmelyiket vélaszthatjuk. Ha ilyen sor nincs, azaz ay; < 0,
akkor z; tetszélegesen nagynak vélasztva is kielégiti az egyenletrendszert a bazisvaltozok
megfelel6 megvaltoztatasa mellett, igy viszont a célfiiggvény tetszolegesen naggya valik,
azaz a feladatnak nincs optimalis megoldésal

A féelem oszlopanak és soranak kivéalasztasara tobb kiilonboz6 szabaly is létezik,
melyek vagy az algoritmus gyorsasagat novelik, vagy valamely elméleti kérdés tisztazasat
segitik, ezeket itt nem részletezziik.

ﬂ:m‘ink‘{b—k

@ij E Qkj

3. 1épés: eliminalas A féelem kivalasztasa utan a szokdsos elemi sormuveletekkel az
oszlopot standard egységvektorrd transzforméljuk. Ha a féelem a k-adik sor és a j-edik
oszlop keresztezédésében van, akkor ez annak felel meg, hogy az x; valtozot kifejezziik
a k-adik egyenletbol, és behelyettesitjiik az Osszes tobbi egyenletbe, valamint a célfiigg-
vénybe. Ezutan e harom lépés ismétlésével vagy megtaldlunk egy optimalis megoldast,
mert az utolsé sorban csupa nemnegativ egyiitthato all, vagy igazoljuk, hogy a feladatnak
nincs optimalis megoldasa.
E 1épéseket kovessiik végig egy egyszerti feladaton.

2.11. Példa Oldjuk meg a parfiimokrél szolo 2.2. példdhoz tartozé LP-feladatot!

Ty, Tp =

z = 3z + 45 — max
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Megoldas. FElészor hozzuk a feladatot harom 1j valtozd bevezetésével standard alakra,
majd irjuk fel a tablajat, mely az 1j véaltozok miatt azonnal szimplex tébla:

T1 T2 I3 T4 Ty
1 4 1 0 0]16
1 1 0 1 0] 7
2 1 0 0 1|12
34 0 0 0 2

Az elsé két oszlop barmelyikét valaszthatjuk, mert 3 > 0 és 4 > 0. Valasszuk a masodik
oszlopot (kovetve Danzig tandcsét)! Ekkor az aldbbi halmaz minimumadt keressiik a
féelem kivélasztdsdhoz: {12, T, 22}, A minimum 4, amit csak az elsd sorban kapunk meg,
igy ezt az elemet kell kivalasztanunk.

L1 T Ty T4 Tj L1 L2 T3 T4 Ty

1 4 1 0 016 1 1 0 0 4
1 1.0 1 07 —- 2 0 - 1 0 3
2 1 0 0 1|12 0 -1 0 1 8
34 0 0 0] = 2 0 -1 0 0[z—16

Ezutan az oszlopok koziil mar csak az els6 valaszthato ki. A sor kivalasztasahoz

és ezt a minimumot a masodik sorban kapjuk.

r1 X2 T3 T4 Iy 1 T2 I3 T4 Iy

1 1 1 1

T 1 1 0 0 4 01 3 —% 0 3
20— 1 0 3 - 1 0 —3 3 0 4
7 1 1 7

10— 0 1 8 0 0 5 —1 1 1
2 0 -1 0 0[z-16 0 0 —5 —% 0]z—24

A feladat megoldasa tehdt =7 = 4, o = 3, a célfiiggvény értéke e helyen z = 24 (a
segédvaltozok értékei x3 = x4 =0, x5 = 1). O

Az indulé tabla konstrukciéja A standard LP-feladatbeli A matrixban altaldban
nem taldlhaté m x m-es részmatrix, ami permutaciomatrix lenne, és a b > 0 feltétel sem
teljesiil automatikusan. Az utébbival konnyt elbanni, azt az egyenletet, amelynek jobb
oldaldn negativ szam &ll, szorozzuk be —1-gyel, igy egy ekvivalens feladatot kaptunk,
ahol b > 0. A standard LP-feladathoz ezutan a kovetkezd segédfeladatot konstrualjuk.
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Az x vektort 4j véltozékkal (n + m)-valtozéssa bévitjik, az 1j valtozokat jelolje x4,
Tpt2se - -y Tnam, & bOvitett vektort x.

[A [ Ly Jx

b

—b
>0 (2.10)

— max.

~—

/
2= —(Tpp1 + T2+ F Tpgm

Az eredeti LP-feladat pontosan akkor oldhat6é meg, ha e segédfeladat barmely optimélis
megolddsdban ,,1 = Tpio = ... = Tpym = 0. Egyrészt ha (2.10) egy optimélis meg-
olddsdban z,y1 = T,40 = ... = Ty, = 0, akkor ahhoz nyilvan tartozik a standard
feladat egy megengedett megoldasa. Masrészt ha a standard feladat egy megengedett
megolddsdhoz hozzavesszikk az 11 = Tpio = ... = Tppm = 0 értékeket, akkor (2.10)
egy optimalis megoldasat kapjuk, hisz a célfiiggvény értéke ekkor 0, annal nagyobb pedig
nem lehet.

E segédfeladat lathatéan megoldhatd, hisz van megengedett megolddsa (mégpedig
Ty =29 = - = 2, = 0, x,4; = b;), és feliilrél korlatos (a célfiiggvénynek 0 felsé
korlatja). Az optimadlis megoldast megkapjuk a szimplex mddszerrel, hisz indulé tab-
laja szimplex tablava valik, ha azonos atalakitasként az egyenletrendszer minden sorét
a célfiiggvénysorhoz adjuk. Ebbdl azonnal leolvashaté egy indulé megoldas az x4,

Tty - -y Tpam valtozokra és annak célfiiggvényértéke. Ha az optimadlis megoldésra az
Tpil = Tpio = ... = Tpam = 0 feltétel nem teljesiil, az eredeti feladatnak nincs megenge-
dett megoldasa! Ha teljesiil, és az Osszes bazisvaltozo az x1,. .., x, valtozok koziil keriil

ki, akkor kész vagyunk, a segédfeladat els6 n oszlopa az utolsé oszloppal és az eredeti
célfiiggvénnyel egylitt az eredeti feladat egy olyan tabldja, melyben van permutaciomat-
rix, igy az eredeti célfiiggvény megfelel6 egyiitthatéinak eliminalasaval szimplex tablava
valik, ahonnan a szimplex moédszerrel mar megoldhaté lesz. Végiil abban az esetben, ha
az 1j valtozok kozt van bazisvaltozd, akkor az optimalis megoldasban m-nél kevesebb
a nemzérus elem, az ezekhez tartozo oszlopok mellé A-ban taldlhatunk télik fliggetlen
oszlopot, mely bevehet6 a bazisba, igy ekkor is elérhetd, hogy végiil az eredeti feladat
egy megengedett bazismegoldasdhoz jussunk.

Példaként a 2.8 masodik dbrajan bemutatott poliéderhez (szakaszhoz) konstrualunk
LP-feladatot. A két egyenlet legyen az ott megadott két sik egyenlete.

2.12. Példa Oldjuk meg az

xr, + $2+2I3:5
£E1+2.2132+3.CE3:6
Ty, T2, w320

z=2xr14+ To+ x3 — max

LP-feladatot.
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Megoldads. A feladat tdblaja nem szimplex tabla, ezért két 0j valtozd bevetésével egy
segédfeladatot krealunk. Az els6 két sort a célfiiggvény sorahoz adjuk,

Tr1 T2 I3 Ty Ty Ty T2 T3 T4 Ty
1 1 2 1 01]5 _ 1 1 2 1 0]5
1 2 3 0 16 1 2 3 0 1|6
0O 0 0 —1 —1|¢ 2 3 5 0 0]2Z+11

amivel maris szimplex tabldhoz jutottunk, amelyen miikodik az algoritmus. Eloszor
vonjuk le az els6 sort a masodikbdl (pivotelem az els6 oszlopban), majd a masodik sort
az elsébdl (pivotelem a mésodik oszlopban):

Ty T2 I3 T4 Ty Ty T2 I3 Ty Ty
1 1 2 1 0}]5 _ 1 0 1 2 -1
0 1 1 -1 1 0 1 1 -1 1
0 1 1 =2 0|2Z+1 0O 0 0 —1 —1}¢

Ezutan visszatériink az eredeti célfiiggvényhez, és a célfiiggvény bazismegoldas alatti
elemeinek elimindlasaval ismét szimplex tabldhoz jutunk. Ezt az els6 sor —2-szeresének
és a masodik sor —1-szeresének a célfiiggvény sorahoz valé addsaval érjiik el.

Tr1 T2 I3 Ty Ty Ty X2 T3 Ty Ty

1 0 1 2 —-1}|4 1 0 1 2 —1/4

0 1 1 -1 111 0 1 1 -1 171

2 1 1 0 0|z 0 0 -2 -3 1/2-9

Ezutén a szimplex algoritmus egyetlen 1épésével megoldjuk a feladatot:

Ty T2 T3 T4 Ts
1 1 2 1 0|5
0 1 1 -1 111
0 -1 -3 =2 0|z2—-10

Ez az (xq1,x9,23) = (5,0,0) megoldast adja, melyben valéban 2x; + xo + z3 = 10 a
célfiiggvény értéke. m

2.4. Dualitas

Az esztétikailag szép matematikai eredmények és a nem trivialis alkalmazéasok talalkoza-
sanak egyik meggyozo példajat nyujtja a dualitas-tétel. A linearis programozasi feladat
dualitdsanak fogalmat egy geometriai dualitdasfogalmon keresztiil kozelitjiik meg.
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ax ag

ag

a) b)

2.11. dbra. a) Egy sikbeli (a; és ajz &ltal kifeszitett) kip. a, a kipba esik, ezért a;, ay és
ag ugyanezt a kupot fesziti ki. ) Egy térbeli (négy vektor altal kifeszitett) kip, két — a
kipba es6 — tovabbi vektorral, igy e hat vektor ugyanazt a kipot fesziti ki.

Kupok Alkalmazéasokban egyes valtozdok nem lehetnek negativak, igy kiilonosen érde-
kesek a térnek olyan részhalmazai, melyekbdl nem vezet ki a nemnegativ egyiitthatokkal
vett linearis kombinacié. E halmazok a kupok.

2.13. Definicié (Véges kip) R™-beli vektorok egy C halmazat kupnak nevezziik, ha C
elemeinek bdrmely nemnegativ linedris kombindcioja is C-beli. C véges kup vagy polihed-
rikus kup, ha véges sok vektor generdlja, azaz taldlunk olyan ay,as, ..., a, € R™ vektort,

hogy
C={yly=ma +- - +xa,, x1,29,...,2, 20}

Az A = [aj]ay|. .. |a,] jeldléssel
C={yl|ly=Ax, x>0}.

Egy sikbeli és egy térbeli véges kiipot szemléltet a 2.11 dbra. A 3-dimenzids tér véges
kipjaira elemi geometriai tanulményaink alapjan inkabb azt mondanank, hogy origo-
csucsu végtelen gulak, ahol a végesség az oldallapok, illetve az élek szaméara vonatkozik.

[gazolhato, és szemléletesen vilagosnak tiinik, hogy egy véges kip — mint ponthal-
maz — zart. Megjegyezziik, hogy ez az allitds nem igaz tetszéleges (nem véges) kupra
(konstruéljunk pl. olyan kipot, melybél az origdt elhagyva nyilt halmazt kapunk).

[gazolhaté az az allitas is, hogy — hasonléan a poliéderekhez — minden véges kip
el6all véges sok féltér metszeteként. Raadasul e féltereket hatarolé hipersikok mindegyike
atmegy az origon, tehat a félterek mindegyikéhez 1étezik olyan b vektor, hogy egyenlete
b - x < 0 alaki. Eszerint minden C kiphoz talalhaté olyan B matrix, hogy

C:{X}XTBg()}

A véges kipok ezen eléallitasa vezet a kip dudlisanak fogalméhoz:
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2.14. Definici6é (Kup dudlisa) AC={y |y = Ax, x > 0} kip dudlisén a
C*={zeR" |VyeCeseténz'y <0} (2.11)

halmazt értyik. Szavakban: egy kip dudlisdba azok a vektorok tartoznak, amelyeknek a
kup barmely vektordval bezdrt szige legaldbb derékszdg.

Konnyen lathatd, hogy véges kip dudlisa véges kup (altaldban is kip dudlisa kup).
Raadasul a definiciébeli C kiipra az y = Ax behelyettesitéssel kapjuk, hogy

C*z{zeRm|Vx>OeseténzTAx<O}
:{ZGRm{ZTA<O}

Ez tehat azt jelenti, hogy az aj, as ..., a, vektorok altal kifeszitett kip dualisa az ilyen
normalvektoru félterek metszete. Ezt szemlélteti a 2.12 abra elsé képe. A 2-dimenzids
esetben nagyon egyszeriien leolvashaté az abrardl, hogy a dudlis dudlisa, amit jel6ljon
C** megegyezik C-vel. Ez magasabb dimenziéoban nem latszik ennyire egyszeriien. Errél
szol a kovetkezd paragrafus.

2.12. dbra. A C kup és C* dudlisa, majd a dualis C** dudlisa, ami ldthatéan megegyezik
C-vel

Farkas-lemma A Farkas-lemma igen széles kérben félhasznalt eredmény. Egyik fontos
kovetkezménye a linearis programozas alaptételének tekinthetd dualitastétel.

A Farkas-lemma talan legelegansabb, és legegyszertibben kimondhaté alakja a kovet-
kezo:

2.15. Tétel (Farkas-lemma — kip dudlisardl) Véges kip dudlisinak dudlisa meg-
eqyezik az eredeti kuppal, azaz minden véges C kupra C** = C.
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Bizonyitds. A C C C** tartalmazds nyilvdnvald, hisz a kip dudlisdanak (2.11)-beli defi-
niciéja alapjan C* barmely z elemének és C barmely y elemének hajlasszoge legalabb
derékszog, igy y € C** is fonnall.

A forditott C** C C tartalmazas bizonyitdsdhoz megmutatjuk, hogy ha w ¢ C, akkor
w ¢ C*™. Tegyiik fel tehdt, hogy w ¢ C. Fol fogunk haszndlni egy olyan eredményt,
melynek bizonyitdsat itt nem kozoljiik, de amelynek tartalma jol érthetd, szemléletesen
vildgos. Minkowski tn. hipersik-szeparacios tétele szerint két zart, konvex, diszjunkt
halmaz szétvalaszthatd egy hipersikkal, ha legalabb egyikiik korldtos is.! (A bizonyitds
alapotlete az, hogy a két halmaz egymashoz legkozelebb fekvo pontjainak tavolsaga 0-nél
nagyobb, és az Oket 6sszekotd szakaszt merolegesen metsz6 barmely hipersik egyik oldalan
lesz az egyik halmaz, mésik oldaldn a masik.) Nekiink annyit is elég lenne bizonyitani,
hogy egy C véges kip, és egy rajta kiviil fekvd w pont egy hipersikkal elvalaszthaté.
Megmutathatd, hogy olyan hipersik is létezik, mely atmegy az origén (azaz tartalmazza
a kip cstcsat, de a kup tobbi része az egyik, a pont a mésik oldaldn van). Egy ilyen origén
atmend hipersik egyenlete bTx = 0 alakra hozhaté, ahol b a hipersik normalvektora, és
b'™w > 0, bTA < 0 (ahol A a C kiipot kifeszité vektorok métrixa). Eszerint b € C*, de
b'w > 0 miatt w ¢ C**, és ezt akartuk igazolni. O

A Farkas-lemma legelterjedtebb megfogalmazéasa az un. alternativa alak, amelyben a
C = C** osszefiiggést a kup kétféle folirasaval ugy irjuk le, hogy egy vektor vagy eleme a
C kuapnak, vagy nem eleme a C* dudlisdanak. Részletesen kifejtve:

2.16. Tétel (Farkas-lemma — alternativa alak) Legyen A € R™*" b € R™. Ekkor
az aldbbi dllitdsok kézil pontosan az eqyik teljesiil:

1. Van olyan x € R"*, x > 0 vektor, hogy Ax = b.

2. Van olyan'y € R™ vektor, hogy yTA <0 ésy™b < 0.

Vildgos, hogy az elsé éllitas azzal ekvivalens, hogy b € C, a mésodik azzal, hogy b ¢ C**.
Tehat ezek valéban egymast kizard alternativak. Egy nagyon hasonlé alternativatételt
ismeriink, a Fredholm-félét, mely azt mondja ki, hogy vagy megoldhat6 az Ax = b egyen-
letrendszer, vagy van olyan y vektor, hogy y' A = 07 de y'b # 0. Az alternativatételek
tovabbi valtozatai szarmaztathatok azzal a triikkkel, ahogy egy egyenldtlenségrendszerbdl
egyenletrendszert kapunk 1j valtozok bevezetésével.

2.17. Tétel (Farkas-lemma — alternativa alak egyenl6tlenségrendszerre) Legyen
A e R™" b e R™. Ekkor az aldbbi dllitasok kozil pontosan az eqyik teljesiil:

1. Van olyan x € R", x > 0 vektor, hogy Ax < b.

'Az {(z,y) €R?* |y <0} és az {(2,y) € R? | y > 1} halmazok zartak és diszjunktak, de nem
szeparalhatok.
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2. Van olyany € R™, y > 0 vektor, hogy y'A <0 ésy'b < 0.

A bizonyitast az olvasora hagyjuk. A 2.4 tablazatban egy tovabbi alternativatétellel
egyiitt osszefoglaljuk e tételeket.

vagy van olyan x, hogy vagy van olyan y, hogy
; B TA T T
1. Ax <b és x tetszoleges yA=0",y b<0 sy >0
2. 2.17. tétel x>0 yTA > 07, yTb < 0
M Ax =D és y tetszoleges
4. Fredholm és x tetszoleges yTA=0",y'b#0

2.4. tablazat. A Farkas-lemma harom alternativa-valtozata, az utolsé sorban a Fredholm
alternativa-tétellel

Az alternativatételek ekvivalencia tipusu tételekké is atfogalmazhatok! Példaul a 2.17. té-
tel a kovetkezové valik:

2.18. Tétel (Farkas-lemma — ekvivalencia alak) Az Ax < b egyenlétlenségnek pon-

tosan akkor van nemnegativ X megolddsa, ha bdrmely y > 0 és y'A > 07 esetén
T

y'b>0.

Mind a négy alternativatétel atfogalmazhato ekvivalencia tipusu tétellé, ezt a felada-
tot az Olvaséra hagyjuk!

A Farkas-lemma egy kozgazdasagi reprezentacidja Tegyiik fel, hogy egy piacon
m kiilonbozo eszkozzel kereskednek, és egy idoszak végén a piac n kiilonbozo allapotba
keriilhet az eszkozok arait tekintve. Legyen az i-edik eszkoz ara az idoszak elején b;, azaz
legyen b a kezddarak vektora. Legyen tovdbbd A = [a;j]mxn a kifizetési métrix, ahol
a;; az i-edik eszkoz ara, ha a piac a j-edik allapotba jut. Portfélién egy olyan y € R™
vektort értiink, ahol y; az i-edik eszkoz mennyiségét jeloli. Egy portfolié beszerzésének
dra y'b, mig értéke az id6szak végére a j allapotban [y " A]; lesz. Megengedjiik, hogy y;
negativ legyen, ekkor az iddszak elején eladjuk, és a végén vessziik az eszkozt.
Arbitrazson altalaban piaci félrearazasbol adédé olyan lehetoségek kihasznalasat ért-
jik, melyek az tun. kockdzatmentes hozamhoz képest (mint amilyen pl. a bankbetét ka-
mata) azonnal és kockdzatmentesen magasabb hozamot nyujtanak. Ilyen példdul ha egy
bank egy valutat 200 Ft-ért ad, mig egy masik 210 Ft-ért vesz. Az arbitrazselmélet
szerint egy piac arbitrazsmentes, ha nincs olyan portfélié, amelynek negativ az ara, de
a piac minden allapotaban nemnegativ a hozama. Képletben kifejezve, ha nincs olyan
y vektor, hogy y'b < 0, de y'A > 0. A Farkas-lemma 2.16. véltozata szerint ez azzal
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ekvivalens, hogy van olyan x > 0 vektor, hogy Ax = b. Miutan x > 0, 1-normajaval
normalva, azaz a koordinatak Osszegével osztva egy valdszinliségeloszlast kapunk. Igy a
X

b = |[x[h1 A

1|1
egyenloség a kovetkezoképp is értelmezheto:

2.19. Allitas Egy piac pontosan akkor arbitrazsmentes, ha létezik a piac dllapotainak
eqy olyan valosziniiségeloszldsa, hogy a kezdddrak mindegyike a végdaraknak e valoszini-
ségeloszlds szerinti varhato értékével ardnyos.

LP feladat dudlisa Tekintsiik ismét a (2.1) LP feladatot:

T —|—4(L’2 6

131+ZL'2

NN N

1
7
221 + 29 < 12

Vv

T1,T2 2 0

z = 311 + 4x9 — max.

Megoldaséara lassunk egy 1j modszert! A z = 3x1 + 4a, fiiggvény maximumat keressiik.
Erre konnyen adhatunk felsé becslést, példaul az elsé egyenlotlenség 3-szorosat hasznalva

2z =3x1 + 4x9 < 311 + 1229 < 3 - 16 = 48.
Ennél jobb becslést kapunk, ha osszeadjuk az els6 és harmadik egyenlétlenséget:
2z =311+ 4wy < 327 + Do < 316 = 28.

Taldn van ennél kedvez6bb linearis kombindcidja az egyenlétlenségeknek! Keressiink
ilyet, egyiitthatéi legyenek 1, vy, ys:

y1(x1 + 4xo) + ya (21 + 22) + y3(221 + x2) < 16y1 + Tyo + 12ys3.

Azonos iranyu egyenlétlenségek linearis kombinaciéja csak nemnegativ egyiitthatokkal
vezet mindig érvényes egyenlotlenségre, tehat yi,vys,ys = 0. Atalakitas utan, és z-vel
osszevetve kapjuk, hogy fenn kell alljon a kévetkezo:

3v1 +4xy < (Y1 +y2 + 2y3) 71 + (dyr + Yo + y3)m2 < 16y1 + Ty2 + 12y3.
Mivel x1, 25 > 0, a bal egyenl6tlenség csak akkor éllhat fenn, ha
3< Y1+ Y2+ 2y3
4<4

Y1+ Y2 + ys.
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Maésrészt az is vildgos, hogy 3z; + 4x, maximumanak 16y; + 7y + 12y3; minimuma
fels6 becslését adja. Ha Osszegytijtjiik az eddigi feltételeket, latjuk, hogy egy ujabb LP-
feladatot kaptunk:

Y1+ Y2 +2ys = 3

4y +ys +ys = 4

Y Y2 1 Y3 (2.12)
Y1,Y2,y3 = 0

w = 16y; + Tys + 12y3 — min.

E feladatot az eredeti dualisdnak nevezziik. Ugyanilyen médon altalanosan is folirhat-
juk egy LP-feladat dudlisat! Vegyiik észre, hogy a fenti példdban az egyiitthatématrix
helyébe a transzponaltja keriilt, a feltételek egyenlotlenségeinek irdanya ellenkezdjére val-
tozott, a célfiiggvény maximuma helyett minimumat keressiik, és a jobb oldal valamint
a célfiiggvény vektora helyet cserélt.

2.20. Definicié (LP feladat dudlisa) Legyen A € R™*" b € R™, c € R". Az

Ax <b
x>0 (2.13)

c¢'x — max.

E feladathoz tartozo dudl feladaton, illetve e feladat dudlisan a kovetkezé LP feladatot
értyiik:

ATy >c
y=0 (2.14)
b'y — min.

E kontextusban az eredeti feladatot primal feladatnak nevezzik.

A korabbiakban lattuk, hogy konnyu atjaras van a feltételek egyenlotlenségeinek ira-
nyaban, igy a primal feladatban nem csak ,<”, hanem ,>” és ,=" is allhat, és egyes
valtozdkra a nemnegativitasi feltételt is elhagyhatjuk. Hogy jol attekinthetd legyen a
kapcsolat primal és dudl feladat egymasnak megfelel elemei kozt, a fenti konkrét felada-
tot és dudlisat egymas mellé irjuk:

1 + 4y < 16 y1 =0
r1+wy < T y2 =20
271 + 79 < 12 yz =0
z1 20 Y1 +y2+2ys 23
To 2 0 dyi+y2 tys 24
z = 3x1 + 49 — max w = 16y; + Tys + 12y3 — min.
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Primél Duél

[smeretlen vektor x € R" y € R™
Jobb oldali vektor b e R™ ceR"
Célfiiggvény max ¢’ x minbTy
Egyiitthatomatrix A e R AT € Rxm
Korlatozo feltételek a;.x < b; y; =0
a;.x > b; v <0
a;, X = b; y; tetszoleges
zj 20 a;rjy 2 G
z; <0 a:krjy <G

” T —
x; tetszoleges a,y = ¢

2.5. téblazat. A primél és dudl feladat egymasnak megfelel6 elemei (a;, az A matrix

1-edik sorvektora, a*Tj az A matrix j-edik oszlopanak transzponaltja.

Az Olvasé itt elgondolkodhat azon, hogy a feltételek &dltalaban hogy rakhatok parba.
Segitségiil mindent megadunk egy egyszerii tablazatban.

A 2.5 tablazatbol leolvashaté a dualitas sziikséges szimmetridja is, vagyis hogy ha az
A feladat dudlisa B, akkor a B dualisa A.

Példaként felirjuk egy gyakrabban eléfordulé tipus dudlisat: az Ax < b, ¢'x — max
(x-re nincs kikotés) feladat dudlisa ATy =c, y > 0, by — min.

Dualitas-tétel A dualitas-tétel a linedris programozas egyik koézponti eredménye, bi-
zonyitasat a Farkas-lemmara épitjiik.

2.21. Tétel (Dualitas-tétel) Legyen A € R™*" b e R™, c€R". Haa
(2.13) Ax <b, x>0, c'x — max

primdl feladat, és a hozzd tartozo

(2.14) ATy >c,y >0, b’y — min

dudl feladat valamelyikének van optimdlis megolddsa, akkor van a mdsiknak is, és a két
célfigguény optimdlis értéke azonos, azaz ha X és 'y optimdlis megolddsai (2.13)-nek,
illetve (2.1/)-nek, akkor c'x =b'y.

A dual feladat konstrukciéjabol lattuk, hogy ha x a primal, y a dudl feladat egy
megoldasa, akkor ¢'x < bTy. Ez a tételbeli feltételekbdl is azonnal adédik:

c'x<(ATy)'x=y"Ax<y'b=b"y. (2.15)
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Eszerint ha mindkét feladatnak van lehetséges megoldasa, akkor mindkettonek optimalis
megoldéasa is van, hisz a maximumfeladat feliilrol, a minimum feladat alulrél korlatos.
Az is vildgos, hogy ha az egyik feladat nem korldtos ((2.13) feliilrdl, (2.14) alulrdl), akkor
a masiknak nincs megoldasa. A tétel szerint ha az egyiknek van optimalis megoldasa,
akkor a masiknak is. Eszerint a primal és a dudl feladat megoldhatésaganak harom esete
lehetséges:

1. egyik feladat sem oldhaté meg,
2. egyik nem korlatos, masik nem oldhaté meg,

3. mindkettonek van optimalis megoldasa, és az optimaélis célfiiggvényértékek egybe-
esnek.

A dualitastétel bizonyitdsa. Tegyiik fel, hogy (2.13)-nek X optimélis megolddsa. A cél-
fiiggvény optimumat jelélje m, azaz m = c¢"x. Eszerint az
Al _[b ]

Ax < b, c"x > m, azaz az Tl < (2.16)

—cC —-m
egyenlotlenségrendszernek van nemnegativ megoldasa. Masrészt tetszoleges pozitiv e-ra
az

Ax <b, ¢c'x>m+e, azaz az Tl < (2.17)

—C —m — &

o< L]

egyenlotlenségrendszernek mincs nemnegativ megoldasa. A Farkas-lemma alternativa
alakja (2.17. tétel) szerint az, hogy a (2.17) egyenl6tlenségnek nincs nemnegativ megol-
désa, azzal ekvivalens, hogy létezik egy olyan [Y] > 0 vektor ([Y] € R"*1), hogy

[vT ] {_‘%} >0, de [v' ] {_mb_s

Kifejtve a blokkmatrixmiiveletet, majd atrendezve:

vIA >tc', dev'b < t(m+e). (2.18)

< 0.

Mivel a (2.16) egyenl6tlenségnek van megoldésa, ezért a Farkas-lemma (2.18. tétel) szerint
a fenti v vektorra

b

—m

[VT t} {_AT} > 0 miatt [VT t} [ ] = 0,

azaz v'b > tm. Itt t > 0, ugyanis t = 0 esetén tm < v'b < t(m + ¢) ellentmondésra
vezetne. Legyen tehdt y = v/t. Ekkor a (2.18) folyoményaként ATy > césm < b'y <
m+-¢, azaz y megoldasa a dudlis problémanak. Mivel a célfiiggvény alulrél korlatos, ezért
a dudl feladatnak is van optimalis megoldésa, és az csak az [m, m+-¢) intervallumba eshet,

tehat csak m lehet. O

A bizonyitds csak egy esetre vonatkozott, de a 2.5 tablazat szerinti Osszes esetre
atviheto.
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A primal és dual feladat szimplex tablai A két feladat tablai kozti kapcsolat
alapjan a dudl feladat megoldasa leolvashaté a primal szimplex tablajabdl és viszont.
Ennek igazolasaval egyuttal 4j bizonyitast adunk a dualitastételre.

2.22. Példa Oldjuk meg szimplex modszerrel a 2.2. példahoz tartozo LP-feladat dudli-
sat, melyet folirtunk a (2.12)-beli képletekkel!

Megoldds. A dualis feladatot a kovethetéség érdekében megismételjiik:

Y1+ Y2 +2ys =3
dyr +y2 +yz = 4

Y1,Y2,y3 = 0
w = 16y; + Ty + 12y3 — min.

A\

Vv

Mivek itt > jelek allnak a feltételekben, nemnegativ valtozok kivonasaval kaphatunk

egyenletrendszert, a célfiiggvényt pedig —1-gyel kell szorozni, hogy maximumfeladatot

kapjunk. fgy a a kovetkezo tablat kapjuk, mely még nem szimplex tdbla, nincs benne
permutaciématrix:

Yi Y Ys Ys+ Y5

1 1 2 =1 0

4 1 1 0 -1

-16 -7 =12 0 0

Az indul6 téblat két djabb véltozd bevételével és a (2.10) egyenlet megolddsdval meg-
kapjuk:

N W

Yi Y2 Ys Y4 Ys Ys Y7 Yi Y2 Ys Y4 Ys Ys Y7
1 1 2 -1 0 1 013 1 1 2 -1 0 1 0/3
4 1 1 0 —1 0 114 — 4 1 1 0 -1 0 1|4
0 0 0 0 0 -1 —-1]z 5 2 3 -1 -1 0 0|z+7
Y Y2 Ys Ya Ys Ye Y7 Y Y2 Ys Ya Ys Ye Y7
N 1 1 2 —1 0 1 013 N 4 1 1 0 -1 0 14
3 0 -1 1 -1 -1 1|1 3 0 -1 1 -1 -1 1
3 0 -1 1 -1 -2 0|z+1 0 O 0 0 0 -1 —-1]z

Megtalaltuk tehat az egyenletrendszer egy olyan ekvivalens alakjat, melyben az egyiitt-
hatématrixnak van egy permutaciématrix része. Az eredeti célfiiggvényben eliminalva
a permutaciomatrix alatti elemeket, szimplex tdblahoz jutunk, melyet egyetlen lépésben
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meg is oldunk:

Y1 Y2 Ys Ys Y5 i Y2 Ys Ys  Ys
4 1 1 0 —-11/4 _ 4 1 1 0 -1 4
3 0O -1 1 —-1]1 3 0 -1 1 -1 1
—-16 -7 —-12 0 0|z 12 0 =5 0 —7]|z+28
1 Y2 Ys Yq Ys
. 0 1 7/3 —4/3 1/3 8/3
1 0 —-1/3 1/3 —1/3 1/3
0 O -1 —4 —3|z+24

Vessiik Ossze ezt az eredményt a primadl feladat 2.11. példabeli induld és optimélis
szimplex tablaival, melyeket itt megismétliink:

1 X2 T3 T4 Ty 1 T2 T3 T4 Iy

1 4 1 0 016 0 1 3+ —% 0 3
1 1 0 1 0] 7 10— 3 0 4
2 1 0 0 1]12 0 0 5 —f 1 1
34 0 0 0f = 0 0 —3 -5 0[z—24

Az, hogy a két optimalis tabla adatai kozt szoros kapcsolat latszik, nem véletlen. Ele-
venitsiik fel a (2.9) egyenletben és utdna bevezetett jeloléseket, és irjuk fel értékiiket e
konkrét esetben, nevezetesen a primél feladathoz tartozé standard alaku LP-feladatra.
A primadl feladat optimadlis tédbldja alapjan B = {2,1,5}, N' = {3,4}, tovabba

1 4/1 0 0 16 . ) o1 & =10
2 1/0 0 1 12 00 & -I1
41 0 : —3 0 10
—1 1 4

AB: 1 1 0, AB == —1§ §7 O, AN: 0 1 y
:1 2 1 : -1 0 0
4 0 1 4

“= ol CN:M’ =0 C’N:{—g}’ %5= (3|, Xy=0.
0 3 1

ahol A, € és X az optimalis szimplex tabla egyiitthatématrixat, célfiiggvénysordnak vek-

torat és az optimalis megoldast jeloli

A kovetkezokben altalanosan kimondjuk és igazoljuk a fonti adatokkal kénnyen el-

lendrizheto Osszefiiggéseket.

]

2.23. Allitds Az Ax < b, ¢'x — max feladat standard alakjihoz tartozo optimdlis
szimplex tablajabol leolvashato a feladat dudlisinak megolddsa is: 'y = chgl, mely a
segédvaltozokhoz tartozo célfiigguényvektor —1-szerese.
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Bizonyitds. Tobbet bizonyitunk: 1j bizonyitast adunk a dualitastételre. A primal feladat
standard alakja az Agxg+Anxy = b, 2 = cjxs+c)xy alakot 6lti, ahol B az optimalis
tabla bazisoszlopainak rendezett indexhalmaza. Az el6bbit Agl matrixszal beszorozva,
és kifejezve x5-t kapjuk, hogy

Xp = Aglb - AglANXN’.
Ez a célfiiggvénybe helyettesitve a
z=cp (Az'b— Ag'Anxy) + cixy

alakra vezet, ahonnan

z—cpAL'b = (ch\/ — chglAN) XA (2.19)
Az optimalis tablan az x,-hez tartozo egyiitthatok nem pozitivak, azaz
cy=cy —CcpAz AN <07, (2.20)

tehdt az optimalis célfiiggvényérték valéban az XN = 0 helyen adddik, és épp

azaz
x5 = Agz'b.

Ez 6sszhangban van azzal, hogy az optimalis tabla utolsé oszlopaban az elemi sormiive-

letek kovetkeztében valoban A’lb all, valéban ezt a megoldéast olvassuk le a tablarol.

Most megmutatjuk, hogy y' = CBA megengedett megoldésa a dualis feladatnak,
azaz hogy y'A = cjA5 A > c. Mivel A barmely oszlopa vagy az Ag vagy az A egy
oszlopa, ezért

A 1AB CB>
s (2.20) szerint
c;AglA N = CJT\/',
ami bizonyitja élh’tzisunkat

Beldtjuk, hogy y' = CBAB optimélis megoldésa a dualis feladatnak. Ez azonnal

kovetkezik abbdl, hogy
b'y =3'b =ciAz'b = xb,
valamint abbdl, hogy — a gyenge dualitdstétel néven is 1srnert — (2.15) egyenl6tlenség
szerint minden megengedett x primél és y dudl megoldédsra c'x < bTy.

Ha az Ax < b egyenldtlenségben A m x n-es, akkor a standard indulé tabldban
aZ Tpit,- - -, Tnim valtozok a segédvaltozdk, és ezekhez az 1, egységmatrix tartozik, az
indulé tzibléban a célfiiggvény egytitthatoi 0-k, igy a (2.19) egyenletbdl és a nyilvanvald
0 = ¢ = ¢ — cfAZ Ap egyenléség alapjan

Cl[n+1...n+m] - 0 - CBA 1I = _CBA 1 _yT7

ahogy allitottuk. O]
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A dualitastétel kozgazdasagi jelentése Ha egy LP feladat egy valésagos probléma
megfogalmazdasabdl sziiletik, fontos jelentése van a dualfeladatnak. Erre mutatunk egy
elemi példat.

Tekintsiik a parfiimok gyartasardl szol6 2.2. példat. Ez a (2.1) feladatra vezet, mely-
nek dudlisa a (2.12) feladat. Mindkett6t megoldottuk, de vajon a dudlis feladathoz
tartozik-e olyan — a parfimok gyartasahoz kapcsolédo — gazdasagi kérdés, melyre a du-
alis feladat megoldéasa vélaszt ad?

Vajon mennyit ér szamunkra erdforrdsaink egységnyi mennyisége? Mennyit kér-
jiink, ha valaki azokat meg akarna vasarolni? Ha y; a titkos illatanyag, y, az egy cl-
re juté csomagoldkapactas és ys a kiilonleges eljarasunk értéke, akkor idoegységenként
w = 16y; + Ty + 12y3 kapacitasunk értéke. A vevé ezt nyilvan minimalizélni szeretné.
Mivel mi sem szeretnénk rosszul jarni, nem kaphatunk kevesebbet, mint amennyit sajat
termékeink eladdsaval kapnank, tehat fonn kell, hogy alljon a kovetkezo két egyenlétlen-
ség:

Y1+ Y2 +2y; =3
dyr +y2 +ys = 4.

Ezek a fenti célfiiggvénnyel és az arakra vonatkozé nyilvanvalé nemnegativitasi feltéte-
lekkel épp a (2.12) LP-feladatra vezetnek, vagyis a parfiim-feladat dudlisdhoz.

A dualitastétel egy mechanikai szemléltetése Legyen Ax < b, ¢'x — max a pri-
mal feladat. Ennek dudlisa a 2.5 tabldzat szerint ATy = ¢,y > 0, b’y — min. Legyen A
mérete m x 3. Ha a primal feladatnak van megengedett megoldasa, akkor az A;.x < b;
egyenlotlenségekkel megadott félterek metszete egy nem iires poliéder. Képzeljiik el,
hogy az A;.x = b; egyenletii, A;, normalvektoru S; sikok hatarolta poliédert dobozként
elkészitjiik, és belehelyeziink egy golyét az x helyre. Ez igy egy lehetséges megoldast
szemléltet. Legyen c a golyéra hat6 gravitacids erd, mondjuk legyen ¢ = (0,0, —1). Vi-
lagos, hogy az optimalis megoldds a poliéder legalsé pontja lesz, ami lehet a poliéder
egy csucsa, egy vizszintes élének vagy lapjanak egy pontja. Ennek megkeresése fizikailag
egyszerl: engedjiik el a golyot a doboz belsejében, ami egy optimélis X helyre fog gurul-
ni a doboz belsé faldn. (E modellben a goly6t elhanyagolhaté sugarinak képzeljik, de
r-sugaru golyo kozéppontjaba mutatd x vektorral is megvaldsithato, csak akkor a doboz
falait az eredeti hatarolé sikokhoz képest r-rel ,kijjebb” kell tolni.)

Vizsgaljuk meg az optimalis X helyre keriilt golyora haté erdket. Jeldlje I azt az
indexhalmazt, amelyre az S; sik pontosan akkor érinti a golyét, ha i € 1. Az S; sikot
a goly6 a sik normalvektoraval parhuzamos erdvel nyomja, legyen e vektor g;A;. A c
vektor eloall e vektorok Gsszegeként, igy

el

Legyen ; = 0, ha i ¢ I, gy az y = (41, %o, - - -, Jm) vektorra yTA = c. Ez az y vektor
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2.13. abra. Egy poliéder alsoé csucsa az ott talalkozo lapokkal, a csiucsba helyezett, el-
hanyagolhatéan kis sugard (igy szinte nem is ldthatd) golydra haté gravitacios erdvel és
annak komponenseivel. A poliéder oldallapjat és a ra merolegesen hato erét azonos szin
jelzi.

optimalis megolddsa a dualis feladatnak. Tekintsiik ugyanis az y'(Ax — b) kifejezést.
Egyrészt, mivel az S; sik egyenlete A;,x = b;, ezért A;;Xx — b; = 0, ha i € I, masrészt
y; =0, hai ¢ I, igy yT(Ax —b) = 0. Ebbdl atrendezve y'b = yTAx = y'c adédik,
tehdt ¥'b = y'c, vagyis y valéban optimalis megolddsa a duélis feladatnak.
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3. fejezet

Kdodelmélet és kriptografia

3.1. Kodvektorok

Bitvektorok, kédvektorok A modern szamitégépek memoridjaban vagy hattértaro-
16in az adatok taroldsdnak legkisebb egysége a bit'. Egy bittel két allapot tarolhat,
melyeket a 0 és 1 szamokkal jeloliink, de amelyek tébb mindent is reprezentalhatnak:
hamis/igaz, nem/igen, ki/be,.... A biteket a hardver lehet&ségei és a feladat igényei
szerint csoportokba, sorozatokba, vektorokba gytijtik, melyekkel kiilonféle miiveletek vé-
gezhetok. Ezek attdl is fiiggnek, hogy a bitvektorok milyen adatokat kédolnak. E mii-
veletek koziil minket azok fognak érdekelni, melyek algebrailag a kordbban megismert
vektormiiveletekre hasonlitanak.

Az egyszertiség kedvéért a bitvektorokat gyakran a biteket jel6l6 szamjegyek egyszerii
egymas mellé frasaval adjuk meg, pl. 01110101 a (0,1,1,1,0,1,0,1) vektort jeloli.

A modern szamitdstechnika szamtalan kédot haszndl, mely bitvektorokkal (is) leirha-
t6. Példaul karakterek kédolasara hasznalatos a 7-dimenziés bitvektorokbol &llé ASCII-
kéd,? a decimélis szdmok kédoldsara a 4-dimenziés bitvektorokbél 4ll6 BCD-kéd.*

Az emberek altal is elolvashaté kodok gyakran decimélis szamokbol dllnak. Példaul az
emberek azonositasara hasznalt személy: szam egy olyan vektornak tekinthetd, amelynek
koordinatai a 10-elemi {0, 1,...,9} halmazbdl valok.

1 Bit: az angol binary digit kifejezésbdl képzett sz6, ami magyarul bindris, azaz kettes szdmrendszer-
beli szdmot jelent. A szoftver (software) szét is megalkoté John W. Tukey otlete.

2Az ASCII-kéd (American Standard Code for Information Interchange) 7-hosszi, de egy 0-val az
elején kiegészitve 8 biten (1 bajton) tdrolhatd kéd. Az angol nyelv betii, {résjelei, és néhdny szdmitégépet
vezérl6 karakter van benne kédolva. Pl. a ,,z” betit ASCII-kédja 01111010, decimélis alakban 122.

3A BCD-kéd (binary-coded decimal) decimalis szamok egyik szokdsos kédoldsa, mely a szam kettes
szamrendszerbe val6 atirasa helyett a szamjegyenként val6 kédolast valasztja. Tobb valtozata is van, a
legegyszeriibbikben minden szdmjegynek 4-4 bit felel meg, igy a 16 lehetséges 4-hosszi kédszo helyett
csak tizet haszndl: a 0, 1,..., 9 jegyek kddja rendre 0000, 0001, 0010, 0011, 0100, 0101, 0110, 0111,
1000, 1001. fgy az 561 BCD-kédja harom kédvektorbol all: 0101 0110 0001. A kettes szamrendszerbeli
alak 1000110001.
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A kédolashoz mi a tovabbiakban mindig egy rogzitett, véges kéddbécét hasznalunk,
amelynek betiii altaldban a 0-tél n — 1-ig terjedd egészek, n > 10 esetén a normdl dbécé
bettii lesznek. A kodabécé ,,betiiibol”, azaz elemeibol képzett vektorokat kodvektoroknak
vagy kodszavaknak nevezziik. A bitvektorok is kédvektorok, ahol a kédabécé a kételemii
{0,1} halmaz.

A koédvektorok koordinatainak szamat, vagyis a kodvektor dimenzidjat a kod hosszd-
nak nevezziik. Ez természetesen nem analég fogalom a vektor abszolit értékével.

A személyi szam tehat egy 10-elemii abécébol képzett 11-hosszi kédsz6. Nem minden
11-hosszi decimalis vektor lehet személyi szam, mert egyrészt bizonyos helyeken csak bi-
zonyos szamok allhatnak, masrészt mert az utolsé koordinata egy ellenérzo jegy, amit a
tobbi koordinatabdl lehet kiszamolni. Tehat a személyi szdm, mint kod, matematikailag
a 11-hosszu kédvektorok halmazanak egy részhalmazaként irhatéd le. Ezért altalaban a
kodabécé betiiibol képzett vektorok részhalmazait fogjuk kodnak nevezni. Foként az in-
formacioelméletben valtozo hosszu kddszavak is tartozhatnak egy kodhoz. Mi ilyenekkel
nem fogunk foglalkozni, de megemlitjiik, hogy a karakterek manapsag elterjedt UTF-
8 kodolédsa is valtozé hosszi kodvektorokbol all: egy karakter kédja 8-, 16-, 24- vagy
32-bites is lehet.

A kod egy kozos dbécébol képzett azonos hosszisagu kédszavak egy halmaza. Kddolds
soran a kédolandoé objektumokhoz kdédszavakat rendeliink, dekddolds az ellenkezo irdnyu
folyamat.

Vektormiiveletek Z; -ben Z7 a Z,,-beli n-hosszu vektorokbdl éll. E vektorok ossze-
adasa, skalarral valdé szorzasa és skalaris szorzasa a Z,,-beli miiveletekkel az R™-beli
vektormiiveletekhez hasonléan végezheto el. Ennek kovetkeztében a linearis kombindcio,
linearis fliggetlenség itt is ugyanugy definidlhato és hasznalhato.

3.1. Példa (Linedris kombindcié Z" -ben) Szdmitsuk ki a Z3-beli
a=(1,0,0,1,1,0), b=(0,1,0,1,0,1) és ¢ = (0,0,1,0,1,1)
vektorok dsszes linedris kombindcidjdt Zy-beli egyiitthatdkkal, valamint a Z3-beli
u=(1,1,0) ésv=1(0,1,1)
vektorok dsszes linedris kombindciojat Zs-beli eqyiitthatokkal.

Megoldas. A lehetséges ra+yb+ zc alaki linearis kombinacidk szama 8, ugyanis x,y, z €
Zy, mindegyik egylitthatonak 0 vagy 1 az értéke, és ez 2 -2 -2 = 8 eshetdség. Az
x =1y =z = 0 eset a zérusvektort adja. Ha z, y és z koziil csak egyikiik értéke 1, a tobbi
0, akkor a harom adott vektort kapjuk vissza. Azok az esetek maradnak, amikor legaldbb
két vektort kell dsszeadni. Példaul la + 1b + Oc = (1,0,0,1,1,0) + (0,1,0,1,0,1) =
(1,1,0,0,1,1). Az Osszes linearis kombinaci6 a 3.1. (a) tdblazatban ldthatd.
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ryz xza+yb+ zc Ty xu-+yv

000 (0,0,0,0,0,0) 00 (0,0,0)
100 (1,0,0,1,1,0) 10 (1,1,0)
010 (0,1,0,1,0,1) 20 (2,2,0)
001 (0,0,1,0,1,1) 01 (0,1,1)
110 (1,1,0,0,1,1) 11 (1,2,1)
101 (1,0,1,1,0,1) 21 (2,0,1)
011 (0,1,1,1,1,0) 02 (0,2,2)
111 (1,1,1,0,0,0) 12 (1,0,2)

22 (2,1,2)

(a) (b)

3.1. tédblazat. Vektorok linearis kombindciéi (a) Zs és (b) Z; f6lott.

Az xu + yv alaki linearis kombinaciok szama 9, ugyanis z,y € Zg, ami 3-3 = 9
lehetdséget ad. Példaként egy linedris kombinécid, a tobbi a 3.1. (b) tabldzatban lathato:
2u+1v=2(1,1,0) + (0,1,1) = (2,2,0) + (0,1,1) = (2,0, 1). O

Tokéletes biztonsagu titkositas A kovetkezdkben egy egyszerti, de feltérhetetlen
titkosité moédszert mutatunk a Z,,-beli vektormiuiveletek alkalmazasara.

3.2. Példa (One time pad — a tokéletes titkositas) Az izenet kildése elétt a kildd
és a fogado megegyezik eqy titkos kulcsban, mely eqy olyan hosszi véletlen bitvektor, mint
amilyen az tizenet legfoljebb lehet. Legyen a kulcs k € Z. Legyen a titkositando tizenet
u € Zy. A titkositds sordn a kildd kiszamolja az u+k vektort, és azt kiildi a fogaddnak,
akt a titkositott tizenethez maga is hozzdadja a kulcsot, és mivel barmely x € Zy vektorra
x+x =0, ezért (u+k)+k=u+ (k+k)=u, vagyis a fogadd igy valdban megfejti az
lizenetet.

e Példaként egy iizenet, egy kulcs és a kettd Gsszege — a titkositott {izenet — a tomor
bitvektor-jeloléssel

az lizenet: u = 010101010000111111111111
a kulces: k =001011000101101001011010
a titkositott lizenet: u+k=011110010101010110100101

e A bitvektorok ilyen médon valé Gsszeadasa megegyezik a kizard vagy nevi logikai
miivelettel, melyet a XOR szdval (exlusive or), vagy a @ miiveleti jellel is szoktak
jelolni.
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e E titkositas hatranya, hogy a k kulcs csak egyszer hasznalhaté fel, mert két kiilon-
boz6 u; +k és uy +k tizenetet elcsipve és Gsszeadva az (u; +k)+ (ug+k) = u; +uy
vektorban mar nem szerepel k, és ebbdl statisztikai médszerekkel mar mindkét iize-
net megkaphato.

e Bizonyithatd, hogy e kdd megfejthetetlen, ha k valéban véletlen bitsorozat, és csak
egyetlen tizenet titkositasara hasznaljuk.

e A modern kriptografiai médszer egy része lényegében erre a médszerre épiil azzal a
modositassal, hogy a véletlen sorozat helyett egy dlvéletlen sorozatot hasznalnak,
mely egy kulcsszobdl generalhato.

A fenti médszer nem csak Zy-vel végezhetd. Ha a 26 betiib6l allo angol abécé betiinek
Zse elemeit feleltetjiik meg, az u+k vektort Zj,;-ben szamolhatjuk. Evszézadokig voltak
haszndalatban olyan titkosité technikdk, amelyek lényegében a fenti mddszert hasznaltak
azzal a gyengitéssel, hogy a véletlen kulcs helyett egy konnyen megjegyezhetot valasz-
tottak. Sokaig hitték feltérhetetlennek példaul a Vigenere-titkositast, melyben a kulcs
egyetlen sz6 ismétléseibol allt.

3.3. Példa (Vigenere-titkositas) Feleltessik meg a magyar dbécé betilinek Zsy ele-
meit:

AABCDEEFGHIIJKXKLMNOOO®MPRSTUUUMVZY
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31

Legyen a kulcs a TITOK szo, és titkositsuk a JOVOHETILOTTOSZAMOK szoveget
Vigenere maodszerével.

Megoldas. Elészor a fenti tablazat szerint minden betiit a neki megfelel6 szammal helyet-
tesitiink mind a titkositandé szévegben, mind a kulcsban. Ezutan a szoveg ala irjuk a
kulcsot, a kulcsszét annyiszor ismételgetve, ahanyszor sziikséges, majd Zso-ben szamolva
osszeadjuk az egymads ala irt szdmokat, végiil az igy kapott Osszegeket a nekik megfeleld
betiikkel helyettesitjiik:

J 0 v W H E T I L O T T 0 S Z A M 0 K
12 19 29 20 9 524 10 14 17 24 24 18 23 30 1 15 17 13
+ + + + o+ + + + + o+ + + + + + + + + o+
T I T 0 K T I T 0 K T I T 0 K T I T O
24 10 24 17 13 24 10 24 17 13 24 10 24 17 13 24 10 24 17
42921 522 29 2 23130 16 210 811 2525 9 30
D V P E R V BB Y Z N B I ¢ I U U H Z

Tehat a titkositott szoveg: DVPERVBBYZNBIGIUUHZ.
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3.2. Kédok, linearis kédok

Hibajelz6 és hibajavité kédok A kédelmélet egyik célja, hogy redundans informécio
hozzaadasaval elérje az elkiildott iizenet megérkezését zajos, veszteséges csatornan ke-
resztiil is. Ennek egyik médja hibajelz6é kéd alkalmazasa, mely jelez bizonyos — gyakran
eloforduld — hibakat, lehetévé téve a hibasan megérkezett {izenet ujrakiildését. Ennél is
tobbet tud a hibajavité kod, mely hibak kijavitasara is képes.

Vilagos, hogy a hibak mérésénél szamunkra az a fontos, hogy az elkiildott és a foga-
dott vektor hany koordinatahelyen kiilonbozik. Ezt az értéket a két vektor Hamming-
tdvolsdaganak fogjuk nevezni. Példaul a 01001110 és a 01101100 vektorok Hamming-
tavolsaga 2, mert a két vektor a 3. és 7. helyen — azaz két helyen — kiilénbozik.

A kodot e-hibajelzonek nevezziik, ha barmely kodvektorban legféljebb e koordinatat
megvaltoztatva olyan vektort kapunk, mely nem kdédvektor, vagyis amely nem tartozik
a kédba. A hibajelzés tehat ugy torténik, hogy észleljiik, ha egy nem a kdédba tartozo
vektor érkezik.

Egy kédot d-hibajavitonak neveziink, ha barmely kodvektorara igaz, hogy benne leg-
foljebb d koordinatat megvaltoztatva olyan vektort kapunk melyhez csak ez az egyetlen
kédvektor van tole legfoljebb d Hamming-tavolsagnyira. Vilagos, hogy ha egy kodban
barmely két kddszé tavolsaga legalabb 3, akkor ha egy kdédszéban egy koordinata meg-
valtozik, akkor e hiba egyértelmiien javithato.

A 3.1. példaban eléallitott linearis kombinaciok hibajelzo kodok, egyikiik hibajavito
is. Hatarozzuk meg, hogy hany hibat jeleznek, és amelyik javit is, hdny hibat javit!

Alappéldak: egyszerii hibajelz6 és hibajavité kodok A hibajelzés és hibajavitas
legegyszeriibb modja az {izenet tobbszori elkiildése.

3.4. Példa (Ismétlé kéd) Legyen a kdoddabécé tetszdleges, és a kdd dlljon azokbdl az
n-hosszi kodszavakbol, melyek minden koordindtdja azonos. E kod legfoljebb n — 1 hibdt
jelez, és | “5%] hibdt javit.

Megoldds. n hibat nem tud e kdéd jelezni minden esetben, pl. ha az zxx...x iizenet
yyy . .. y-ra valtozik, az hibatlan {izenetnek tiinik. Masrészt n-nél kevesebb hibat mindig
jelez a kod, hisz egy kodvektorban legfoljebb n — 1 koordinatat megvaltoztatva, az mér
nem allhat azonos koordinatakbdl. Ha egy kodszdéban a koordinatak felénél kevesebb
koordinata valtozik meg, akkor abbdl még rekonstrualhato az eredeti kodsz6. Ha viszont
épp a koordinatak fele valtozik meg, ez nem mindig sikeriilhet, pl. a 4-hosszt xxyy
koédszordl nem dontheto el, hogy az xxxx vagy az yyyy kddszéban tortént 2 hiba. O

Az elektronikus szamitogépek adatkezelésének egyik els6 otlete az adattarolds vagy
tovébbitas biztonsdgosabbd tételére a paritasbit. Ha egy (n — 1)-hosszu b bitvektorhoz
még egy bitet csatolunk, melynek értéke 1, ha b-ben paratlan sok bit egyenlo 1-gyel,
egyébként 0, akkor olyan n-hosszu vektort kapunk, melyben paros sok 1-es van. A kod
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tehat az 0sszes olyan n-hosszi kddszobdl all, melyben az egyesek szama paros. E kddot
paritisellendrzo kodnak nevezziik, a hozzaadott bitet paritdsbitnek.

A paritasbit Z, folott 1 - b alakba irhaté, ahol 1 a b-vel azonos hosszisdgu és csupa
1-esbol &all6 vektor.

Ha u jelzi a paritasbittel megnovelt vektort, akkor u pontosan akkor tartozik a kod-
hoz, ha 1-u =0 (1 most az u-val azonos hosszisdgu).

3.5. Példa (Paritasellendrz6é kéd) A paritasellendrzd kod 1-hibajelzd, de jelez min-
den olyan hibdt, melyben pdratlan sok koordindta vdltozik meg.

Megoldas. Ha épp egy bit valtozik meg, akkor paratlan sok 1-es lesz a vektorban, tehat
e hibat e kod jelzi. Ugyanez torténik, ha paratlan sok koordinata valtozik meg, de nem
jelzi, ha 2, illetve altalaban paros sok hiba torténik. O

A paritasellenérzo kod altalanosithatd Zo-rol tetszoleges Z,,-re: nullosszegi kodnak
nevezzik a Z" osszes olyan v = (vy, vq, ..., v,) vektordbdl allé kédot, melyekre vy + vy +
-4 v, =0, azaz melyekre 1 - v = 0.

A nullosszegii kodnal tobb hibat is jeleznek azok a valtozatai, amelyekben nem az
1, hanem valamely mas vektorral vett skalaris szorzatokat kell vizsgalni. Ezek a ska-
laris szorzatok gy is reprezentalhatdk, hogy egy adott iizenetvektorhoz egy vagy tobb
un. ellendrzo dsszeget irunk, megnovelve a koordinatak szamat.

A magyar személyi szdm a személyre jellemzo6 10 jegybol, és az azt kiveto e ellen6rzo
osszegbol all. Az e kiszamitasi képlete

Z11-ben szamolva: e = (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) - u,

ahol u a személyi szam elsé 10 jegye. Az egy napon sziiletettek személyi szaméanak
megkiilonboztetésére a szam 8 — —10-edik jegyét ugy valasztjak ki, hogy e # 10, igy
az ellendérzo Osszeg mindig egyjegyt. Korabban hasonld képlettel szamoltak a konyvek
ISBN-kddjat (International Standard Book Number), de ott ha 10 volt az ellenérzé kéd,
egy X-et —rémai tizest — irtak helyébe. Kérdés: miért nem Ziy-ben szamoljak az ellenérzo
jegyet e kdédoknal?

A termékek EAN-kédja (European Article Number) egy 13-jegyii, a termék azonosi-
tasara szolgdlé kéd, melyhez egy vonalkéd is tartozik. A 13-dik jegy az ellen6rzé Gsszeg.
Ha az EAN kédvektort v jeloli, akkor fonn kell &llni

Zyp-ben szamolva az (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) - v =10

osszefiiggésnek (3.1. abra).
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| SBN 978-963- 545-398-6

789635"453986

5
3.1. dbra. Egy konyv ISBN-13 kédja, ami egyuttal az EAN kédja is. Az EAN-kédhoz
tartozik egy vonalkdéd is. 2007 éta a konyvek ISBN-szdma (ISBN-13) és EAN-kédja
megegyezik (kordbban az ISBN 10-jegyti volt).

9 >

Hamming-kéd A kovetkezo kdd bindris, 7-hosszi, mely egy 4-hosszt tizenethez harom
paritasbitet ad. A kédolandé tizenet bsbsbgbr, a kéd b = b1babsbsbsbgbr, a by, bsy, by
paritasbitek a kovetkez6 egyenloségekbol szamolanddk:

by +b3+bs+0b;=0
by + b3 +bg+ b =0 (3.1)
b4+b5+b6+b7:0

E kissé esetlegesnek t1in6 0sszegeket konnyen attekinthetévé teszi a 3.2. dbra. Ezen a hét
bit mindegyikét egy harom halmazt tartalmazé Venn-diagram egy-egy résztartomanyé-
hoz rendeltiik. Egy vektor akkor tartozik a kodhoz, ha a harom halmaz mindegyikébe
tartozo bitek Gsszege 0, azaz ha mindharom halmazban paros sok 1-es bit van.

3.2. dbra. Hamming-kdd konstrukcidja

3.6. Példa (Bindaris [7,4, 3], Hamming-kéd) A fent definidlt Hamming-kéd F5 16
vektordbdl dll, 2-hibajelzd, és 1-hibajavitd. TS minden vektora vagy a (3.1) egyenletek dltal
definidlt bindris 7-hosszii Hamming-kodhoz tartozo kodvektor, vagy egyetlen koordindta
megudltoztatdasaval azzd tehets!
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Megoldas. Mivel bs, bs, bg, by értéke egymastol fiiggetleniil tetszolegesen megvalaszthato,
masrészt egyértelmiien megadjak a maradék harom bit értékét, ezért a kddszavak szama
valéban 2% = 16.

Tekintsiink egy tetszbleges b € F5 vektort. Ez vagy kddszd, vagy a 3.2 dbra szerinti
A, B és C halmazok koziil valamelyekben nem 0 a bitek 6sszege. Ezesetben tekintsiik azt
az egyetlen bitet, mely pontosan a ,renitens” halmazok metszetében van. Ekkor ennek
az egyetlen bitnek a megvaltoztatasdval minden ,renitens” halmazban 0-ra valtozik az
Osszeg, igy e bit megvaltoztatasaval kodszot kaptunk. Tehat e kod 1-hibajavito. Ebbol
az is kovetkezik, hogy semelyik két kodszo Hamming-tavolsaga nem lehet 3-nal kisebb.
Masrészt példaul a 0111000 és a nullvektor tavolsaga épp 3, igy a kdéd barmely 2 hibéat
jelez, de harom hibat mar nem minden esetben, tehat e kod 2-hibajelzo. O]

E koéd optimalis abban az értelemben, hogy a kédszavak és a kodszavak egyetlen bitjé-
nek elrontdsaval kapott vektorok kiadjédk 5 6sszes vektordt. Ennek egy szép geometriai
szemléltetés adhat6. Nevezziik b-kozepl 1-sugari gémbnek azon pontok (vektorok) hal-
mazat, melyek b-tdl legfoljebb 1 Hamming-tavolsagnyira vannak. Egy ilyen gémbnek
Osszesen 8 pontja van, maga a kdédszo, és az a 7 kdédvektor, melyek pont egyetlen ko-
ordinatdban kiilonboznek b-t6l. A Hamming-kéd szavainak szdma 2* = 16, az ezek
koré emelt gombok paronként diszjunktak, 16 - 8 = 128 = 27, azaz e gémbok paronként
diszjunktak, és hézagtalanul lefedik F5 &sszes pontjat! Azokat a kdédokat, ahol a kéd-
szavak koré emelt azonos sugaru gombok atfedés nélkiil, és hézagtalanul lefedik a teret,
perfektnek nevezziik.

Lattuk, hogy semelyik két kddszo tavolsdga nem lehet 3-nél kisebb, viszont, hogy van
két olyan kédszo, amelyek Hamming-tavolsaga pontosan 3. Azt fogjuk mondani, hogy e
kéd kodtavolsdga, vagy minimalis tavolsaga 3.

A Hamming-kdd egy igen meglepd és érdekes feladat megoldasahoz is segitséget nyujt:

3.1. Feladat 7 haldlraitélt korben 4il, mindegyikiik fején eqy véletleniil kivdlasztott piros
vagy fekete sapka. Mindenki ldatja a tobbiek sapkdjdt, de senki se ldtja a sajdtjdat. Sem-
mi modon nem kommunikdlhatnak eqymassal. FEgqy ido utan egyszerre mindegyikiknek
tippelnie kell a sajat sapkaja szinére. Hdrom wvdlasz lehetséges: ,nem tudom?”, ,fekete”,
Lpiros”. Ha senki nem taldlja el, vagy csak eqy is akad, aki téved, mind meghalnak,
eqyébként mind megmenekilnek. Tudunk-e szamukra olyan eljdrdst javasolni, ami 1/2-
nél nagyobb valdsziniiséggel megmenekiti oket. Mi a legnagyobb valdsziniiség, amit el
tudunk érni?

3.7. Példa (Kiegészitett binaris [8,4, 4], Hamming-kéd) A 7-hosszi bindris [7,4, 3]s

Hamming-kodbol a kodszavak paritasellendrzo bitjének hozzavételével kapott kodot 8-
hosszu kiegészitett bindris Hamming-kédnak nevezziik, mely 3-hibajelz6 és 1-hibajavito.
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Megoldas. Jelolje a paritasbitet by, azaz
bo + by + by + bg + by + bs + bg + by = 0.

Ezt az egyenletet a (3.1) egyenletrendszerhez véve, majd annak egyenleteit ehhez adva
a kovetkezo — e kodot definiald — egyenletrendszert kapjuk:

by + b3 + b5 +bs = 0
by +b3+bs+07 =0
by + b3 +bs + b7 =0
by +b5+bs+ b7 =0

A kiegészitett Hamming-kdd is dbrazolhaté Venn-diagrammal: az A, B és C' halma-
zokat tartalmazé U univerzumban van még egy bit, by, amely az A, B és C' halmazokon
kiviil van, és egy vektor pontosan akkor kodszé, ha az A, B, C és az U halmazok mind-
egyikében paros sok bit egyes.

3.3. abra. Kiegészitett Hamming-kdéd konstrukeidja

Tekintsiink két tetszoleges olyan kodszét a Hamming-kodbdl, amelyek tavolsaga épp
3. Ekkor egyikiikben paros, masikukban paratlan sok 1-es van, igy a by bit hozzavéte-
l1ével biztosan 4-re novekszik a tavolsaguk. Ha tavolsaguk 4 volt, a kiegészitett kodban
is az marad, tehat a kiegészitett kodban barmely két kddszéd tavolsaga legalabb 4. Kap-
tuk tehat, hogy e kdéd kédtavolsaga 4, igy 3-hibajelz6. Az 1-hibajavitas kovetkezik a
Hamming-kdd ugyanezen tulajdonsagabdl. O]

Utolsé példank a 3-elemii testre épiil:

3.8. Példa (4-hosszu ternér [4,2, 3] Hamming-kéd) Az F3 tér dsszes (a,b, a+b, a—
b) alaki vektordnak halmaza egy 1-hibajavito, 3-kddtdavolsagu kdd.
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Megoldas. Mindenekelott jegyezziik meg, hogy Fs-ban —1 = 2, tehat a — b helyett sza-
molhatunk a + 2b-vel is.

Koénnyen lathaté, hogy az a, b, a + b, a — b értékek koziil barmely kettoé egyértelmiien
megadja a masik kett6t is. Példaul az

a+b==x
a—b=y

egyenletrendszer egyértelmiien megoldhato a-ra és b-re. fgy e kod kodtavolsaga legalabb
3. Mivel van pontosan 3 tavolsagra 1évo két kodszo: példaul a 0000 és a 0112 kodszavak,
ezért a kod 1-hibajavito. O

Korlatok kéd méretére A tovabbiakban néhany mar emlitett fogalomhoz jelcléseket
is rendeliink.

3.9. Definicié (Kéd) Legyen Y egy q-elemii halmaz — rendszerint Y = F, -, n egy
pozitiv egész. A C C Y™ halmazt Y folotti (n,k)- vagy (n,k),-kédnak, illetve blokk-
kédnak nevezziik, ha M = |C| és k = log, M. Egy kilcsondsen egyértelmi X — C
leképezést kodolasnak neveziink, ahol X a kodolando objektumok halmaza.

e Tovébbi elnevezések: ) a kdddbécé, ¢ = || a kdéddbécé mérete, n a kddhossz,
M = |C| a kédméret, k = log, M a dimenzié vagy az tizenet hossza.

e Ha k =log, M nem egész szdm, a C kédra inkdbb az (n, M) jelolés haszndlatos, de
mi ilyen kdédokkal nem fogunk foglalkozni.

3.10. Definicié (Hamming-tévolsag) Legyen x,y € C két kédsz. Hamming-tdvol-
saguk
du(x,y) = [{i 12, £y, 1 <i<n}

3.11. Definicié (Kdédtavolsag, minimalis tavolsidg) A d = miny, yec du(x,y) érté-
ket a C kod kodtdvolsagdinak nevezzik. A d kddtdvolsagi (n,k)-kddot (n, k,d)-kédnak is
mondjuk.

3.12. Tétel (Singleton-korlat) Ha C egy (n,k,d)-kdd, akkor

M <@g azazd <n—Fk+1.

Bizonyitds. Ha d a kodtavolsag, akkor nincs két kodszd, mely az els6 n — d + 1 jelen
megegyezne, igy a szavak szama legfoliebb ¢"~%*1. Mivel M = ¢*, ezért k <n —d + 1,
azaz d <n—k+ 1. O]
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Azokat a koédokat, amelyekre a Singleton-korlatban egyenléség all MDS-kodoknak
nevezziikk (maximum distance separable). A ternér [4,2, 3] Hamming-kéd MDS-kéd.

3.13. Tétel (Hamming-korlat) A d kédtdvolsigu C C Y™ (|Y| = q) kddra

n J
q
€< iy kel Valiom) Z()q—l

1=

ést=[%5].

Bizonyitds. Ha d a kédtévolsdg, akkor két ¢ = |41 ]-sugard gdmb nem metszheti egy-
mast. Egy ilyen gomb ,térfogata” — azaz kodszavalnak szama — V,(t,n), és az egymast
nem metsz6 gombok szdménak maximuma a kédszavak szamara is fels6 becslést ad. [

Azokat a kodokat, amelyekben itt egyenloség all, perfekt kédoknak nevezziik. A bi-
néris (7,4, 3] Hamming-kéd perfekt kéd. Minden F, feletti perfekt kod (n, k, d) paramé-
terharmasa megegyezik az alabbiak valamelyikével:

r_1
(q ,q”T,B) ,
q—1 .

ezek az 1-hibajavité kédok, kozéjiik tartoznak a Hamming-kodok, valamint

(23,12,7)3 és (11,6,5)s,

ez utébbiak neve bindris, illetve ternér Golay-kéd.*

Linearis kéd Az el6z6 részben targyalt kédok kozos és meglepd tulajdonsaga, hogy
mindegyik kod zart az dsszeadasra és a skaldrral valo szorzas miveletére, azaz mindegyik
kéd altér az [ térben. Az ilyen kédokat linedris koédnak nevezziik. Pontosabban:

3.14. Definicié (Linedris kéd) Az F, test folott értelmezett C C FZ kddot linearis
[n, klg-kédnak nevezziik, ha C az Fyy vektortér egy k-dimenzids altere. Szokds az [n,k,d],
jelolés haszndlata a d-tdvolsdgu linedris kodra.

e A definiciébdl kovetkezéen a zérus kodszé minden linedris kédnak eleme, és kod-
szavak minden linearis kombindciéja is kddszo.

o Az [n,k,d], jelolésben a szogletes zaréjel utal a kdd linearitaséara. fgy mar értjitk
a korabbiakban haszndlt [7,4, 3]s, [8,4,4]s és [4, 2, 3]3 jeloléseket.

1A ternér Golay-kédot Golay elétt 2 évvel, 1947-ben Virtakallio publikdlta a Veikaaja cimii focitj-
sagban TOTO-kulcs készitéséhez.
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3.2. Feladat Ellendrizzik, hogy az ismétld kod [n,1,n|,-kdd, a paritdsellendrzé kod
[n,n—1,2]y-kéd, a nullésszegti kod [n,n—1,2],-kdd, a bindris Hamming-kod [7,4, 3]2-kdd,
a bindris kiegészitett Hamming-kdd [8, 4, 4]o-kdd, a ternér Hamming-kod [4,2, 3]3-kdd, te-
hat mindannyian linedris kodok. Masrészt igazoljuk, hogy a magyar személyi szam nem
linedris kod.

Egy c € C kédszé Hamming-siulydn (weight) a nemnulla komponenseinek wt(c) sza-
mat értjik, azaz wt(c) = [{i: ¢; #0, i = 1,...,n}|. A Ckéd minimdlis silya a legkisebb
Hamming silytd nemnulla kédszé w stlya, azaz w = mineec c20 Wt(c).

3.15. Tétel Egy linedris C kod kodtavolsaga megegyezik minimdlis sulydval, azaz d = w.

Bizonyitds. Mivel C linedaris, ezért kddszavainak barmely linearis kombinécidja is kddszo,
igy, ha x,y € C, akkor x —y € C. A tévolsag kiszamitasa igy a 0-tol valé tavolsag
szamitasava valtoztathato:

d= min dyg(x,y)= min dy(x—y,y —
X, yEC, X#£y H( y) x,y€C, x#£y H( MRS y)

= min wt(c) = w. O
ceC, c£0

3.16. Tétel (silyeloszlas = tavolsageloszlas) Barmely linedris kddban a szavak sily-
eloszlasa megegyezik a tdavolsdgok eloszlasdval.

Bizonyitds. Legyen a C kédban a w stlyu kodszavak szama A,,. Ha ¢ € C egy tetszdleges
kédszd, akkor az M? szdmu rendezett (c’, ¢”) kédszé-par kozott pontosan M olyan van,
ahol ¢’ — ¢” = c. Igy a w tavolsdgu széparok szama M A,,. H

Generatormatrix Az, hogy C linedris altér, egy egyszeri IF’; — Fy kodolasi eljardst
tesz lehetévé. Legyen gq, go,..., g1 a C egy bazisa. Egy tetszbleges x € IF’,; vektor
(tizenet) ¢ € C kédja legyen ¢ = 181 +xo8a+- - -+xx8x. Ez egy egyszerli matrixszorzassal
is eloallithato:

c = xG,
ahol a k x n-es G maétrix — az ugynevezett generdtormdtriz — sorvektorai C bazisanak
elemei. (A kédelméletben a kédszavakat inkdbb sorvektorokkal szokds reprezentdlni.)

3.17. Példa frjuk fel az eddig vizsgadlt kodok generdtormdtrizait!

Megoldas. (a) Ismétld kod.
Természetesen feltessziik, hogy Y = F,. Ekkor C az (1,1,...,1) kédszé altal generalt
egydimenziés altér Fy-ben. Igy G =[11 ... 1].
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(b) Paritasellendrzd kod, nullosszegi kdd.

Az (ay,...,a,1) € ]FZ“1 e (PR Z;:ll a;) € Fy leképezés matrixa
10 ... 0 —1
01 0 —1
G=|. .
00 ... 1 -1

(¢) Bindris [7,4, 3]s Hamming-kdd.
Az Fg — Fg . (bg,b5,b6,b7) — (bl, Ce ,b7), ahol bl = bg -+ b5 + b7, b2 = bg + b(; + b7,
by = bs + bg + b7 leképezés matrixa

1110000
1001100
C=lo101010 (32)
1101001
Példaul az x = (0, 1, 1, 0) iizenet kédja
1110000
1001100
c=xG=[0 110y 51 g1
1101001

=1 10011 0

(d) Kiegészitett bindris [8,4,4]s Hamming-kdd.
Az el6z6 generatormatrixot itt csak egy nulladik oszloppal kell kiegésziteni a by = bs +
bs + bg Osszefiiggésnek megfelelben:

11110000
G:11001100
10101010
01101001

(e) Ternér [4,2,3]s Hamming-kdd.
A FZ2 — Fi: (a,b) — (a,b,a + b,a+ 2b) leképezés métrixa

o

01 1 2 =

Vildgos, hogy a generatormétrix nem egyértelmii, hisz a kddban maga a C altér fontos,
az F'g—nak erre val6 bijektiv leképezése nem. Az altérnek tobb bazisa van, és egy bazis
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is tobbféleképp sorolhaté fel. Tudjuk, hogy G elemi sormiveletekkel redukalt 1épcsos
alakra hozhatd, ami egyértelmi, és hogy ennek sorvektorai ugyanazt a teret generaljak,
mint az eredeti matrix. A vezet6 egyesek oszlopait kiemelve egy egységmatrixot kapunk,
igy ezeken a helyeken megjelenik az tizenetvektor.

Azt mondjuk, hogy az ]F’; — C kédolas szisztematikus az iy,. .., 1 helyeken, ha az
tizenet k jegye megjelenik a kddszo ii-edik,. . . , ix-adik helyein. A 3.6. példaban megadott
Hamming-kodolas szisztematikus a 3-, 5-, 6-, 7-dik helyeken.

3.3. Feladat A C kodnak pontosan akkor van F’; — C szisztematikus kodoldsa az iy,. . .,

ip helyeken, ha a G mdatrix i11-edik,. . ., 1p-adik oszlopai linedrisan filiggetlenek. FEkkor
elemi sormiveletekkel G mindig atalakithato olyan G’ mdtrizszd, mely ugyancsak C ge-
nerdatormdtriza, és a vele valo kodolds szisztematikus az iy,. .., i helyeken.

Ha azt mondjuk, hogy egy kdédolas szisztematikus, de nem adjuk meg hogy mely
helyeken, akkor az azt jelenti, hogy az elsé k helyen. Ilyenkor a generatormatrix alakja

G=|1I, \ Apsn-r) |

Ezt nevezziik a generatormatrix standard alakjanak. Ekkor barmely x iizenethez tartozo
¢ = xG kddsz6 ¢ = [X[xApx )] alaki.

Azokat a koordinatakat, ahol a kodolas szisztematikus, tizenetszegmensnek (informa-
tion set), a maradék n — k koordinatadbdl allé részt ellendrzd szegmensnek (vagy paritds-
szegmensnek) nevezziik, hisz ezek valéban az iizenetszegmens koordindtdinak bizonyos
»ellendrzo linearis kombinacioi”.

Kodok ekvivalenciaja Elemi sormiiveletekkel nem mindig érheto el, hogy egy kddoléas
az els0 k helyen szisztematikus legyen, de a koordinatak permutaciéjaval igen. Két
linedris kodot permutdcidekvivalensnek vagy egyszeriien ekuvivalensnek neveziink, ha a
koordinataknak egy adott permutécidja erejéig megegyeznek, azaz C pontosan akkor
ekvivalens C'-vel, ha létezik egy P permuticiométrix, hogy c € C <= cP € (C’. Ha G
a C generatormétrixa, akkor G’ = GP a C’-é.

Példaul az alappélddk kozt megadott Hamming-kodolas és kiegészitett Hamming-
kodolés egy vele permutacioekvivalens szisztematikus valtozatanak generdtormatrixa:

1000011 10000111
01 001O0°1 010010171
0010110}’ 001 011O01
0001111 00011110
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A permutacidk: (1745263), illetve (184)(2763)(5), a permutdciématrixok:

- - 000O0O0O0O0OT1

000O0O0O01
000O0O0OO0OT1P®O0

0000O0OT1O0
01 00O0O0O0O

1 00 00O0O
, (10000000

000010 0f és

000O01O0O0®O0

0100000
0010O0O0O0®O

0010000
0001000 000O0O0OT1TO0F®O0
- - 0001O0O0O0O®O

A C és C' kédok diagonélisan ekvivalensek, ha létezik egy olyan D diagondlis matrix,
hogy ¢ € C <= cD € ('. E két ekvivalencia egyesitése a monomidlis ekvivalencia, ahol
ce(C < cM e, ahol M monomidlis matrix, azaz minden soraban és oszlopdban
egyetlen nemnulla elem all. Itt is fenndll a G’ = GD, illetve a G’ = GM 06sszefiiggés.

Ellenorz6 matrix

3.18. Definicié A C kod dudlisan a
Ct={veF;:v c=0 minden c € C kidszéra}

kodot értjiik, mely eqy linedris kéd. A C+ kod H generdtormdtrizdt a C kéd ellenérzd
méatrixanak nevezzik. (Haszndlatos még a paritdsmatrix vagy a paritdsellenérzé mdtriz
elnevezés is, bar paritdsrdl csak a q = 2 esetben van sz0.)

Azonnal latszik, hogy az ismétld kéd és a nullosszegii kéd egymés dudlisa, valamint
hogy az ismétlé kéd generatormatrixa a nullosszegii kod ellendrzé matrixa és forditva.

3.19. Tétel Ha C egy linedris [n, k]-kod, akkor
1.Ct={velF:vGT =0},

Ct egy [n,n — k]-kdd,

clt = (Ch)t =,

C={ceF!:cH' =0},

GH' = Oyx(n-r), HGT = Oppyxk;

S G e

ha G = [I;|A] a C kéd standard alaki generdtormdtriza, akkor ellendrzé mdtriza

H=[-AT[L_,].
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Bizonyitds. (1) vildgos a dualis kéd definiciéjabél. Masként fogalmazva a C+ kéd meg-
egyezik GT bal magterével. Mivel a bal magtér dimenziéjdnak és a matrix rangjinak
osszege megegyezik a sorok szamdval, ezért dim(Ct) + k = n, azaz dim(C*) = n — k, ami
bizonyitja (2)-t. Ezt az érvelést megismételve Ct+-re kapjuk, hogy C*+ egy [n, k]-kdd.
E kéd tartalmazza C-t, és dimenziéjuk megegyezik, {gy C*+ = C, azaz fenndll (3) is.
Ezutén (1) bizonyitja (4)-et. Mivel minden x € F¥ vektorra xG € C, azaz xGH' = 0,
ezért GH' csak a zérusleképezés lehet, ami bizonyitja (5)-6t. A (6)-ban megadott G és
H métrixokra a blokkmétrixok szorzési szabalya szerint GHT = O, igy barmely ¢ = xG
kédszéra cH' = xGHT = xO = 0, tehat (4) szerint H valéban ellendrzd métrix, feltéve,
hogy sorai linearisan fiiggetlenek, ami pedig nyilvanvalo. O

3.20. Tétel (C kédtavolsiaga — H oszlopai) Legyen H a C linedris kdd egy tetszdle-
ges ellendrzd madtriza, és s > 0 egész. A C kod kodtdvolsiga pontosan akkor nagyobb
s-nél, ha H bdrmely s kiilonbozd oszlopa linedrisan figgetlen. Koévetkezésképp a C kod
d minimalis tdvolsdiga megegyezik a H mdtriz linedrisan dsszefiiggo oszlopai minimdlis
szamdval.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy a H métrix s kiilonboz6 (i1-edik,. . . i,-edik) oszlopa pon-
tosan akkor linearisan 6sszefiiggo, ha van olyan nem nulla ¢ kédszé, melyben a nem nulla
koordinaték indexei az {iy,...,is} halmazba esnek.

A ¢ € C kédsz6 stilya legyen s. Mivel He' = 07, ezért H-nak van s oszlopa, melyek
linedrisan Osszefiiggok. Forditva, ha H-nak van s linearisan osszefiigg6 oszlopa, akkor
az ezek kozti ¢ h;, + -+ - + ¢; . h;, = 0 linearis 0sszefiiggést métrixalakba {rva egy olyan
nem nulla, és legfeljebb s stlyt ¢ vektorhoz jutunk, melyre He' = 07, azaz amely benne
van C-ben. Tehéat pontosan akkor van C-ben legfeljebb s silyu kédszé, ha H-ban van
s linearisan Gsszefiiggd oszlop. Ez azt jelenti, hogy ha C kdédtavolsdga d, akkor H-nak
minden d — 1 oszlopa linearisan fiiggetlen, de van d linearisan Osszefiiggd oszlopa. n

A 3.20. tétel atfogalmazhaté a H matrix nélkiil is a C* kédra valé hivatkozdssal.
Kihasznalva hogy H rangja n — k, a linedris kédok esetére egy 1j bizonyitast adtunk
a Singleton-korlatra.

3.21. Tétel (Singleton-korlat linearis kédra) Tetszdleges C linedris [n, k,d] kddra
d<n—k+1.
Egy kédnak és dudlisanak szisztematikussaga Osszefiigg.

3.22. Tétel A C kodnak pontosan akkor van szisztematikus kédoldsa adott k helyen, ha
a C* kédnak van a maradék n — k helyen.
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Bizonyitds. Feltehetd, hogy C-nek az els6 k helyen van szisztematikus kdédoldsa. Le-
gyen C ellenorzé matrixa H. Meg kell mutatni, hogy H utols6 n — k oszlopa lineari-
san fliggetlen. Indirekt modon tegyiik fel, hogy linearisan Osszefiiggdk, azaz van olyan
04y =1(0,...,0,Yps1,---,Yn) vektor, hogy yH' = 0. Ekkor y € C, ami ellentmondds-
ra vezet, hisz C-nek van G = [I|A] alaki generdtormétrixa, {gy minden x iizenet kédja
y = [x]...] alaki, y-bdl az olvashaté ki, hogy x = 0, igy y = xG = 0G = 0. Ez
ellentmond az y # 0 kikotésnek. Megmutattuk tehat, hogy ha C-nek van szisztematikus
kédolésa valamely k helyen, akkor Ct-nek van a tobbi n — k helyen. Ezt a duslis kédra
is alkalmazva kapjuk a tétel allitasat. O]

3.23. Példa frjuk fel a 3.17. példabeli generdatormdtrizokhoz tartozo ellendrzé mdtrixo-
kat egy esetleges koordindtapermutdcié utdin a 3.19. tételbeli H = [—AT|I,,_] képlettel.

Megoldds. (a) Ismétlé kod. A generatormatrix [1]1...1] alaky, igy

-1 10 ... 0
-1 01 ... 0
-1 00 ... 1

(b) Paritasellendrz6 kod, nullisszegti kod. Ttt H = [1...1], ahol az utolsé 1-es egy
1 X 1-es egységmatrix.

(¢) Bindris [7,4, 3]s Hamming-kod. A (3.2) generatormatrix a (34) permutdciéval
[A|T] alakot 61t, amelyhez az [I| — AT] ellendrzé matrix tartozik. Ezen a (34) permutdcié
inverze — ami 6nmaga — a kovetkezé méatrixot adja:

1010101
H=(011001 1/. (3.3)
000717111

(d) Kiegészitett bindris [8,4, 4] Hamming-kdd.
Az el6z6hoz hasonldan:

H=

o = O O
_— o O O

1
0
1
1

OO O
o O = O
O = ==
— O =
— == O

(e) Ternér [4,2,3]s Hamming-kod. —1 = 2 és —2 = 1 felhasznéldsaval

2 210
H_LzoJ

Egy C linearis kéd dnortogondlis, ha C+ > C, és éndudlis, ha C*+ = C.

3.4. Feladat A pdros hosszi bindris ismétlé kod és a [7,4] Hamming-kéd dudlisa dnor-
togondlis, mig a kiegészitett [8,4]s és a [4,2]3 Hamming-kddok dndudlisak is.
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Dekédolas, szindréma Tegyiik fel, hogy egy ¢ € C kddszo helyett egy v .= ¢ + e
érkezik, ahol e az un. hibavektor. Mivel cH'™ = 0, ezért

vH" = (c+e)H' =cH' +eH" = eHT,

vagyis VHT csak a hibavektortdl fiigg, igy e vektor jelzi a hibat, orvosi hasonlattal élve
olyan, mint a szindréma, mely jelzi a betegséget. Az

s=vH'

vektort szindromdnak nevezziik. A szindréma arra is lehetoséget ad, hogy segitségével
megbecsiiljiik a hibavektort, és igy tippeljiink az iizenetre. A kapott vektorhoz legkoze-
lebbi kddszora tippeliink. Ha t6bb kodszo is azonos tavolsdgra van, véletleniil valasztunk
koziilikk. A dekddolas modjat egy tablazatba is foglalhatjuk, amit standard elrendezési
tablazatnak neveziink. Ennek els6 soraba a C kddszavai vannak irva, és minden sordba C
valamely e vektorral valo eltoltja, vagyis egy affin altér vektorai. Arra kell tigyelni, hogy
minden sorban a legkisebb stlyi vektorok valamelyikét valasszuk e-nek. Vilagos, hogy
minden affin altérhez egyetlen szindroma tartozik, hisz barmely két c1, co € C kddszdra
(c1 +e)HT = (c; + e)HT = eHT = s. Igy a tabldzatnak ¢"* sora van, vagyis ennyi
hibamintat tudunk javitani.

szindréma hiba

so =0 eg=cg=0 ¢ R
S1 e c,+e coo Cghpt €
Sqn—k_1 €gn—k_1 Ci+e€pm-t_1 ... Cgh1+€mi_q

3.24. Példa (Tablazatos dekédolas) Tekintsik azt a kddot, melynek ellendrzé madt-
riza

1
H=|0

S = O

011
010
1 11

o

Adjuk meg egy standard elrendezési tablazatat. Hdany ilyen kilonbozo tabldzat, azaz hdny
ktilonbozo dekodolds létezik?

Megoldas. E kod szavait megadjak a Hx = 0 egyenletrendszer megoldasai, melyek le-
olvashaték a matrixrél: x = «11110 + ©10101, igy C = {00000, 11110, 10101,01011}.
Ezutén készitsiik el a tablazatot:

1. frjuk a tdblazat elsd sordba C C [y kddszavait, elsének a 0 sz6t!
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2. Valasszunk ki az F; megmaradt szavai koziil a legkisebb sulyu e szot, és irjuk a
hibaoszlopba! Adjuk ezt hozza mindegyik koédszéhoz, és a ¢ + e Gsszeget irjuk c
oszlopabal!

3. Ismételjiik meg az el6z6 lépést, amig Fy vektorai el nem fogynak!
4. frjuk minden sor fejlécébe a sorhoz tartozd szindromat!

5. Készitsiink a szindromdéra rendezett tablazatot!

szindroma  hiba szindroma  hiba
000 00000 11110 10101 01011 000 00000
100 10000 01110 00101 11011 001 00100
010 01000 10110 11101 00011 010 01000
001 00100 11010 10001 01111 ~—~ 011 01100
111 00010 11100 10111 01001 100 10000
101 00001 11111 10100 01010 101 00001
110 11000 00110 01101 10011 110 11000
011 01100 10010 11001 00111 111 00010

A tablazatban félkovéren szedtiik azokat a vektorokat, melyeket egy adott lépésben hi-
bavektornak valaszthatunk. Igy e kédnak 4 kiilonb6z6 dekddolasa lehetséges. O

A tablazattal valo dekddolashoz valéjaban elég az utobbi tablazat, ugyanis egy tetszo-
leges v vektorra a tablazatbdl kikeressiik az s = vVHT szindréméhoz tartozé e hibavektort,
és a ¢ = v — e kddszora tippeliink.

3.3. Hamming kéd

A Hamming koéd tulajdonsagai

3.25. Példa Keressiink olyan I-hibajavito linedris F, feletti kédot, melyre k a lehetd
legnagyobb, ha a javitasra haszndlhato jegyek r = n — k szdma, azaz a redundancia
rogzitve van! Mutassuk meg, hogy e kod perfekt!

Megoldds. E kéd H ellenérzé métrixa r x n-es, a H' métrix i-edik sorvektorat jelslje h;.
Legfeljebb 1 hiba esetén az e hibavektor Hamming-silya legfoliebb 1, igy az s = eH'T
szindroma vagy a 0-vektor, vagy e;h; valamely i-re, ahol e; az e vektor egyetlen nem-0
koordinataja. Mivel e kod minimalis tavolsaga 3, ezért a 3.20. tétel szerint H-nak barmely
1 és barmely 2 oszlopa lineérisan fiiggetlen (azaz nincs koztiik a 0-vektor, és egyik sem
konstansszorosa a mésiknak). Rogzitett » = n — k mellett &k maximélis, ha n maximalis,
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és n maximalis értéke (¢" — 1)/(¢ — 1). Fogalmazhatunk tgy is, hogy e feltételeknek
megfelel6 H matrixot gy kapunk, ha az [F, feletti r—1-dimenzids projektiv tér pontjainak
koordinatas alakjat irjuk H oszlopaiba. Ha h; els6 nem-0 koordinataja mindig 1, akkor az
s = e;h; szindréma elsé nem-0 koordinatédja épp e;, vagyis a szindromabdl az e hibavektor
azonnal leolvashato.

E kéd perfekt, mert n = (¢" —1)/(¢—1), azaz 1 +n(q—1) = ¢" %, tehdt a Hamming-
korlatban egyenloség all. O]

3.26. Definicié (Hamming-kéd, Szimplex kéd) Vegyiink egy olyan H mdtrizot, mely-
nek oszlopai kézdtt Fy, minden nemnulla vektordnak pontosan egy nem nulla konstansszo-
rosa szerepel. (Példdul ilyen az a mdtriz, mely az dsszes olyan nemnulla oszlopvektorbol
dall, melynek elsé nemnulla koordindtdja 1.) Azt a kédot, melynek a H mdtriz az el-
lendrz6 mdtriza, r paramétert Fy feletti H, , Hamming-kédnak, dudlisdt S, , szimplex
kédnak nevezziik. (Rogzitett r és q esetén minden H,, kdd monomidlisan ekvivalens,
hasonloképp a szimplex kédok.)

3.27. Tétel A H,, Hamming-kod
"—1 ¢ -1
q : q 3
g—1 ¢-1 ‘
paramétert perfekt kéd, a Hy, kdd g > 2 esetén [q¢+ 1,q — 1, 3], paraméterd MDS-kdd.

Bizonyitis. A Hamming-koéd paraméterei a definiciobdél addédnak, d = 3, mert H-ban
barmely két oszlop fiiggetlen, de van harom osszefiigg6. A kdéd perfektségét belattuk
a 3.25. példaban. Az r = 2 esetben a Singleton-korlat szerint d < n—k+1 = 3, masrészt
d = 3, igy itt egyenldség all. O]

3.28. Példa frjuk fel a Hy 3 és Hoy kodok ellendrzé és generdtormdtrizat!

Megoldds. A q = 3 esetben (felhasznédlva, hogy —1 =2 és —2 = 1)
1 1110 1 012 2
H= [1 210 1] G= {0 112 1]

A g = 4 esetben legyenek a test elemei 0, 1, o, o + 1, ahol az Fy f6lott irreducibilis
a? + a + 1 polinommal végezziik a testbévitést.

1 0 01 1
T ARAIE I R
0 0 1|1 a+1 N

3.1. Feladat Dekddoljuk a fogadott 1212121212121 szot, ha a kod ellendrzé mdtriza

o O =
o = O
O = =
O~ N
_ o O
—_ O =
— O N
— = O
— ==
(R N
_ o O
— N =

2
2
1
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A szimplex koéd tulajdonsagai A szimplex kéd elnevezés onnan szarmazik, hogy —
mint egy szimplex csiicsai — a kodszavak egyenld tavolsagra vannak egymastol. Ez a
tavolsdg ¢"~1. A 3.16. tétel szerint ezzel ekvivalens, hogy barmely nem nulla szé stlya

C]T_l-

3.29. Tétel (A szimplex kéd egyenl6 silytd) EgyC € S, , szimplex kéd minden nem-
nulla kédszavdnak ¢"~1 a silya.

Bizonyitds. Vegyiink egy tetszoleges kddszot, és valasszunk olyan G generdtormatrixot
a kédhoz, melynek elsé soraba ezt a kodszot irjuk, majd G minden oszlopat osszuk el
az oszlop els6 nemnulla elemével. Mivel e matrixnak nem lehet két oszlopa Gsszefiiggo,
minden oszlopa kiilonb6z6. Az ¢ darab 0-val kezd6d6, majd 1-essel folytatédo oszlopok
szdma legfoljebb ¢" 1. Igy az oszlopok széma legféliebb ¢"! + - -+ + ¢ + 1, de tudjuk,
hogy ez épp az oszlopok szdma, mivel (¢" —1)/(¢—1) = ¢ +¢2+---+q+1. Tehat a
t = 0 darab 0-val és egy 1-gyel kezd6do6 oszlopok szdma, azaz az els6 sorban 1évé kodszéd
stilya épp ¢" L. O

3.30. Kovetkezmény S, , paraméterei

e
Y T? q *

q—1 g

3.2. Feladat (Binaris Hamming kéd dekddolasa) A bindris Hamming-kéd H el-

lendrzo matrizat lexikografikusnak nevezzik, ha i-edik oszlopdaban az v szam bindris alakja

szerepel (a legkisebb helyiértéki bittel az elsé sorban). Példdul Hs o lexikografikus ellen-
0rzd matriza (3.3). Hogyan egyszerisidik a szindréoma dekddolds?

3.3. Feladat (Kédtomorités és hibajavitas) Tegyiik fel, hogy egy 40 jeles szavakbol
dallé ternér kédot haszndlunk, melyben mind a 3*° sz6 eléfordulhat dizenetként, és ha az
tizenet tovabbitdsdban egy jelhiba torténik, azt a szovegkornyezetet felhaszndlva még ki
tudjuk javitani. Hogyan tudndnk ezt felhaszndlva informdcidveszteség nélkil tomaoriteni
az tizenetet?

Bovitett binaris Hamming-kéd A binaris Hamming-kodbdl egy ellenorzé Osszeg
hozzaaddasaval konstrualt kodot bdvitett bindris Hamming-kédnak nevezzik. Jele EH, 5.

3.31. Tétel Az EH,, kdd paraméterei [2",2" —r — 1,4]. Ha egy bindris Hamming-kod
ellenorzo matriza H, akkor az ellenorzd dsszeq elso helyre irdsaval kapott bovitett kod
eqyik ellenorzo matriza




Bizonyitds. A bévités eggyel noveli n értékét, k pedig nem véltozik. A d érték is no,
mivel a minimalis 3-stulyd szavak mindegyikébdl 4-sulyt lesz. Igy e kdd paraméterei

(27,27 —r —1,4].

Legyen H egy binaris Hamming-kéd egy tetszoleges ellenérzé matrixa. Mivel H
r X n-es, ezért a paraméterekbdl kovetkezéen egy (r + 1) x n-es mdtrix lesz a bévitett
koéd ellenérzé matrixa. Elég tehat megmutatnunk, hogy H sorai linearisan fiiggetlenek

(ez nyilvanvald), mésrészt ha ¢ = (¢q, ..., ¢,) egy Hamming kédszé, azaz cH = 0, akkor
ac= (> ¢,ci,...,c,) széra cH = 0. Ez is nyilvdnval6, a é-nak a H sorvektoraival
vald szorzatéra vagy a cH = 0 Gsszefliggés vagy a Y ., ¢; +¢1 + - - - + ¢, = 0 Osszefiiggés
hasznalhato. O

Példaul EH, 5, EHy 9, EH3 9, EHy 5 egy-egy ellenérzd métrixa a Hamming-kod lexiko-
grafikus ellendrz6 matrixbol konstrualva:

(3.4)

S O =
O | =
— O~
e

—_0 O Ol=k © O Ol

o OO Ol
OO O =
S O = Ol
S O = o=
O = O Ol

—_ O O Rk OO
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— O R == O =
= —_ O Olr = O O
= = O ==k = O |
=== Ol= == O
e el L e e e R

O R O R
O == O
O =

Els6rendii binaris Reed—Muller-kéd A bdévitett binaris EH,, » Hamming-kéd du-
alisat elsérendt Reed—-Muller-kodnak nevezziik, jelolése RM; ,,,. (Mivel itt az m para-
méter mar nem a redundanciat jelenti, nem az r bet{it hasznaljuk.) Kis m-ek esetei:
RM;, = F2, RM; > = a 4-hosszu paritasellenérz6 koéd, RM; 3 = EHj,, mert ondua-
lis. Az RM; 5 kéd érdekessége, hogy 1969-ben ezt hasznalta a Mariner 6 és 7 a Marsrol
késziilt képek tovabbitdsanal.

A (3.4) matrixai tehat generdatormatrixai e kédoknak. Ezek rekurziv tulajdonsiga
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leolvashaté e matrixokrol, ha masként blokkositjuk:

1 11 111111
1 111 1
1)1 01 0 1(0 101
ol oo 1 601100t 9
00001 11 1
1111111 1]1 1111171 1]
0101010101 010101
0o0110011{]00110011
0000111 1{00001111
00000O0OO0OO0O|1T 111111 1]
A rekurziv osszefiiggés tehat:
o _ Hm—l ‘ Hm—l
Ho =1}, Hm_[oo...o11...1]

3.32. Tétel Az RM,,, kdd bindris [2™,m + 1,2™ ]y-kdd.

Bizonyitas. Az n = 2™, k = m + 1 vilagos a definiciébél. Az RM,,, kéd generator-
métrixdnak konstrukcidjabdl kovetkezik, hogy az S, » kod kédszavai egy vezetd O-val,
valamint ezek komplementerei (az 111...1 vektorral valé 6sszeg miatt) mind kédszavak,
ezzel viszont meg is kaptuk mind a 2™*! kédszét. E szavak silya a 000...0ésaz 111...1
kédszavakat kivéve 2m1L, O

Az RM, ,, kéd tehat egyenld sulyu (két vektort kivéve), illetve egyenld sulyd (ek-

vidisztans), hisz — a komplementer vektorparokat kivéve — barmely két sz6 tdavolsdga
2m—1,

Hadamard dekédolas Végezziik el az RM, ,, kdd szavain az alabbi Fy — R jelcserét:
01,1+~ —1. A c kédsz6 képét jelolje c* € {1, —1}", az {gy kapott kédot RMfm.

3.33. Lemma RMfm kddszavaira igazak az aldbbiak:

1. Hac* € RMfm, akkor —ct € RMT, | dgy a kéd 2™t szava indexelhetd gy, hogy

1m>
¢ =—c, ha|j—i] =2m.

2. Ha ¢, ¢t € RMT, , akkor

R 1,m>

2m ha ¢t = ¢F

i j
£+ _ m +_ _ +
G ¢y =49-2" hac =—¢

0 ha ¢ # ic;-t.



Bizonyitds. A csupa-1 kédszéra (1 + ¢)* = —c*, ami igazolja az els allitast.

Ha 2%,y € {1, —1}" két tetszéleges +1-vektor, akkor & - y= = n — 2du(z*, y*),
ugyanis a skalaris szorzat megegyezik azon koordinatak szama, ahol a két kod megegyezik
(n — dg(z*, %)), minusz azon koordindtak szdma, ahol kiilonboznek (dg(z®,y*)). Az
,f[j:t = C.i y:t = C.i C. + + +

) j Y

= ¢;, ¢ = —c¢; esetben dy(z*,y*) = n/2, ami bizonyitja a
masodik allitast. ]

A lemma szerinti indexeléssel készitsiink egy M maétrixot az RMfm koéd elso 2™
szavabol. Példaul az Rl\/[f2 kodndl a (3.5)-beli generdtormatrixabol kiindulva, és az
1-vektor helyett a 0-vektort hasznalva:

111 1 0000
G=10101] =101 0 1| =
0011 0011
0000 1 1 1 1
0101 1 -1 1 -1
0011l =M= 1 1
0110 1 -1 -1 1

Mivel igy egyik kodszo ellentettje sem szerepel e matrix soraiban, ezért fennall az
MMT = nl 6sszefiiggés.
Azokat az n x n-es £1-matrixokat, melyek eleget tesznek az

MMT' =nl,
Osszefiiggésnek, n-edrendic Hadamard-mdatrizoknak nevezziik.
3.4. Feladat Ha M, egy n-edrendii Hadamard madtrizot jelol, akkor
I.n=1,n=2wvagyn =0 (mod 4).
2. M, ® M, eqy nm-rendii Hadamard-mdtriz (& a Kronecker-szorzatot jelili).

3. Ha My, = [} 1], akkor a rekurziv Myn = My @ Man—1 dsszefiiggés Hadamard-
matrizokat ad (ld. a 3.4. dbrdt).

Az mindmaig nyitott kérdés, hogy milyen n-ekre létezik n-edrendit Hadamard-matrix.
Sejtés, hogy minden 4-gyel oszthatd értékre létezik. 1000 alatti eldontetlen értékek: 668,
716, 892.

Mivel z* - y* = n — 2dg(z*, y*), ezért egy fogadott x sz6 ahhoz az ¢ kédszéhoz
van legkozelebb, mellyel vett skalaris szorzata maximaélis abszolat értékii. A Hadamard-
dekdédolas az az eljaras, melyben a fogadott x széhoz az M matrixnak azt a sorat va-
lasztjuk, amellyel vett skaldris szorzata maximalis abszolit értékii, azaz amely az Mz '
legnagyobb abszolit értékii koordinatajahoz tartozik.
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3.4. abra. A 3.4. feladatban konstrualt Hadamard maétrixok abrézolasa az 1 +— fehér,
—1 — fekete megfeleletéssel.

Példdul legyen a fogadott vektor x = (—1,—1,—1,1,1,1,—1,—1). Ekkor az Mgx'
legnagyobb abszolit értékli koordindtaja a 7-dik, és negativ eldjelii:

1 1 1 1 1 1 1 1][-1 —2
1 -1 1 -1 1 -1 1 —1][-1 —2
1 1 -1 -1 1 1 -1 —1{|-1 2
1 -1 -1 1 1 -1 =1 1| 1| _ | 2
11 1 1 -1 =1 =1 —1] | 1] |=2
1 -1 1 -1 -1 1 -1 1|1 —2
1 1 -1 -1 -1 -1 1 1|]|-1 —6
1 -1 -1 1 -1 1 1 —1] [-1] | 2

Ezért az M 7-dik sorvektoranak —1-szerese lesz x Hadamard-dekodoltja, azaz a
crys =15 = (—1,-1,1,1,1,1,—1, 1)

kodszé. E médszer 1lagy dekdédolasndl is ugyantgy hasznalhaté (azaz amikor nem a
dekdder altal meghatarozott jelet, hanem a demodulator altal nyujtott, bizonytalanabb
értéket kapjuk vissza). Példaul ha az y = (—1.3,0.1,0,0.6,1.6,—1.1,0.2,0.1) vektort
mérjiik a csatornan, az My' = (0.2,0.8,—1.6,1.8, —1.4, —4.8, —2.0, —3.4) alapjén a 6-
dik sor ellentettje a legvaldsziniibb iizenet.
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3.4. Titokmegosztas

A titokmegosztas egy kriptografiai protokoll, melyben egy titkot gy osztanak fel tébb
résztvevo kozt, hogy azt csak a résztvevok bizonyos elére megadott koalicidéi — azaz a
felhatalmazottak — legyenek képesek rekonstrudlni a résztitkaikbol.

Legyen P = {p1,p2,...,pn } egy titokmegosztdsi séma n résztvevijének halmaza. E
sémaban a P egy A részhalmazat felhatalmazottnak, vagy felhatalmazott koaliciénak
nevezziik, ha az A-beli résztvevok kozosen, résztitkaikbol hozzajuthatnak a titokhoz. A
felhatalmazottak halmazat jelolje I', melyet a séma elérési strukturajanak neveziink.

Valos kikotés, hogy ha A felhatalmazott, akkor minden B D A halmaz is az legyen. Az
e feltételt kielégito halmazrendszereket felszallonak nevezziik, azaz I' felszall, ha A € T’
és A C B, akkor B € I'. A kérdés az lesz, hogy ha adva van résztvevok egy tetszéleges P
halmaza, és azon részhalmazok egy felszallé I' halmaza, akkor hogyan valdsithaté meg a
titok résztitkokra osztasa, a résztvevok kozti szétosztasa, hogy P-nek csak a I'-ba tartozé
elemei legyenek képesek hozzajutni a titokhoz.

A titokmegosztas fontos szerephez jut a biztonsagos kozos szamitasokban, ahol egy
tobbvaltozos fliggvényt kell a résztvevoknek kiértékelni, melynek minden argumentumat
mas-mas résztvevo tudja, akik azonban e titkukat nem akarjak egyik mas résztvevo
szaméra sem kiadni. (Példdul ilyen kozos szamitds minden titkos vélasztés.)

A (t,n)-kiiszob séma Els6 példaként a gyakorlatban legtobbet hasznélt esetet vizs-
galjuk, az an. (¢,n)-kiszéb sémdt, melyben felhatalmazott minden koalici6, melynek
létszama elérii a ¢ kiiszobértéket, azaz I' = { A C P||A| > t}. Ilyen eset fordul elé, ha
egy bank széfjének kinyitdsahoz a bank vezetésébdl legalabb 3 tag hozzajarulasa sziiksé-
ges. Torténelmi példa: a szovjet atomfegyverek meginditasat olyan rendszer biztositotta,
melyben a harom legfébb vezeto koziil legalabb ketto egyetértésére volt sziikség.

Perfekt titokmegosztasi sémakat keresiink, ahol a résztvevok fel nem hatalmazott
koaliciéi semmivel sem tudhatnak meg a titokrdl tébbet, mint a protokoll barmely kiilsé
megfigyeléje.

Péld4ul ha a titok a SECRET sz0, és a harom résztvevd rendre a SE**** F*CR**,
FRET szavakat kapja, egy (3, 3)-kiiszob sémét kapunk, hisz csak mindhdrom résztvevd
egyiitt képes a titkot meghatarozni. Vilagos azonban, hogy ez a titokmegosztas nem
perfekt: mig a lehetséges titkok szdma 26°, addig minden résztvevd szdmara a titok csak
26 lehetséget, mig barmely kettdjiik szaméara mar csak 262 lehetéséget rejt.

A perfekt titokmegosztas gondolatara Shamir és Blakley lelt 1979-ben egymastol
fiiggetleniil. Shamir az interpolacids polinomokra épitette 6tletét. Legyen az aq titok az
[F, véges test egy véletlen eleme. A titok megosztéja — ami lehet egy komputer program
is — valaszt egy véletlen t — l-edfokd F, f6l6tti polinomot, melyre f(0) = ap. Ennek
alakja tehdt f(x) = ;12" + -+ + agz® + a1z + ag, ahol ay,...,a, 1 € F, tetszéleges
(véletleniil vélasztott) elemek. A résztvevék résztitka e fiiggvény egy-egy helyettesitési
értéke, nevezetesen a p; résztvevé az f(i) értéket kapja (F, elemeit a 0,1,...,¢ — 1
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szamokkal jeloljiik). Ha tetszOleges t résztvevd Osszeall — indexeik halmazat jelolje T —,
akkor meg tudjak hatarozni a polinom egyiitthatoit, és abbdl a titkot, ugyanis a

Cltle‘t_l + -+ Cl2i2 + ali + ag = f(Z), 1T

egy t egyenletbdl all6 t-ismeretlenes egyenletrendszer, melynek Vandermonde-tipusu az
egyiitthatématrixa, igy egyértelmiien megoldhato. Masrészt az is vilagos, hogy kevesebb,
mint ¢ résztvevd csak egy legfoljebb ¢ — 1 egyenletbol all6 rendszert irhat f6l, ami meg-
oldhaté lesz barmely ag megvalasztasa mellett, vagyis semmit nem tudnak a titokrol.
A 3.5 dbra egy (2,4)-kiiszob sémét mutat, ahol a résztitkok egy egyenesen vannak (ez az
els6foki polinom grafikonja), amelynek egyenletét barmely két résztvevd fol tudja irni,
és abbdl meghatarozni az egyenesnek az y-tengellyel valé metszéspontjat.

Y Y

T @ T

3.5. abra. Egy (2,4)-kiiszob séma sematikus dbrdja (bal abra). Persze véges test folotti
koordinatarendszerben az egyenes nem feltétleniil néz ki az euklideszi sikon is egyenesnek.
Példaul a jobb oldali dbra az F; folotti f(z) = 3x 45 egyenletii egyenes pontjait mutatja,
kiilon szinezve a titkot pirossal és a résztitkokat kékkel.

Blakley konstrukcigjaban a t-dimenziés V = Ffl tér egy véletlen P = (aq,...,a;1
pontjanak elsé koordinataja a titok. Publikdlva van egy ezen a ponton atmend g egye-
nes, mely nem meréleges az e; = (1,0,...,0) vektorra, igy pontjainak els6 koordinatéi
végigfutnak F, elemein. A résztvevok megkapjdk egy P-n atmend, de e;-re nem merdle-
ges és g-t nem tartalmazé H (affin) hipersik dltaldnos helyzetii pontjait. Ez azt jelenti,
hogy barmely t résztvevo egyértelmiien fol tudja irni H egyenletét, igy a g-vel valé met-
széspontjat is. A 3.6 dbra egy (3, 5)-kiisz6b sémét mutat, ahol a résztitkok a 3-dimenzids
térben egy sikon vannak, amelynek egyenletét barmely harom résztvevo fol tudja irni, és
abbdl meghatarozni a siknak a g egyenessel valé metszéspontjat.
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3.6. dbra. Egy (3, 5)-kiiszob séma sematikus dbraja. A P pont és annak els6 koordinatajat
megado pont az x tengelyen pirossal, a résztitkok kékkel vannak jelolve.

Idedlis sémak Sok titokmegosztasi séma sziiletett, fontossa valt azonban az is, hogy
informacidéelméleti szempontbdl is hatékonyak legyenek, azaz a résztitok ne legyen sok-
kal hosszabb, mint maga a titok, idedlis esetben ugyanabbdl a halmazbdl vald legyen.
Az ilyen sémakat idedlisnak nevezziik. Shamir konstrukcidja idedlisnak tekintheto, ha
a résztvevik sorszama publikdlva van, vagyis a titoknak nem része i, csak f(i). Hason-
l6an idedlissa teheto Blakley konstrukcidja is, ha g mellett minden résztvevo pontjanak
koordinatai is publikdlva vannak, kivéve az els6é koordinatat!

Egy Brickelltol szarmazoé otletet ismertetiink, mellyel idealis, perfekt titokmegosztasi
séma konstrualhaté.

A titkot kioszté vélaszt egy tetszOleges a = (ag, a1, ..., a;) € Fi'' vektort, melynek
els6 koordinédtéja, az ay € F, elem lesz a titok. A p; résztvevonek ad egy v; € IFZ vektort,
és ezeket nyilvanossagra hozza. A résztitok az s; = v; - a € F, elem lesz.

3.34. Allitas Jelolje T' C P a résztvevdk eqy halmazdt. A T-be tartozo résztvevok pon-
tosan akkor tudjik meghatdrozni ag-t, ha az ey = (1,0,...,0) vektor benne van a T-beli
résztvevok vektorai dltal kifeszitett altérben. Ha e, mincs ebben az altérben, a T-beli
résztvevok semmait nem tudnak meg a titokrol.

Bizonyitas. Legyen V az a matrix, melynek sorai a T-beliek vektorai, és s az a vektor,
melynek koordinatai a T-beliek résztitkai. Tegyiik fel, hogy e; benne van V sorterében.
Ekkor létezik olyan w vektor, hogy w'V = e], {gy w'Va = qy. Mivel a konstrukcié
szerint Va = s, ezért w's = qag, hisz w a T-beli résztvevk dltal meghatdrozhato.
Tegyiik fel, hogy e; nincs benne V sorterében. Jelolje V oszlopvektorait ug, uy,. ..,
u;. Ha ug ¢ span(uy,...,u), akkor van olyan d vektor, hogy d - u; = 0, ha ¢ =
1,2,...,t,ésd-uy = 1. Eszerint d"V = e;, ami ellentmond feltevésiinknek. Ezért
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uy € span(uy,...,w), igy van olyan w vektor, hogy Vw = 0, de wy # 0. Az ugyan
igaz, hogy s = Va, de tetszbleges ¢ € I, konstansra s = Va = V(a + cw) is teljesiil.
gy barmely co-hoz taldlhaté olyan ¢ = (co,c1...,¢) vektor, hogy s = Ve. gy a T-beli
résztvevok semmit nem tudhatnak ag-rol. O

Megmutathaté, hogy minden tobbszintt (multilevel) séma e konstrukcidval idedlis,
perfekt moédon megvaldsithatd, melynek részletezésétol eltekintiink. T6bbszintl a titok-
megosztasi séma, ha a résztvevok P halmaza diszjunkt részhalmazokra oszthatd gy,
hogy minden részhalmazhoz tartozik egy ¢ szam, mely megadja, hogy koziiliik csak a leg-
alabb t-elemi koaliciék a felhatalmazottak. Példaul 2-szintii séma, ha a bankigazgatok
koziil barmely ketto, a bank osztalyvezetoi koziil barmely harom egyetértése sziikséges a
széf kinyitasahoz. Természetesen két osztalyvezeto és egy igazgatosagi tag is kinyithatja
a széfet.

Egy egyszerii példat mutatunk e séma alkalmazasara.

3.35. Allitas Tegyiik fel, hogy P diszjunkt részekre van osztva, azaz P = Py U---U Py,
ahol P,NP; = 0, ha i # j. Ekkor létezik olyan idedlis perfekt titokmegosztisi séma,
melyben két résztvevd pontosan akkor felhatalmazott, ha kilonbozo particioba tartoznak.

Bizonyitds. Legyenek @1, xo, ..., 7, € F, kiilonboz6 elemek, és legyen a p; € P; résztvevo
publikélt vektora v; = (z;,1) € F2. Azonnal latszik, hogy ez kielégiti a 3.34. &llitds
feltételeit. O]

Tetszoleges elérési struktiira megvaldsithaté Nem minden elérési struktira valé-
sithaté meg idedlis sémaval, de perfekt mdédon igen.

3.36. Tétel Ha I' az n résztvevdé P halmazdnak részhalmazaibol dallo felszdllo halmaz-
rendszer, akkor van olyan perfekt titokmegosztasi séma, melyben I' elemer a felhatalma-
zottak.

Teljes bizonyitast nem adunk, de ismertetjiik az el6z6 pontbelire emlékezteto linedris
algebrai alapdtletet, ahonnan mar kénnyt a befejezés.

3.37. Lemma Ha T eqy elérési struktira a P = {p1,pa,...,pn} halmazon, akkor tet-
szoleges IF, test felett létezik olyan V wvektortér, és altereinek egy olyan { Vo, Vi,...,Va }
rendszere, hogy Vo pontosan akkor altere a W = span(V;,,Vi,,...,V;, ) altérnek, ha
{Piy, Pins--->Din, } €T, egyébként Vo N W = {0}.

Bizonyitds. Legyen I't = {Uy,Us, ..., U, } az dsszes maximadlis fel nem hatalmazottak
halmaza, azaz ha U € I'", akkor U ¢ T', de barmely A D U halmazra A € T'. Legyen
V=TFy, Vo =span((1,1,...,1)), V; = span({e;|p; ¢ U; }). ]

A bizonyitas szemléltetésére lassunk egy példat.
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3.38. Példa Legyenn =4, Tg = {{p1,p2, p3}, {p1, 1}, {p2, ps} }, €s legyen T a qGammay
altal generdlt felszallo halmazrendszer. Ekkor

I = {{p1,p2}, {p1, 03}, {p2. 3}, {p3. pa} },

tovabba Vy = span ((1,1,1,1)), V; = span(es,e4), Vo = span(eq,ey), V3 = span(eq),
V, = span(ey, ey, €3). Konnyen ldthatd, hogy példdul

Vo < span(Vy, Vs, Vs), de Vo Nspan(Vy, V3) = {0},
megfelelden annak, hogy {p1,p2,ps} €T, de {p1,ps} ¢ I

A séma az altérkonstrukciébol a kovetkez6. Minden résztvevo megkapja az altér-
konstrukciénak megfelel6 alterének béazisvektoraibdl allé P; métrixot. E matrixokat a
titokgazda publikalja, majd valaszt egy véletlen h vektort, és a titok az s =[11 ... 1]h
skaldr lesz, mig p; résztitka a P;h vektor. (Megjegyezziik, az el6z6 lemméban csak a
standard alapvektorokat hasznaltuk, és a titkot az (1,1,...,1) vektorhoz rendeltiik, de
mindez mikodik az alterek mas mdédon konstrudlt, és tetszdleges bazisaval megadott
rendszerére is.) Az el6zé példabdl szarmazé séma a kovetkezd:

3.39. Példa Legyen q = 3, a véletlen vektor legyen h = (1,0,2,1), igy a titok (1,1,1,1)-

) Y

(1,0,2,1) = 1. Az alterek nyilvinos mdtrizai és a beldlik szamolt résztitkok a kovetkezdk:

0 0 1 0 [2
Pl_ -0 0 0 1:|7 Sl_Plh_ -1:|7
0 1 0 0 [0
3—1)001y %—Pm—;}
P;=[10 0 0], s3=Psh=][l]
[1 0 0 0 1
P4— 01 00 s S4:P4h: 0
0010 2

Vildagos, hogy h minden koordindtdjdat és igy az s titkot csak a felhatalmazott koalicioknak
sikertilhet megfejteni.
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4. fejezet

Miiszaki és természettudomanyos
alkalmazasok

4.1. Linearis egyenletrendszerekkel leirhaté problémak

A kiilonféle linearis egyenletrendszerekkel megoldhato alkalmazési problémak szama rend-
kiviil sok, ezért csak arra vallalkozunk, hogy két egészen kiilonb6z6 — de fontos — teriiletrél
valasztunk egy-egy példat.

Kémiai reakciék egyensulyi egyenlete FEgy zart rendszerben végbemend kémiai
reakciok soran a rendszerben 1évo kémiai alkotoelemek mennyisége nem valtozik. fgy fel-
irhato mindig egy olyan egyenlet — ezt nevezziik reakcioegyenletnek, melynek bal oldalan
a reakciok elején jelen 1évo vegyiiletek, jobb oldalan az eredményiil kapott vegyiiletek
szerepelnek olyan egyiitthatokkal megszorozva, melyek a vegyiiletek mennyiségét fejezik
ki.

4.1. Példa (reakcidegyenlet) A hidrogén-peroxid (HyOy) bomlékony anyag, mely vizre
(Hy0) és oxigénre (Oy) bomlik. Keressik meg azokat a legkisebb x1, x4 és x3 pozitiv egész
szamokat, melyek leirjik a reakcioban résztvevd vegyiiletek mennyiségét, azaz keressiik
az x1Hy Oy = x9Hy0 + 1305 eqyenletben szerepld ismeretlenek legkisebb pozitiv egész
megoldasait.

Megoldds. A hidrogén (H) és oxigén (O) atomok mennyisége a reakcidegyenlet mindkét
oldalan megegyezik, ami két egyenletet ad:
H: 2z, =2x
O: 2z = x9+ 2x5.
Egy oldalra rendezziik a valtozdkat:
H: 2x; —2x, =0
O: 2r1— x9—223=0,
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majd megoldjuk e homogén linearis egyenletrendszert:
2 =2 0 N 1 -1 0 N 10 -2
2 1 =2 0o 1 =2 01 =2|°

loy az 23 = s vélasztdssal a megoldds @y = 2s, 21 = 25, azaz (1,29, 3) = (28,2s8,5). A
legkisebb pozitiv egész megoldast s = 1 adja: 2H,O09 = 2H50 + Os. O

Egy kémiai reakcidegyenletének az anyagmennyiségre vonatkozé megmaradési elv
mellett az elektromos toltés megmaradésat is ki kell fejeznie. Ha a reakcidegyenletben
toltések is szerepelnek, ezekre is folirhaté egy egyenlet.

A fenti egyenletrendszer egyiitthatématrixdhoz hasonléan szokds kémiai reakci6(k)
formulamdtrizat vagy atommdtrizdt megkonstrualni. Ebben a sorok a kémiai elemeknek,
illetve egy sor a toltéseknek, az oszlopok a vegyiileteknek felelnek meg. Pl. az el6zo
egyenletben szerepld vegyiiletekhez tartozo formulamatrix:

H.0, HsO Oy
H 2 2 0
O 2 1 2

Ha tobb reakcio is lezajlik egy folyamatban, a folyamatban szereplé Gsszes vegyiiletre
folirhato egy atommatrix. Ennek rangja hozzéasegit a folyamatban jatszodo fiiggetlen re-
akcidk szamanak meghatarozasahoz. A formulaméatrix arra is alkalmas, hogy segitségével
reakcidegyenleteket frjunk fel.

Ha mar ismerjiik egy folyamatban lejatszodé reakcidkat, a koztiik 1év6 linedris kap-
csolatot az un. sztochiometriai matrix segitségével irhatjuk le. Ennek oszlopai egy reak-
ciékhoz, sorai pedig a reakciokban szereplé vegyiiletekhez tartoznak. Az i-edik sorban,
j-edik oszlopban all6 szam a j-edik reakcié O-ra rendezett egyenletében az i-edik ve-
gyiilet mennyisége. A szokds az, hogy az egyenlet bal oldaldn szerepl6 egyiitthatékatat
szorozzuk —1-gyel.!

4.2. Példa (Formulamatrix, sztéchiometriai matrix) A szénsav disszocidcidjdt két

egyenlet irja le.
(1) HyCO3 = HCO3 + H*

(2) HCO; = CO3 +H*

frjuk fel e reakcio formula mdtrixdt és sztéchiometriar matrizat! Hatdrozzuk meg mind-
kettdé rangjat!

L Sztochiometria: a kémiai reakcidk sordn tapasztalhaté tomeg- és térfogatviszonyok térvényszertisé-
geivel foglalkozik (az alapanyag és mérték jelentésii gorog sztoicheién és metron szavakbdl).
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Megoldads. A formulamatrix

H,CO; HCO; H* CO2-

H: 2 1 1 0
C: 1 1 0 1
O: 3 3 0 3
q: 0 -1 1 -2

Ennek utolsé sora a toltések szamat mutatja, melyet g-val jeloltiink. Redukdlt 1épcsos
alakja:

10 1 -1
01 -1 2
00 0 0]
00 0 O

tehdt a rangja 2. A sztochiometriai matrix a fejlécekkel:

H,CO5 —1 0 -
HCO3; 1 —1 redukalt lépcsos alakja
N 0 0
H 1 1 0 0
co: 0 1
Rangja ennek is 2. O]

4.3. Példa (Brutté6 reakcid) Egy tobb reakciobdl alld folyamatban az aldbbi bruttd re-
akciot mérték:
5BrO, + 2H" = Br, + 3BrO; + H,0O

E reakcioban a kovetkezo elemi reakciok mehetnek végbe:

1
2
3
4

BrO; + H* = HBrO,
BI"OQ + HQOQ = BI'O?: + HQO
2BrOH = BI'Q + HQOQ

(1) BrO; + HBrO, = BrOj + BrOH

(2)

(3) 3

(4)

Melyik elemi reakcionak hdanyszor kell végbemennie a brutto reakcioban?

Megoldas. frjuk fel az elemi reakciok sztochometriai matrixat elészor fejlécekkel, majd
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anélkiil. Jelolje e matrixot A:

1) 2 B ¢ 1 1 -1 0

0
BrO; -1 -1 -1 0
HY 0 -1 0 0 O
0 0 0 1
Br, 0 0 0 1 L0 1 o
BrOo; 1 0 1 0 A=| o | |
H,O 0 0 1 0 11 0 o
HBrO, -1 1 0 0 L0 0 o
BrOH 1 0 0 -2 0 o0 -1 1
H,O, 0 0 -1 1 - .

Majd irjuk fel a brutté reakciéra ugyanezeket. Az oszlopmatrixot, mint vektort jelolje
b:

brutté iy
BrO; -5 _9

H* —2 1
Brs 1 3
BrO3 3 b = 1
HQO 1 0
HBrO, 0 0
BrOH 0 0

H,0, 0 - -

A feladat tehdt az, hogy allitsuk el6 ez utébbi oszlopvektort az el6bbi matrix oszlopainak
linearis kombinacidjaként! Ez pontosan azt jelenti, hogy oldjuk meg az A egyiitthatoju
és b jobb oldali egyenletrendszert. A bévitett matrix redukélt 1épcesos alakja:

OO O OO oo
[N elNelBoNeBoll e
SO DD DD O OO
[N ool e o)
OO OO == DNN

ahonnan a megoldas (2,2,1,1), azaz 2a; + 2a; + ag + a4 = b. A feladat nyelvén: az elsd
és masodik reakcié kétszer, a harmadik és negyedik reakcié egyszer megy végbe a brutto
reakcié soran. [

Globilis navigaciés miiholdrendszerek (GINSS) A GNSS (Global Navigation Sa-
tellite Systems, magyarul globalis navigdcids mitholdrendszerek) kifejezés alatt elsésorban
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az USA Védelmi Minisztériuma altal kifejlesztett és tizemeltetett GPS rendszert (Global
Positioning System — magyarul globalis helymeghatarozé rendszer) az orosz GLONASS
(Global Navigation Satellite System) rendszert, és az Eurépai Unié (EU) és az Eurdpai
ﬁrﬁgynékség (ESA) Galileo rendszerét értjiik, de ide soroland6k mindazok a miiholdas
vagy foldi kiegészito rendszerek is, amelyek a miiholdas navigaciét valamilyen moédon
tamogatjak.

Ezek matematikajanak attekintésére nem vallalkozhatunk, pusztan csak egy leegysze-
risitett modellben megmutatjuk a helymeghatarozas egy Bancroft-tél szarmazoé linearis
algebrai mddszerét.

Geocentrikus Descartes-féle koordinatakat hasznalunk, melynél a koordindtarendszer
kozéppontja egybeesik a fold kozéppontjaval. A helymeghatdrozasban szatellitdk segi-
tenek, melyek folyamatosan kozlik pillanatnyi helyzetiiket, és az iizenetkozlés pontos
idépontjat. A k-adik szatellita tehat elkiildi helyzetének (xy,yg, zx) koordinatas alak-
jat (mindent méterben mérve), és a kozlés t idejét nanoszekundumban mérve (1nsec =
107%sec). A navigéciés eszkoz (pl. okostelefon) ezt az informéciét a Ty idépontban veszi.
Igy az eszkoz tévolsiga a szatellitatol py = c(Ty — ti), ahol ¢ = 0.299792458m /nsec, a
fénysebesség. A k-adik szatellitardl tehat ismerjiik az

Sk = ($k>yk>zk7pk)

vektort. A pj. értéket pszeudotavolsdgnak (pseudorange) nevezik, mert nem megbizhatd,
hisz tipikus esetben a vevobeli éra nincs szinkronban a szatellitaéval. P1. 1000nsec eltérés
mar 300m-es hibat jelent. fgy a vevokésziilék helyzetét jellemzo ismeretlenek egyike
a vevl helyzetét megadd (x,y, z) vektor, masika az aszinkronitdsbdél ad6dé b = cAT
tavolsag, ahol AT a szatellitak egymassal szinkronban 1év6 idejétdl valo eltérés mértéke
nanoszekundumban. Ismeretlen tehat a vevot jellemzo

v = (z,y,2,b)
vektor. Az s és v koordinatéi kozt fonnall a

V(e — )2+ (Y — y)> + (21— 2)2 + b= py,

azaz a

(25 — )" + (g —y)* + (2 — 2)* = (p — D)
egyenloség. Mivel négy ismeretleniink van, legalabb négy egyenletet fel kell irnunk, vagyis
legalabb négy szatellita adataira sziikség lesz. Végezziik el a négyzetre emeléseket, majd
rendezziik at az egyenletet:

(27 4+ yi + 2zi — p}) — 2(xhx + yry + 262 — pib) + (2% +y* + 2% = b?) = 0. (4.1)

Pusztan az egyszertibb jelolés kedvéért hasznaljuk a Lorenz-féle skalaris szorzatot, ami
a kovetkezoképp definidlhato:

(X,y) = 191 + To2y2 + T3Y3 — TaYa.
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E jeloléssel és 2-vel valé osztds utdn a (4.1) egyenlet a kovetkezo alakot olti:

1 1
§(sk, sk) — (Sk, V) + §<V,V> =0. (4.2)
Tegyiik fel, hogy n szatellitarél kapunk adatokat. Az igy kapott n egyenlet matrixszorzat

alakja

a—Bv+(C1=0, (4.3)
ahol
(s1,81) T Y1 21 h 1
1 |(S2,s T z 1 1
N I C=stvvhi=[|. (449
CH Tp Yn Zn Dn 1
A (4.3) atrendezve a
Bv=a+(C1 (4.5)

egyenletre vezet, mely n = 4 esetén barmely C' konstanssal egyértelmiien megoldhaté,
n > 4 esetén pedig barmely C' esetén egyetlen optimélis (a legkisebb négyzetek elve
szerinti) megolddst ad. Jelolje ezt v. Az optimélis megoldés:

v=Bf(a+ C1),

ahol Bt = (BTB)"'BT, mivel n > 4 esetén B teljes oszloprangti. A nehézséget az okozza,
hogy C-t sem ismerjiik, az épp az ismeretlen v kvadratikus fiiggvénye. Helyettesitsiik C
(4.4)-beli definicidjdba a még ki nem szamolt v vektort. Kihasznalva a Lorenz-szorzat
bilinearitasat kapjuk, hogy

1 1 1
C= 5<B+(a+ C1),B*(a+C1)) = 5<B+a, Bta)+C(BTa,B"1) + 5(}2(B+1, B1).
Ezt atrendezve egy C-ben masodfoku egyenletet kapunk, melynek minden egyiitthatéja
konstans:
C*(B*1,B*1) +20((Bta,B™1) — 1) + (B*a,B*a) = 0. (4.6)

Ennek az egyenletnek 2 megoldasa van, jelolje ezeket C) és Cy. Kiszamoljuk a v, =
Bf(a+ C;1) (i = 1,2) vektorokat. Ezek egyike lesz a megoldds, amit igy dontiink el,
hogy megnézziik, melyik megoldéds van a foldfelszin kozelében (a mésik attdl altaldban
nagyon messze lesz). Ehhez csak azt kell tudni, hogy a foldfelszin tévolsdga a Fold
kozéppontjatdl 6353 km és 6384 km kozott valtozik.

4.2. Keresés az Interneten

E fejezetben egy kérdést vizsgalunk: hogyan rangsorolhatok egy internetes keresés tala-
latai, vagy akar az Internet 6sszes dokumentuma.
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4.1. dbra. A web egy 8 dokumentumbdl allé részén minden dokumentumra épp 3 masik
hivatkozik. A 3-as nem hivatkozik méds dokumentumra, a {0, 1,2,3 } halmazbeliek csak
e halmazbeliekre. Minden él a kezdGcestcs kifokdanak reciprokat kapja stulyként. Az abran
csak a 2-es és 4-es pontokbdl kifutd élekre irtuk ra a silyokat.

PageRank — a Google keres6 alapotlete A ma legnépszertibb webes kereso prog-
ram alapotlete a webes dokumentumok rangsorolasara egy egyszerti sajatvektorkeresési
feladatra épiil. Az eljards neve PageRank (amibe Larry Page és Sergey Brin, a Google
alapitéi egyikének neve is el van rejtve). A fogalom ondefindlénak tiinik: egy dokumen-
tum PageRank értéke anndl magasabb, minél tobb nagy PageRank érékii dokumentum
mutat ra.

Az els6 Otlet az, hogy modellezziik egy weben szorfolo utjat, aki minden oldal linkjei
koziil véletlenszertien valaszt és igy dokumentumrél dokumentumra bolyong a weben. Ha
e bolyongast nagyon sokaig folytatja, kialakul egy természetes sorrend, melyben minden
dokumentum azzal ardnyos szamu pontot kap, ahanyszor ott jart a szorfolo.

Tekintsiik a webdokumentumok irdnyitott, silyozott éli grafjat, ahol a dokumentu-
mok a graf csicsai, és az i-edik csucsbol él megy a j-edik csicsba, ha az i-edik doku-
mentumban van link a j-edikre. Egy él silya legyen 1/k, ha egy k ki-fokid csticsbdl indul
ki.

Tegyiik fel, hogy egy témdaban csak 8 relevans dokumentum van, rdadésul mindegyikre
épp 3 masik hivatkozik, ezért elsé ranézésre nehéz sorrendet feldllitani koztiik. Grafja
a 4.1 abran lathato.

Egy irdnyitott, silyozott éli graf adjacenciamatrixanak (i, j) indext eleme legyen az
i-bol j-be vezetd €l silya, és 0, ha ilyen él nincs. A web-re imént definialt gréafra tehat e
matrix a kovetkezo:

L

Al — L ha megy i-bdl j-be él és i ki-foka k,
Y710 egyébként,
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Konkrét példankban a kovetkez6 matrixot kapjuk:

Solr O O ONFwi= O
O O Ori= ONIE Owl-
ool O O O OwlFwi-
ool O O O OwlFwl=

wiFoFwr O O O O O
WDk ORI O O O O
Wi Owi=k—= O O O O
OolFwi=k—= O O O O

E madtrix (sor)sztohasztikus lenne, ha minden sorban lenne 0-tél kiilonb6z6 elem, hisz a
sorosszeg minden nemzérus sorban 1. A zérussor olyan dokumentumnak felel meg, amely
nem hivatkozik masikra. A bolyongas itt elakadna, ezért dgy moédositjuk a modellt,
hogy ilyen pontban a szorfolo ugorjon egy véletlen dokumentumra. A maéatrix ekkor igy

valtozik:
. ha megy i-bdl j-be €l és i ki-foka k,

3 = ==

[A]l;; =< %, haiki-foka 0 és n a csticsok szdma, (4.7)

0 egyébként.

Ez még mindig nem tokéletes modell, mert lehet, hogy vannak olyan dokumentumok,
amelyek csak egymasra hivatkoznak, igy a szorfolo itt is beragadhat. Ez a matrixok
nyelvén épp azt jelenti, hogy a matrix reducibilis, a grafok nyelvén, hogy nem erdsen
osszefiiggd. Példabeli grafunkon az {0, 1,2,3} csticshalmazbdl nem vezet ki él, a hozzd
tartozo matrix jobb fels6 4 x 4-es része pedig zérusmatrix, vagyis reducibilitdasa azonnal
lathato.

Még egy hibdja van a modellnek: ha egy dokumentum csak mésokra hivatkozik, de
semelyik sem hivatkozik ra, a bolyongas soran nem jut oda a szorfolo, ezért nem kap
pontot. Mindkét hiba javithato, ha a modellen igy médositunk, hogy a szorf6l6 minden
csucsban d valdszintiséggel egyenletes eloszlas szerint vélaszt az 6sszes csics koziil, és
1 — d valdszintiséggel a csicsbol kifutd élek végpontjai koziil egyenletes eloszlas szerint.
A bolyongast leiré matrix ekkor a kovetkezo alaku:

1
M= (1-d)A +d-J,

ahol A a (4.7)-beli matrix, J a csupa 1-esb6l allé métrix, n e négyzetes matrixok rendje,
és d € (0,1). Tapasztalatok szerint érdemes d-t a (0.1,0.2) intervallumbdl valasztani.
Konkrét példankban legyen d = 0.15, igy 1 — d = 0.85. Ekkor 3 tizedesre kerekitett
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jegyekkel

0.019 0.302 0.302 0.302 0.019 0.019 0.019 0.019
0.302 0.019 0.302 0.302 0.019 0.019 0.019 0.019
0.444 0.444 0.019 0.019 0.019 0.019 0.019 0.019
0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125
0.019 0.231 0.019 0.019 0.019 0.231 0.231 0.231
0.019 0.019 0.019 0.019 0.302 0.019 0.302 0.302
0.160 0.019 0.160 0.160 0.160 0.160 0.019 0.160
0.019 0.019 0.019 0.019 0.302 0.302 0.302 0.019

Vilagos, hogy e matrix pozitiv, sztochasztikus matrix, hisz A is sztochasztikus, %J is,
igy az 1-0sszegll sulyokkal vett Osszegiik is az. (M tehat egy Markov-lanc atmenetmat-
rixa.) Mivel M pozitiv, Perron-tételébdl tudjuk, hogy spektralsugara 1, az 1 egyszeres
sajatérték, nincs tobb 1-abszolut értékd sajatértéke, és az 1-hez tartozik az egyetlen
olyan pozitiv v bal sajatvektor, melyre ||v||; = 1, azaz amelynek koordindtéi valdszinii-
ségeloszlast adnak. Ha x a bolyongas kiindulépontjanak valészintiségeloszlasat megado
vektor, akkor az els§ 1épés utéan a graf i pontjaban [x'M]; valdszinfiséggel lesziink, az
m-edik 1épés utan [x"M™]; valdsziniiséggel. Ugyancsak a pozitiv matrixok elméletébdl
(és az 1.4 fejezetbdl) tudjuk, hogy

lim x'M™ = v.
m—0o0

A Markov-lancok nyelvén v a stacionarius eloszlas. Epp ezt kerestiik. Példankban
v = (0.151,0.157,0.137,0.137,0.106, 0.100, 0.112, 0.100).

Ennek alapjan a dokumentumok sorrendje: 1, 0, 2 & 3, 6, 4, 5 & 7 (két holtversennyel).
Valosagos, tehat hatalmas matrixok esetén A még ritka, de M mar nem, vele csak
reményteleniil lassan lehetne szamolni. Viszont

1
XM =T (1= DA+ d39)) = (1= dxTA+ 01,
n n

ahol 1 a csupa-1 vektort jeloli. Ez azt mutatja, hogy ha megelégsziink a v-hez konvergalo
Xmi1 = X, M iteracié néhany lépésének kiszamoldsdval, akkor elég csak az xT A vektor-
matrix szorzast elvégezni, ami a ritka A matrixszal hatalmas adathalmazon is gyors,
utana csak vektorok linearis kombinaciojat kell szamolni.

A HITS algoritmus A PageRank-kel egy idében Jon Kleinberg egy hasonld, de egy-
egy témaban relevans oldalak felfedezésére alkalmas HITS? nevii algoritmust dolgozott ki.

2Bér a HITS (Hyperlink-Induced Topic Search) 14tszdlag tobbre lehet képes a PageRank-nél, bonyo-
lultsdga miatt kevésbbé terjedt el. Az www.Ask.com hasznalja.
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A PageRank 6nmeghatérozaséat itt egy kettés onmeghatarozas valtja. A web-en fontos
oldalak kozt vannak tekintélyes alkotasok (tekintélyek — authorities), és gytjtéoldalak
(hubs), melyek egy téma fontos és relevans oldalaira mutatnak. Egy tekintély mértéke
annal nagyobb, minél tobb nagy értékil gyijté mutat rd, mig egy gyujto értéke anndl
nagyobb, minél t6bb nagy értékili tekintélyre mutat.

Most induljunk ki abbdl, hogy minden egyes linket figyelembe vesziink. Arra sza-
mitunk, hogy a linkek értéke majd tgyis csak attol fog fiiggeni, hogy mennyire értékes
helyre mutat. Ezért most az adjacenciamatrixszal szamolunk:

1, ha megy i-bdl j-be él,
[Alij = e
0, egyébként.

Minden weboldal két értéket kap. A tekintélyértékek vektora legyen a, a gyujtéértékek
vektora h (‘a’, mint authorities, ‘h’, mint hubs). Azt szeretnénk, hogy minden oldal
tekintélyértéke megegyezzen a ra mutatd oldalak gylijtoértékének dsszegével, és minden
oldal gytjtoértéke megegyezzen a benne 1évo linkekhez tartozo oldalak tekintélyértékének
Osszegével. E két feltétel matrixszorzassal folirva ezt adja:

h = Aa

a=A"h
E két egyenléség egyszerre altaldban nem fog sikeriilni, mert e két egyenletbél a = ATAa
adédik, és ATA-nak az 1 altaldban nem sajatértéke. Ezért ismét iterativ megoldéssal

probalkozunk, bar ez most nem a grafon valé bolyongést szimuldl. Induljunk egy tetszo-
leges ag tippbdl, és képezziik a kovetkezo sorozatot:

h,. ;1 = Aa,,

Amt1 = AThm+1
amibdl behelyettesitéssel adodik, hogy

Bt = ATAThm (4.8)

ani1 = A" Aa,
Nézziink egy nagyon egyszerli konkrét példat e sorozatokra.
4.4. Példa A web dlljon hdrom oldalbdl, és az elsd hivatkozzon a masik kettére (Id. 4.2

dbra). Mennyi a tekintély- és mennyi a gyijtéértéke az oldalaknak?

Megoldas. A graf adjacenciamatrixa

A =

o O O
o O =
o O =
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4.2. dbra. Egy gytijto és két tekintély

011 1 2
hleaOZ 0 00 1{ =10
0 0O 1 0
Innen
0 00 2 0
ai=A"h;=|[1 0 0] [0] = |2
1 00 0 2

Folytatva kapjuk, hogy hy = (4,0,0), ay = (0,4,4), stb. Ezek nem konvergensek, de ha
a vektorsorozatok vektorait minden lépésben leosztjuk az 1-norméajukkal, akkor m > 0
esetén a h,, = (1,0,0), a,, = (0,1/2,1/2) vektorokat kapjuk, igy ezek hatarértéke is
létezik. A hatarértékként kapott h = (1,0,0), a = (0,1/2,1/2) vektorokat tekinthetjiik
tehat a gyijto és tekintély mértékének. Valdéban, az 1-es dokumentum 1-értékii gytijto
és 0-értékii tekintély, mig a masik két dokumentum 0-értékii gytijtd, és azonos értékii
tekintélyek az dbra alapjan is. O]

A példaban tapasztalt eredmény &ltaldban is igaz, ugyanis ha AAT és ATA primitiv
métrixok, akkor a lenormaélt (4.8) vektorsorozatok hatarértékei léteznek, és a hatarértékiil

kapott

: hm ’ . am
h= lim ——, ésa= lim
m=00 ||y [|1 m—o0 ||ay, |1

vektorok az A matrix jobb, illetve bal Perron-vektorai. Masként fogalmazva h az AAT
métrix legnagyobb sajatértékhez tartozé sajatvektora, mig a az AT A matrix legnagyobb
sajatértékhez tartozo sajatvektora. A 4.2 abrabeli esetben

2 00 000
AAT=10 0 O| , ATA=|0 1 1},
000 01 1

ezek legnagyobb sajatértéke 2, a hozzajuk tartozé sajatvektorok (1,0, 0), illetve (0,1/2,1/2),
ami megegyezik korabbi eredményiinkkel.
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A 4.1 abran megadott graf esetén a két Perron-vektor:

h = (0.1176,0.1276, 0.0696, 0, 0.1608, 0.1283, 0.2678, 0.1283)
a = (0.1194,0.0894,0.1317,0.1317, 0.1346, 0.1430, 0.1072, 0.1430).

Eszerint 6-os a legjobb gytijt6 és 3-as a legrosszabb (valéban, hisz semmire nem hivat-
kozik), a tekintélyek kozt kicsi a kiilonbség, ami érthetd, hisz mindegyikre harom oldal
mutat: holtversenyben els6 az 5-6s és 7-es, és az 1-es a legrosszabb (val6ban, ra gyengébb
gytjték hivatkoznak).

A webes rangsorolas népszerii téma, itt csak linedris algebrai alapjainak felvillantdsara
volt lehetdség.

4.3. Az SVD alkalmazasai

A szinguléris érték szerinti felbontas szamtalan alkalmazésra lelt a statisztikatol kezdve
miuszaki-fizikai alkalmazasokig. Itt az adatokban rejlé tartalmi osszefiiggések megértésé-
hez, a lényeges informaciok kiemeléséhez, informaciétomoritéshez kapcsolédé technikakat
ismertetiink, tobbiikre vizualisan is megjelenitheto példakat mutatva.

Képtomorités Bar a képtomorités leghatékonyabb modja nem a most ismertetendd
modszer, mégis érdemes a megmutatasra, mert egyszerii médon teszi lathatova a kis
rangu approximacio tételét, mas néven az Eckart—Young-tételt. Eszerint egy tetszoleges
r-rangd A matrixnak a legféljebb k-rangi matrixok kozti legjobb Ay approximacidja

folirhaté
k
Ak: E O'Z'lliV;r.
=1

alakban, ahol o; az A matrix i-edik szingularis értékét, v;, illetve u; a hozza tartozo
jobb és bal szingularis vektort jeloli. A ,legjobb approximacion” akar a Frobenius-, akar
a 2-normaban vald tavolsag szerinti legjobb becslést értjiik. Még a tavolsag is konnyen
becsiilheto e két norma esetén a szingularis értékek segitségével, nevezetesen

nin | lp =1 il

min
r(B)<k

A = Blly = |A = Agll, = onia-

Legyen tehat A egyszerlien egy sziirkearnyalatos fénykép pixelmatrixa. A példaban sze-
replé kép a BME egyik épiiletének 194 x 259 pixeles képe (I1d. 4.3 dbra). Az dbra az Aj,
AQ, A3, A4, Ag, Alg, A40, A97 és az A194 = A matrixok képe
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4.3. abra. Egy fénykép 9 kiilonbozdé, SVD-vel tomoritett valtozata. A figyelembe vett
szingularis értékek szama rendre 1, 2, 3, 4, 8, 12, 40, 97, 194. Az utolsé becslés magéval
az eredeti képpel azonos.

Az A els6 és utolsé néhany szingularis értéke: o7 = 111.644, o9 = 22.803, o3 =
19.5021, o4 = 14.3708,. .., 0193 = 0.00277355, 0194 = 0.00239575. Az Osszes szinguldris
értéket mutatja a 4.4 dbra. Latjuk, a 194 szinguldris érték és vektorpar koziil mar az elso
8 is felismerhet6 eredményt ad, de az 6sszes negyedével mar az eredetitol alig kiilonb6z6
képet kapunk.

Mogottes tartalom analizise Hasonlé moddszereket alkalmaznak nagy mennyiségi
dokumentum tartalmi feldolgozdsaban is. Az un. mogottes tartalom analizise — angolul
latent semantic indexing (LST) vagy latent semantic analysis (LSA) — az SVD segitségével
lehetové teszi, hogy a szavak és fogalmak kozt olyan kapcsolatokat fedezziink fel, amelyek-
re csak a szavak dokumentumokban valé eléfordulasait figyelve nem volnank képesek. A
modszert megalapozo gondolat az, hogy az egy dokumentumban szerepl6 szavakat 0ssze-
kapcsolja a dokumentum tartalma. E kapcsolatokat — a szavak mogott 1évo tartalmat —
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4.4. dbra. A szinguldris értékek eloszlasa (az z-tengelyen logaritmikus skalaval)

az SVD kiemeli, mint 1ényeges informéciot. Az ilyen technikdkkal adott tartalmu doku-
mentumok keresésében sokkal jobb eredmény érhet6 el, mintha csak kulcsszavak szerint
keresnénk, hisz itt pl. legegyszeriibb esetként a szinonimék is szoros kapcsolatba keriil-
nek. Ugyanakkor a tobbjelentésii szavak alkalmazésa sem okoz gondot, mert néhany
sz0 megadasaval a mogottes tartalom a szénak csak az adott szavakhoz tartozé jelenté-
se szerinti értelmét fogja figyelembe venni. A mddszer igy dokumentumok tartalmanak
osztalyozasara, indexelésére is alkalmas anélkiil, hogy elozetesen ember alkotta bonyolult
tezauruszokat kellene alkalmazni. Az eredeti médszert 1989, a tébbnyelvii és nyelvek
kozti alkalmazasat 1994 6ta szabadalom védi.

Egy n dokumentumbdl allo, vagy egy nagyméretli és n bekezdést tartalmazéd szoveg-
gyljteményt fogunk vizsgalni. Az ezekben el6forduld szavak szama legyen m. Képezziik
az A matrixot, melynek sorai a szavakat, oszlopai a kiilonb6z6 dokumentumokat (vagy
az egyetlen dokumentum bekezdéseit) reprezentaljak.

Jelolje t;; az i-edik sz6 gyakorisdgat a j-edik dokumentumban és T; a teljes szoveg-
gylijteményben. Az A matrix a;; elemét az i-edik széhoz tartozé e két gyakorisdg fogja
meghatarozni. Sok fiiggvénnyel folyt kisérletezés, tapasztalatok szerint a kovetkezo adja
a legjobb eredményt:

t Lik

no Lk Lik
a = [ 1+ Zm log(1 + t).
! ~~ logn I

E bonyolultnak tiiné formula egy olyan szorzat, melynek elsé tényezdje egy csak az i-edik
szonak az egész gytjteményhez vald kapcsolatatol fliggd globalis suly, mig a masodik csak
a lokalis érték — vagyis csak a sz adott dokumentumban valé gyakorisaganak — fiiggvénye.
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Annak vizsgalata, hogy miért épp e fliggvény ad j6 eredményt, mar az informaciéelmélet
teriiletére vezet, és az entropia fogalmahoz kapcsolodik.

Tekintsiik az igy konstrualt A métrix szinguldris A = UXVT felbontdséit és az ab-
bél szdrmazd Ay = UkEng kozelitést. Az Uy, illetve V, oszlopainak vektorterében a
szavak, illetve dokumentumok kapcsolatat a hozzajuk tartozé vektorok helyzete jellem-
zi: nyilvan a kozelebbi vektorok erdsebb kapcsolatot jelentenek. Ha ezek utan egy 1j
dokumentumot, vagy keresoszavak egy halmazat akarjuk vizsgalni, a fenti képlet szerint
kell silyozott vektort képezni belole. Ennek a 'V oszlopai altal kifeszitett vektortérbe
esO vetiilete és a tobbi dokumentumhoz tartozé vektor vetiilete kozti tavolsag fogja a
hozzajuk valé kapcsolat erdsségét jellemezni.

Fékomponens-analizis A fékomponens-analizis Pearson angol statisztikustol szar-
mazo6 modszer. Tulajdonképpen megegyezik az el6z6 pontban hasznalt SVD-alapt méd-
szerrel egy alapvetd kiilonbséget leszamitva. Az eloz6ekben — altaldnosan fogalmazva —
adatvektorok terében kerestiink egy olyan kisebb, k-dimenzids alteret, amelyikre a vek-
torok téle mért tavolsdgainak négyzetosszege a leheto legkisebb. Ez azonban nem mindig
a legjobb mdédszer az adatok kapcsolatainak jellemzésére. Ha egy n-dimenzids adathal-
maz a térben egy k-dimenzids affin altérbe esik, a legkozelebbi altérre vetités elmossa e
tulajdonsagat. Nyilvan jobb lenne, ha nem csak az alterek, hanem az affin alterek kozott
is keresnénk megfelelo jeloltet. Ez nagyon egyszertien megvaldsithatd, ha indulaskor az

adatvektorokat centrélis helyzetbe hozzuk, azaz az a;, as,..., a,, vektorok helyett az
a; —a, a; — a,..., a, — a vektorokat vizsgaljuk, ahol
5 — Dii1 8y '
m

E 1épéssel visszavezettiik a kérdést az alterekre vonatkozé, mar megoldott kérdésre (ezt
az &llitast itt nem bizonyitjuk). Elvben e technika az el6zéekben leirt mogottes tartalom
utani nyomozasban is jobban hasznalhato lenne, ha a matrix sorvektorainak centralis
helyzetbe hozds nem jarna azzal a kovetkezménnyel, hogy az eredetileg ritka matrix
ezaltal stirivé valna, ezzel reménytelenné téve a feladat numerikus megoldasat.

Gyakori tarsadalomtudomanyi alkalmazés példaul egy kérdoives felmérés kiértékelése.
m kitoltott és n kérdésbol allé kérdoiv adatai egy m X n-es méatrixba keriilnek, oszlop-
vektorairél mér feltételezziik, hogy koordinataik osszege 0. Ekkor a kérddivvektorok —
melyek most a matrix sorvektorai és melyeket tekinthetiink egy valdszintiségi vektorval-
toz6 kimeneteleinek — 0 vérhaté értékiiek, és tapasztalati szérdsnégyzetiik > 0" | ||lay||*-tel
aranyos. A feltételezés az, hogy a ,,mogottes lényeges” tartalom legfontosabb Gsszetevojét
az a vektor jellemzi, melynek irdnyaban a legnagyobb a széras, hisz ezen irdny mentén
kiilonboztethetok meg legjobban a kérddivek, s vele a valaszolok. Ezt az irdanyt nevezziik
els6 fokomponensnek. Ha ez valamelyik tengelyirdanyba esik, akkor csak azt tudtuk meg,
hogy az ehhez tartozo6 koordinata, illetve az ehhez tartozo kérdés a legfontosabb, a kérde-
z0k linedris sorbarendezéséhez elég ezt a koordinatat (kérdést) figyelembe venni. Egyéb
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esetekben viszont egy olyan Osszefiiggésre jutottunk, mely csak a kérdések egyiittesébdl
olvashaté ki. Tudjuk, hogy ez az irany épp az els6 jobb szingularis vektor, és a szoras a
legnagyobb szingularis értékkel lesz aranyos, nevezetesen

01 = ||AV1||a

ahol
vy = argmax{ |Av|[|v] =1}

Ezutan e f6komponens irdnyéara meréleges (vele nem korreldld) irdanyok kozt megismétel-
jiik a fékomponens keresését, majd ezt ciklikusan ismételve a szingularis értékek csokkeno
sorozatahoz, és a hozzajuk tartozo jobb szinguléris vektorok sorozatahoz jutunk:

0; = “AVZH?

ahol

v; = argmax{ [[Av|||||v|| = 1,v L span(vy,va,...,v;_1) }.

E modszer szemléltetésére vizualisan megjelenitheté adathalmazt, nevezetesen arc-
képeket valasztunk. A fékomponens-analizis arcképekre valé alkalmazasaban keletkezd
jobb szingularis vektoroknak az arcfelismerés friss miiszaki tudomanyaban kiilon neviik
van: ,sajatarcok” (eigenfaces). Mi most kevés adattal, minimélis eszkozokkel dolgozunk.
14 darab 92 x 112 pixeles sziirkearnyalatos kép matrixabol egy 14 x 10304-es matrixot
képeziink a képek vektorként valo kezelésével. A képek vektorizdlasa egyszeriien az ada-
tok sorfolytonos egybeolvasédsét jelenti (10304 = 92 x 112). E métrix minden sorabdl
kivonjuk a sorvektorok a atlagat, és az igy kapott A matrix legnagyobb 7 szingularis ér-
tékhez tartozo szingularis vektorok altal kifeszitett altérre vetitjiik A sorvektorait, majd
visszatoljuk a-sal. A 4.5 képen lathaté az eredmény: az R!%% tér 14 centralizalt kép-
vektora altal kifeszitett 14-dimenziés alteréhez megkeressiik azt a 7-dimenzidsat, melytdl
val6 tavolsagnégyzeteinek 6sszege minimalis. fgy az erre az altérre esO vetiiletei a cent-
ralizalt képvektoroknak 6rzik a legjobban a képekben 1év6 eredeti informaciét (az egyéb
7-dimenziés alterek koziil). A fékomponensek a kép alsé soraban lathatok. Lényegesen
nagyobb adathalmaz esetén a fékomponensek tébbet mondanak az arcban rejtett infor-
macio lényegérdl. Kisérletképpen egy 15-dik kép — a 14 képbol szamolt a-sal valo eltoltjat
— ravetitettiik az altérre, majd a vetiiletet vissza, hogy lassuk, mennyire van e vetiilet
kozel az eredetihez.’

Az arcfelismerés mara igen széles korben alkalmazott miiszaki tudomannya valt, mely-
nek matematikai hatterébol csak egy apré részletet mutat a fenti leegyszertisitett példa.

3A felhasznalt képek az Olivetti Research Laboratoryban késziiltek 1992 és 94 kozott, és szaba-
don letoltheték a http://www.cl.cam.ac.uk/research/dtg/attarchive/facedatabase.html oldal-
rol. Felhasznalasuk kizardlagos célja egyszerti linedris algebrai ismeretek szemléltetése, nem az arcok
eltorzitéasa.
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4.5. abra. A két egymas mellett 1év6 tabla bal els6 14 képe 14 arckép. A mellette 1évo
14 kép az elébbiek pixelmatrixaibdl alkotott vektorokhoz legkozelebb fekvé 7-dimenzids
affin altérre es6 meréleges vetiileteikbol szarmazik. A 15-dik kép parja egy — az el6zoektol
kiilonb6z6 — 1j képnek a 14-dimenzids térre valé merdleges vetiiletének megjelenitése.
Az alsé sorban a 7-dimenzids affin altérhez tartozo alteret kifeszité 7 szingularis vektor
abraja. A szinek negativba jatszo megjelenésének oka az, hogy ezek centralizalt vektorok,
nem az affin altérbdl valok.
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