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REUTEVERG IS  Szingularis vektorok

D A pozitiv oy > 03 > -+ > o, > 0 szamok az r-rangi valés (komplex)

A matrix szingularis értékei, ha van olyan {v1,...,v,} ONB-a a
sortérnek (konjugaltjanak) és {uy,...,u,} ONB-a az oszloptérnek,
hogy

Avi=o0ou;, i=1,...,r.

A v; vektorokat jobb, az u; vektorokat bal szingularis vektoroknak
nevezzik.

M Jui|=1(=12,...,
Lehetne igy: k = min(m, n), és 0,41 = 0r42
(

P {V17V2}:{(§7_ )7 %7%)} {u17u2} {( % 73) (%71573 }

A Rt i [ R

~ o1 =10, 0o = 5.

., 1) ~ |Av;| = 0.
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Szingularis érték [ESAVo]

J Jeldléesek
01
0
Elzdiag(ol,...,a,): :
0
U; ={ug,...,u}
V1 = {vl,...,v,}
AV,‘ = ou; ~ AV1 = U121
A[vl Vo o ... v,}:[ul us
{v1,...,v,}-b6l {uy,...,u,}-bsl ONB:
Vo = [V
U = [Ur+1
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Szingularis érték [ESAVo]

R-ben V; oszlopvektorai L S (C-ben L S-re) ~ r < i < n esetén

Av; = 0.
AV:[Avl oo Avp | Avppgo L Av,,]
:[alul 0,u,| o ... 0]
[01 0 01]o0 0]
0 o 0|0 0
:[ul N T P L P um] o 0 ... 0|0 ... O
0 o0 0|0 0
|0 0 0|0 0]
= U3,

azaz ApxnViaxn = UmxmE mxn, blokkmatrix alakban

A Vi | Vz] = [U1 | U] [%P] :
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Szingularis érték [ESAVo]

D Szingularis érték szerinti felbontas, vagy szingularis felbontas:
A =UxVvH
Redukalt szingularis felbontas: A = U121V'1JI

Szingularis érték szerinti diadikus felbontas vagy a szingularis felbontas
diadikus alakja

T T T
A =ojuivy +oougv, + - o upv, .
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!2 3 2] =|(-23 13 2/3] {O 3 O] {2/3 1/3 2/3]
000

4 -2 0 | 23 23 13 /3 23 2/3
[ 3 6 0|23 —2/3 1/3
R T
—6 {él 2 -2 143 {gl 2 1 -2
3|13 3 3 3113 3 3
3 3
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M Otlet: A"A = (UZVH)HUzVH = veHutHusvH = veHzvH
Ez AMA spektralfelbontasa: V ortogonalis (unitér), "X diagonalis
(0; > 0) ~ AHA sajatértékei épp a szingularis értékek négyzetei, ui.
SHY = diag(0?,02,...,02,0,...,0).
SVD kiszamitasa:
meghatarozzuk ATA sajatértékeit ()\;) és sajatvektorait (x;),
a sajatértékek gyokei a szingularis értékek (o; = /),

),

bal szingularis vektorok: mivel Av; = oju;, ezért u; = Av;/o;,

a jobb szingularis vektorok a sajatvektorok (v; = x;/|x;

B w N =

*4 alternativa: a bal szingularis vektorok megegyeznek az AAT
sajatvektoraival,

5 a szingularis vektorokbdl félirhaté Vy és Uy, a redukalt szingularis
felbontas és a diadikus alak,

6 a V-hez ki kell egésziteni a {vy,...,v,} vektorokat ONB-sa
(hasonl6képp U-hoz)
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SEUTNEVTRIIEN  Szingularis érték szerinti felbontas létezése

T A szingularis értékek létezése és egyértelmiisége: Minden r-rangi
komplex A matrixnak létezik r szingularis értéke. Ezek megegyeznek
AHA (illetve az AAM) pozitiv sajatértékeinek négyzetgydkeivel. A
szingularis értékek monoton csokkend sorozata egyértelmii.

B AHA gnadjungalt: (AHA)H = AH(AH)H = AHA
~> minden sajatértéke valés, igy ortogonalisan diagonalizalhato,
AHA pozitiv szemidefinit, igy minden sajatértéke nemnegativ,
ui. xHAHAx = (Ax)H(Ax) = |Ax|?> > 0.
r(AHA) = r(A) = r, igy (\1 > A2 > --- > )\, rendezés utén), \; > 0,
hal<i<r,és X\ =0 har<i<n
oi=vVA\i>0hal<i<r
AHA sajatértékei egyértelmiiek, ezért A szingularis értékei is azok

AHA &s AAM 0-tdl kiilonb6z6 sajatértékei megegyeznek
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SEUTEVERGIIE  Szingularis felbontas geometriai interpretacidja

P SVD hatéasa egységkdron 2-rangii 2 x 2-es matrixszal: Vv, = e;,
Se; = oje;, Uose; = cUe; = ou;, azaz VT a {v;} bazist a standardba
viszi ortogonalis leképezéssel (forgatas vagy tiikrozés), ott 3
tengelyiranyban nyijtja/Gsszenyomja, végiil az ortogonalis U hat ra.

A=UXV': x— UXV'x:
T U o1uq

NCTasY

Vi
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Szingularis felbontas geometriai interpretaciéja
P 2 x 3-as, valés, 2-rangi matrix: VT ortogonalis, igy hatasa: VTv; = e;
(i=1,2,3).
3 a két els6 tengely iranyaban nyajt/Gsszenyom: Xe; = oje;
(i =1,2), a harmadik tengely iranyaval parhuzamosan vetit: 3e3 = 0.

A kép nem egy ellipszisvonal, hanem a teljes altala hatarolt tartomany.
Veégiil az ortogonalis U ezt elforgatja vagy tiikrozi egy egyenesre.
VT » o1uq
0232
V3 o2U2

0161

Vi

Szingularis értékek 2015, aprilis 3. 11 /28



SEUTEVERGIIE  Szingularis felbontas geometriai interpretacidja

T A egy r-rangl, m X n-es valés matrix. Az x — Ax leképezés R" az
e'e = 1 egyenletet kielégits, egységgdmb feliiletén lévs pontjait, R™
egy r-dimenziés altere

o egy ellipszoidjanak feliiletére képzi, ha r = n, és
o egy ellipszoidja altal hatarolt tartomanyara képzi, ha r < n.
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SR OTTENTERIII N  Polarfelbontas

M Analégia: az re'¥ exp. alak egy nyijtas és egy forgatas szorzata
D Polarfelbontas: egy négyzetes matrixnak egy pozitiv szemidefinit és
egy ortogonalis (unitér) matrix szorzatéra valé felbontasa: A = PQ.

T Barmely komplex (val6s) négyzetes A matrix eléall A = PQ alakban.
Ha A invertalhatd, akkor P pozitiv definit, és a felbontas egyértelmi.

B A felbontas A = UXVH = uxuHuvH = (UZUM)(UVH), ahonnan
P =UXU", Q = uvH.
P 6nadjungalt: (USU")H = uzHuH = usuf.
P pozitiv szemidef. (hasonlé X-hez), ha A invertalhaté, 3 pozitiv def.
Q unitér (ortogonalis), hisz két unitér (ortogonalis) matrix szorzata.
P egyértelm( (nem csak akkor, ha pozitiv definit), ugyanis

AAH = PQQ"PH = PPH = P2,

és pozitiv szemidefinit 6nadjungalt matrix négyzetgydke egyértelmii az
dnadjungalt pozitiv szemidefinit matrixok kdrében.
Ha P pozitiv definit, akkor invertalhaté, igy Q = P 1A s egyértelmii.

Szingularis értékek 2015, aprilis 3. 13 /28



T SVD: A =U;31V], illetve A = UXVT. Ekkor

AT =V;3Uf = VvETUT
B Uj teljes oszloprangti, £1V/ teljes sorrangi, igy
AT = (ZV])T (zlvlT(zlvlT)T)_1 (ulTul)_1 U = Vi3, 3207
=V:Z U],
Ebbs|

st 0] [u
VETUT = [V; V] [ } [ !

0O O Uﬂ:vlzlluf.
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Alkalmazasok Informaciétdmarités

T Kis rangi approximacié tétele — Eckart—Young-tétel A r-rangi, k-adik
szingularis értéke oy, jobb és bal szingularis vektorta vy, illetve uy.
Legyen

k
AL = E oiu,-v;r.
i=1

Ekkor Ay az A matrix legjobb legfoljebb k-rangi kdzelitése, azaz

min, A~ Bl = 1A~ Al

min, 1A =B, = 1A~ A, = e
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Alkalmazasok Informaciétdmarités
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Alkalmazaso Informaciétdmarités
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INEIEPELIYS Mogottes tartalom analizise

A latent semantic indexing (LSI) vagy latent semantic analysis (LSA)
O Az egy dokumentumban szerepls szavakat dsszekapcsolja a
dokumentum tartalma, e kapcsolatokat — a szavak mogott lévé
tartalmat — az SVD kiemeli, mint |ényeges informaciét.
A sorai a szavakat, oszlopai a dokumentumokat reprezentaljak.
tij az i-edik sz6 gyakorisaga a j-edik dokumentumban és T; a teljes
szbveggy(ijteményben

n 7[( lk
au—<1+ZT )Iog(l—i—t,J)

az els6 tényezs egy csak az i-edik szénak az egész gyiijteményhez valé
kapcsolatatdl fliggé globalis stly, a masodik csak a lokalis érték
fliggvénye.

A =UXVT és kzelitése Ay = Uy X, V]

Uy, illetve Vi oszlopainak vektorterében a szavak, illetve
dokumentumok kapcsolatat a hozzajuk tartozé vektorok helyzete
jellemzi
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m Sl GEen 65 (e

D Az x vektor euklideszi norméaja vagy mas néven abszolat értéke

n

Ixly = 1| 32 = Vi, ha x € R,
\'=

n

Ixll; = Z xi|? = VxHx, ha x € C".

i=1

M Manhattan (|x| + |y|), képméretezés (max{|x|, |y|}).

D A p > 1 valésra az x € C" vektor p-normaja |[x||, = (3°7_; i[P)®,

mig ennek hatarértéke a oco-norma, azaz |||, = limp—oo [|X[[ -

Szingularis értékek 2015, aprilis 3. 10 / 28



m Sl GEen 65 (e

M 1-norma = racsnorma = Manhattan-norma

maximum norma = oo-norma

1/p
— — p - .
Xl = Jim_[xll, = fim Z|x,| = max|x.

B a legnagyobb abszolat értékd koordinata xmax (|Xi|/|xmax| < 1)
n
1< Z |Xi/Xmax|p <n.
i=1

Mindegyik kifejezést 1/p-edik hatvanyra emelve, majd |xmax|-szal
beszorozva kapjuk, hogy

1/p
< |Xmax‘”1/pa

n

’Xmax| < ‘Xmax| Z

i=1

Xi

Xmax
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05

Euklideszi vektornorma és p-norma

he
Il
Nlw

p =00
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Norma Euklideszi vektornorma és p-norma

¢
Q.
g
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A Az el6z6 normak alaptulajdonsagai:
° |x| >0
o [x]| =0 < x=0 (~ ad(x,y) = |x —y| tavolsagfiiggvény szeparalja
a pontokat, azaz két kiilonb6z6 pont tavolsaga sosem 0)
o |cx| = |c]||x| (pozitiv homogenitas)
o |x+y| <|x|+ |y| (hdromszdgegyenl6tlenség)
D Az f: R" —» R, vagy 7: C" — R fiiggvény norma, ha
e f(x) > 0 minden x vektorra, és f(x) = 0 pontosan akkor all fenn, ha
x =0,
e f(cx) = |c|f(x) minden x vektorra,
o f(x+y) < Ff(x)+f(y).
M |Ix|| = || — x|| barmely ||.|| normara igaz, hisz
= x|l = =1/ {x]] = [Ix[].

M haromszdgegyenlStlenség masik alakja:

Iz = x[| > [[lz]| = [IxI| |
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m £ ez AlEnes G

M A haromszdgegyenl6tlenség p-normanal: Minkowski-egyenl6tlenség:

x4+ yll, < [xll, + liyll,- (1)
M A Holder-egyenl6tlenség a CBS-egyenlStlenség altalanositésa:
1 1
X"y [ <[]l llyll . ahol s Tg=t (2)

M Ha x — ||x|| egy norma, és A egy egy-egy értelmii lineéris leképezés,
akkor az x — ||Ax|| leképezés is norma és az

x'—>sup
#MWH

M max;i{|xi|} < V]2 + -+ [xal2 < |l + -+ |xo| azaz
X[l oo < Hxllz < lIxly -
M Masrészt
Ixlly < Vallxlly s (Xl < Vrlixlly és fixlly < nllx]ly
M Minden norma folytonos fiiggvény.
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D A .||, és |||, normak ekvivalensek, ha van olyan c és d pozitiv valés
szam, hogy -, < c|lI & |11, < d |,

M Az 1-, 2- és oo-normak ekvivalensek

T A K" téren értelmezett barmely két norma ekvivalens (K = R vagy C).

M Ez csak véges dimenziés terekben igaz, itt tehat a
konvergenciakérdésekhez barmelyik norma jé.
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Matrixnorma Vektornorma matrixokon

D Az A € C™" matrix Frobenius-normaja

m n m n

2 2

Al = [ DD laglt = | D IAulz = | D A5
i=1 j=1

i=1 j=1

T Frobenius-norma ekvivalens alakjai:

|A|lg = y/trace(AHA) = Z o?.

B [AMA]; = A2

nyom = sajatértékek &sszege
A Barmely x € C" vektorra és A € C™ " matrixra ||Ax|[, < [|All (X[, -
B Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlétlenségbdl:

n n
2 2 (112 2 1412
IAX[I3 = [Anx? < D 1AL IxI13 = AN Ix]3 -
i=1 i=1
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(\WELTOGIYIUEM A matrixnorma altalanos fogalma

D |.]| : K" — R matrixnorma, ha
o ||A|| >0, és ||A|| = 0 pontosan akkor all fenn, ha A = 0O,
o |[cAll = [c[[[A]l.
o |[A+B| <[A]+]|B],
o |AC| < [IA[[{IC][-
D ||.|| egy tetszéleges vektornorma. Ekkor az
1A} = max [|Ax]

egyenl6séggel definialt fiiggvényt a vektornorma altal indukalt
matrixnormanak nevezziik.

Jeldles: [|A]|, = Max|x| =1 |Ax|,

Ha linearis leképezésre értelmezziik, operatornormardl beszéliink.
A normak ekvivalenciajabél ~ barmely normaban az egységgdmb
korlatos és zart ~~ a x — Ax fliggvénynek van maximuma és
minimuma

M a definicié a ekvivalens alakjai

=L

Ax A
1Ax|] - AX]

1Al = x :
o X[ lxiz0 [Ix]
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Matrixnorma Az 1-, 2- és co-norma matrixokra

T Legyen A € C™*", ekkor

n

|All; = m?XZ |ajj| = legnagyobb abszolut oszlopésszeg,  (3)

i=1

m
Al = maxz |ajj| = legnagyobb abszolat sorésszeg, (4)
All, = H H yHAx| = o1, 5
141 o o, A )

Ha az A € C"™*" invertalhaté, akkor
1 1 1

A7l = max = = —, 6
A0 = 2 T, = i Al e

ahol o, az A legkisebb (pozitiv) szingularis értéke.
M Az 1-, a co- és a 2-normara szokasos masik elnevezés: oszlopnorma,
sornorma és spektralnorma.
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