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Parallelogramma elGjeles teriilete

A f(u,v) = —f(v,u) W %'
A f(u,v) = f(u+cv,v) = f(u,v+cu) & & SIMEuII
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A determinans mint sorvektorainak fiiggvénye

Definicié

D Determinéans az a négyzetes matrixokon értelmezett és det-tel jeldlt
skalar értéki fiiggvény, amely

D1. értéke c-szeresére valtozik, ha egy sorat c-vel szorozzuk,

D2. értéke —1-szeresére valtozik, ha két kiilonbozé sorat folcseréljiik,
D3. értéke nem valtozik a hozzaadas elemi sormiivelete kdzben,

D4. az egységmatrixhoz 1-et rendel.

m D2 elhagyhaté

m (sor)vektorok fliggvényeként is definialhaté:

1 00
det(l3) = 0 1 0| = det((1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)) = det(e1, &2, e3),
0 01
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A determinans mint sorvektorainak fiiggvénye

Zérus determinans

=

Ha egy matrixnak van egy zérussora, akkor determinénsa 0.

A Ha egy matrixnak van két azonos sora, akkor determinansa 0.
T Ekvivalens allitasok:

det(A) =0,

A sorvektorai lineérisan dsszefiiggok,

A szingularis,

a homogén linedris Ax = 0 egyenletrendszernek van nemtrivialis

megoldasa.

P E
P12 1 2/=0, =0.
35 6 0 -1 2 -1

-1 0 -1 2
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A determinans mint sorvektorainak fiiggvénye

Egyenletrendszerek és determinans

T Ekvivalens allitasok:

det A # 0,
az Ax = b egyenletrendszer tetszéleges b-re egyértelmiien megoldhatd,
az Ax = 0 egyenletrendszernek csak trivialis megoldasa van.

30 0

) 1 0 3 0
m Ovatosan: |7 =1, ésaz ) =2
0 n - : 2

1

0 0 5

m A véletlen valés matrixok determinansa 1 val6sziniséggel nem 0, ha a
matrix elemeit valamely folytonos valésziniiségeloszlas szerint
valasztjuk.
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A determinans mint sorvektorainak fiiggvénye

A determinans értékének kiszamitasa

T Az alsé vagy fels6 haromszogmatrix, s igy a diagonalis matrix
determinansa megegyezik a f6atldbeli elemek szorzataval.

m Elemi sormiiveletekkel hozzuk a determinanst olyan alakra, melynek
vagy van egy zérussora, vagy haromszog alakd

P Pascal-haromszdg:

11 1 1] 111 1) j1 11 1 |11 1 1
12 3 4 _f0o12 3 fo12 3_ 0123 .
13 610 (025 9 (001 3 (0013 =
1 4 10 20 [0 3 9 19/ [0 0 3 10/ [0 0 0 1
3ME(ull
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A determinans mint sorvektorainak fiiggvénye

Elemi matrixok determinansa

A a hozzaadas sormiiveletével kapott elemi matrix determinéansa 1,
A a sorcserével kapotté —1,

A egy sor c-vel valé szorzasaval kapotté c,

P peldaul:
1 0 0 0O
(1)(1)88 0 0001 1 00
00 10=L [00100=-1 lo10=3
04 0 1 0 0010 0 0 3
01 0 00
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A determinans mint sorvektorainak fiiggvénye

Permutalé matrix determinansa

D egy permutalé matrix két sora inverzidban all, ha az elébb allé sorbeli
1-es hatrébb van, mint a mésik sorbeli

0010
0 1 0 0f. , oy

P 00 0 1 inverziéinak szama példaul 4.
1 000

T A permutalé matrix aszerint +1 vagy —1, hogy inverziéban allé
sorparjainak szama paros vagy paratlan.
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A determinans mint sorvektorainak fiiggvénye

Matrixmdveletek és determinans

A A, matrixra és tetszSleges c skalarra det(cA) = ¢ det(A)
T det(AB) = det(A) det(B)
B det(EB) = det(E) det(B)

Legyen A = E1E;, ... E, az elemi matrixok szorzatara bontas.
~~ det(A)det(B) = det(E1) det(E>) ... det(Ey) det(B) = det(AB).
A det(A) = det(AT).

A Determinans kénnyen szamolhaté a PLU-bd!.
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A determinans mint sorvektorainak fiiggvénye

Determinans multilineéris fliggvény

aj di ai
a2 a2 a2

T Aditivitas az i-edik sorban: a:i + b, = ai‘;‘bi

dp ap dp
A homogenitas az i-edik sorban a definicié szerint (D1)!
~> a determindns minden sordban ,megtartja a linearis kombinaciét”.

m Ha determinanst, mint sorvektorainak n-valtozés fiiggvényét tekintjik,
akkor a det fiiggvény minden valtozéjaban additiv és homogén
(multilinearis).
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A determinans mint elemeinek fliggvénye
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Additivitas hasznalata

Mivel (a, b, c) = (a,0,0) + (0, b,0) + (0,0, c) ezért

a+0+0 0+b+0 0+0+c¢ a 00 0 b O 0 0 ¢
d e f =|d e fl+|d e f|+|d e f
g h i g h i g h i g h i
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A determinans mint elemeinek fiiggvénye

Determinans mint kigy6k Osszege

T Minden n-edrendii determinans félbomlik az 6sszes beléle
kivalaszthaté kigyé determinansanak osszegére. Jellje dj,j, . j, annak
a permutalé matrixnak a determinénsat, mely az ayj,, a2j,,. .., anj,
elemekbdl all6 kigyéhoz tartozik. Ekkor

det([aj]) = Z Djtja.jn@1j132); - - - njn
ahol az Osszegzés az {1,2,...,n} halmaz Gsszes lehetséges
{j1,J2,---,Jn} permutacidjan végigfut.

d K>
h
P Sarrus-szabaly n = 2, n = 3 esetén:

K A determinansfiiggvény létezik, és egyértelmi. 3MEull
3. el6adas: Determinansok 2016. marcius 1. 16 / 22




Kovetkezmények

A A determinans kiszdmolasahoz elég csak az Gsszeadas és szorzas
mivelete, az osztasra, melyet az elemi sormiiveletek soran

hasznalhatunk, nincs sziikség. (Gydiri test helyett).

>

Egész szamokbdl all6 determinans értéke egész szam.

>

Mivel a determinans kifejtésében csak az Osszeadas és a szorzas
miivelete szerepel, a determinans folytonos, s6t differencialhaté
fiiggvénye elemeinek.
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A determinans mint elemeinek fiiggvénye
Kifejtés

D Az n-edrendii |A| determinans i-edik soranak és j-edik oszlopanak
elhagyasaval kapott (n — 1)-edrend(i determinans (—1)/-szeresét az
|A| determinans aj; eleméhez tartozé elGjeles aldeterminansanak
nevezziik.

A Ha az n-edrendii |A| determinans a;; elemének soraban vagy
oszlopaban minden tovabbi elem 0, A;; az aj; elemhez tartozé elGjeles
aldeterminans, akkor

|A| = ajjAj.
T Az n-edrendii |A| determinans értéke i-edik sora szerint kifejtve
n
Al = auAu,
k=1
és j-edik oszlopa szerint kifejtve

n
|A| = E aijkj. 3Meiull
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A determinans mint elemeinek fiiggvénye

Vandermonde-determinans

D x1, x2,... xn szamokhoz tartozé Vandermonde-determinans
1 S | 1 xg x ... Xt
2 n—1
X1 X2 .o Xp 1 x x5 ... X
Vo(x1,x2, ..., xp) = = _ _
Pt ot x11 1 x, x2 ... xt

T Va(xi,x2,. .., %q) = Hi<j(Xj — Xj)-
A A kiilonbdz8 x, ..., x, és a tetszlleges yi, ..., ¥, szamokhoz egyetlen
olyan legfdljebb n — 1-edfoka 7 polinom létezik, melyre f(x;) = yi.
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A determinans mint elemeinek fiiggvénye

Cramer-szabaly

J A,'7b = [a*l cee Ay i1 b A itl - a*,,].
T Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg
egyértelmiien, ha det A # 0, és ekkor

detA; .
X,':ﬁ, (I:1,2,...,n)
B Aej =a.;, igy
Alix =Ale. ... ej_1 X € i1 ... €4
=[Aes ... Ae, i1 Ax Ae, 11 ... Aey,]
= [a*l cee Axi—1 b A it1 - a*,,]

=Aip
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A determinans mint elemeinek fiiggvénye

Inverz matrix elemei

1
T [A ]U detA
1_ T _

K A = gzlAi]" = geaadj A

K AadjA = det(A)l (szingularis matrixra is j6).

K Az inverz matrix minden eleme folytonos fiiggvénye a matrix minden
elemének minden olyan helyen, ahol a determinans nem 0, azaz
minden olyan helyen, ahol az inverz létezik.

K Egy n-ismeretlenes n egyenletbdl all6 egyenletrendszer
megoldasvektoranak minden koordinataja folytonos fiiggvénye az
egyenletrendszer egyiitthatéinak és a jobb oldalan allé vektor
koordinatainak, hisz a megoldas az inverzzel valé szorzassal
megkaphaté.

K Egészelem{i matrix inverze pontosan akkor egészelemdi, ha
determinansa 1 vagy —1 (det(A)det(A~!) = detl = 1).
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A determinans mint elemeinek fiiggvénye

Blokkmatrixok determinansa

s 8-

A O
O D

¢ ol AIDL

T Legyen M = { ] , ahol A és D négyzetes matrixok. Ekkor

A B
CD
Ha |A| # 0, akkor [M| = |A||D — CA~1B|.
Ha |D| # 0, akkor [M| = |A — BD~!C||D|.

B Triikk
M — A B] [A ) I AlB
~|C D| |C D-CA1B||O I

3Meiull
3. el6adas: Determinansok 2016. marcius 1. 22 /22



	Motiváció
	A determináns mint sorvektorainak függvénye
	A determináns mint elemeinek függvénye

