Fels6bb matematika vizsga — 2014-01-21

Név

Neptun

Az dsszesen szerezhetd 25 pontbdl legaldbb 10 pontot el kell érni. A bekeretezett részbe kell a vdlaszt

beirni.
vizsgdan semmilyen segédeszkiéz nem haszndlhatd.

1. Tekintsiik a 2-elemii Fy test fOlotti 5-dimenzios
tér alabbi 6t vektorat: vy = (1,1,1,0,0), vo =
(1,0,1,1,1), v3 = (0,1,0,1,0), v4 = (0,1,0,0,1),
vs = (1,1,1,0,1). Hany dimenzios az &ltaluk kifeszi-
tett altér? Allitsuk els a w = (1,1,1,1,1) vektort ezek
linearis kombinaci6jaként! (2 pont)

2. Irjuk fel annak a linearis leképezésnek a standard
bézisra vonatkoz6 matrixat, amely a valos 3-dimenzios
teret az (1,—3,3) vektor irdnydban az z +y +2z = 0

sikra vetiti! (2 pont)
3 0

3. Hatarozzuk meg az A = |0 1| matrix redukalt
4 0

szingularis felbontasat, és ezt hasznalva irjuk fel azt az
1-rangt matrixot, mely Frobenius-norméaban a legkoze-
lebb van A-hoz. (2 pont)

4. Irjuk fel az A = [4?] matrix els§ oszlopat az
(5,0) vektorba vivé Givens-forgatas G és Householder-
tiikrozés H matrixat! (2 pont)

5. Mely matrixok diagonalizalhatok a valos test folott?

(r6viden indokoljuk a valaszt!) (1.5 pont)
1 1 0 1 } (1) 8 -1 1 0
a) [0 1 1|, b) o)l 00 1
0 0 1 0 L 11 0 0 1
0 0 1 1

6. Egy 8 x 8-as A maétrix sajatértékei 1 és 2. Az A —1
hatvanyainak rangja rendre 6, 4, 3, 3, az A — 2I hat-
vanyainak rangja rendre 7, 6, 5, 5. Irjuk fel Jordan-féle
normélalakjat! (2 pont)

7. Mi a kapcsolat egy métrix primitvitasa és sajatérté-
kei kozott? (1 pont)

8. Szamitsuk ki az aldbbi vektor- és matrixnormakat!

a) ||(3,4,5)]|s, b) ||A ™" ||2, ha A szingularis értékei 3, 3,
2, 2. ¢) Bz, ha [BY|l = 3, [IB~1]> = 2 és B egyik
szingularis értéke 2. (1.5 pont)

Csak annyit irjunk be, amennyit a feladat kér! Részletszamitdsokat sehol nem kérink. A

a v és w vektorok méatrixanak rref-ja:

10 0 0 0 1
01 0010
0 01 0 1 1|,igyarangdésw =
000 1 01
00 00 00
Vi + V3t vy
11 o[t o1 1]t
0 -1 0 0 -1 -3 =
-1 0 0] [1 0 3]
[0 -1 -1
3 4 3
-3 -3 —2]
U6 U 03 o U 1 0
0.0 1 0.0] {0 1 {0 1}, a legko-
08 0 06| |0 O
zelebbit a legnagyobb szingularis érték
3 0
megtartasaval kapjuk: |0 0}
4 0

a) nem, mert mar Jordan-alakban van, és
az nem diagonélis, b) igen, mert szimmet-
rikus, és az még ortogonélisan is diagona-
lizalhato, ¢) igen, mert 3 kiilonbo6z6 sajat-
értéke van.

rn 1 0(0 0]0 0 O]
0 1 1{0 0{0 0 O
0 0 1{0 0|0 O O
0 0 0|1 1|0 0 O
0 0 0|0 1|0 0 Of°
0 0 0|0 0|2 1 O
0 0 0|0 0|0 2 1

(0O 0O 0[O0 O]0 0O 2]

Ha A nemnegativ irreducibilis matrix, ak-
kor pontosan akkor primitiv, ha spektral-
korén csak egyetlen sajatérték van.

a)6,b) 3, c)3.




9. Fogalmazzuk meg a matrixok unitér diagonalizalhatésdgara vonatkozo tételt, és irjuk le a tételben

szerepl6 két legfontosabb fogalom definici6jat is! (2 pont)

Egy komplex elemt négyzetes A matrixhoz pontosan akkor létezik olyan unitér U és diagonélis A
métrix, hogy UAU" = A, ha A normélis.

U unitér, ha UU" = 1.

A normalis, ha AA" = AHA.

10. Adjunk meg egy olyan n-dimenzioés vektort, mely minden olyan pozitiv A, «, méatrixnak sa-
jatvektora, melyben mindegyik sordsszeg ¢! Ezt folhasznalva mutassuk meg, hogy e méatrixnak ¢ a
spektralsugara. (2 pont)

Ha A minden sorosszege ¢, akkor az 1 > 0 vektor a c-hez tartoz6 jobb sajatvektor, igy c alegnagyobb
abszolut értékd sajatérték.

11. Igazoljuk, hogy barmely komplex matrix esetén S(A) L N'(A), ahol A az A métrix elemenkénti
konjugaltja. (8 pont)

12. Igazoljuk, hogy kiillonbo6z6 sajatértékekhez tartozéd sajatvektorok linearisan fliggetlenek egymés-
tol! (4 pont)




