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TARTALOMJEGYZEK

Jelolések

Képlet oldal megjegyzés

proj, a 34 a vektor b-re es6 vetiilete

a-b 31 a és b skalaris szorzata

axb 37 a és b vektori szorzata

(a,b), 23 aés b szoge

(a,b)4 36 a és b iranyitott szoge

= definialé egyenl6ség

i i imagindrius egység, és az i valtozo

e e az e szam, és az e valtozo

C, R QZ komplex, val6s, raciondlis, illetve egész szadmok

Zy 477 modulo m vett maradékosztalyok

F, =2, 478 amodulo p (p prim) vett maradékosztdlyok, a primelemi test
|a| 23 az a vektor abszolut értéke

|la]] 23 az a vektor normdja

ajj, i 162 az A matrix i-edik sordnak, j-edik oszlopanak eleme
aj, 162 az A matrix i-edik sorvektora

a,j, aj 162 az A matrix j-edik oszlopvektora

(v)g, [V]s 134 a v vektor B bazisra vonatkoz6 koordinatas alakja
(L] az L linedris leképezés B bazisra vonatkoz6 matrixa
A A az A linedris leképezés és annak A matrixa a standard bazisban

A jelolések kivélasztasandl azt az elvet kovettiik, hogy a fontosabb
jelolések esetén a nemzetkozi angol nyelvli matematikai szakiroda-
lomban elterjedt jelolések valamelyikét kovettiik. Ez a lebeg&pontos
szdmok irdsdra is vonatkozik, tehdt nem a magyar irodai szabvanyt
kovetjuk, igy nem tizedesvessz0t, hanem tizedespontot hasznalunk.
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I. rész

A linearis algebra forrasai






A linedris algebra két f6 forrdsanak egyike a geometria, masika az
algebra vidékérdl ered. Mindkét forras jol jellemezhetd egy-egy elemi
fogalommal: az egyik a vektor, a mdsik a lineéris egyenletrendszer.
E konyv els6 része e két fogalmat vizsgélja egészen elemi, kozépis-
kolai szintr6l indulva. A linearis algebra mélyebb fogalmai mar itt
folbukkannak, de csak nagyon egyszerti és a legkevésbé absztrakt for-
majukban. Az els6 rész végére latni fogjuk, hogy e két forrds mar ezen
a bevezet6 szinten szétvalaszthatatlanul egyetlen folyamma valik.

Hang gliding @ Pule (CC) on flickr by purplemattfish
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2

Linedris eqyenletrendszerek és megolddsuk

A linedris egyenletrendszerek geometriai megkozelitése utdn megis-
merjiik a megoldas technikdit, végiil a megolddsok halmazéanak szer-
kezetét!

Egyenes és sik eqyenletei

A sik és tér pontjainak és vektorainak koordindtdit haszndlva lehet6vé vdlik
geometriai alakzatok algebrai vizsgdlata, vagy algebrai problémdk jobb megér-
tése geometriai szemléltetéssel.

2.1. PELDA (Az x +y = 1 EGYENLET). Egy tetszbleges sikbeli koordind-
tarendszerben dbrdzoljunk néhdny pontot, melynek koordindtdi kielégitik az
x +y = 1 egyenletet. Fogalmazzunk meg sejtést az egyenlet dsszes megol-
ddsdnak megfelel6 pontok halmazdrol!

Alakzatok és egyenletek

MEGOLDAs. Az aldbbi dbran két kiilonb6z6 koordindtarendszert dbra-
zolunk, és azokban a fenti egyenletet kielégit6 pontok koziil néhanyat.
Ennek alapjan azt sejthetjiik, hogy az x + y = 1 egyenletet kielégitt
pontok egy egyenesen vannak. Ezt az egyenest is berajzoltuk. A sej-
tést hamarosan bizonyitjuk. O

2.2. PELDA (Az x% +y?> = 1 EGYENLET). Egy tetszbleges sikbeli koordi-
ndtarendszerben dbrdzoljunk néhdny pontot, melynek koordindtdi kielégitik
az x* +y* = 1 egyenletet. Fogalmazzunk meg sejtést az egyenlet dsszes
megolddsdnak megfeleld pontok halmazdrdl!

MEGOLDAS. Az aldbbi dbran néhdny koordinatarendszert abrazoltunk,
az x2 +y? = 1 egyenletet kielégits néhany ponttal. A ??? fejezetben

2.1. dbra: Az x +y = 1 egyenletet kielé-
git6 néhany pont két kiilonb6z6 koordi-
natarendszerben.
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visszatériink e feladatra, és meg fogjuk mutatni, hogy az egyenletet
kielégité pontok egy ellipszisen vannak. O

2R

2.3. DEFINICIO (ALAKZAT (IMPLICIT) EGYENLETRENDSZERE). EgQy geo-
metriai alakzat egy adott koordindtarendszerre vonatkozé (implicit) egyen-
letrendszerén olyan egyenletrendszert értiink, melynek egyszerre minden
egyenletét kielégitik a térnek az alakzathoz tartozé pontjai, de mds pontok
nem. Ha az egyenletrendszer egy egyenletbdl dll, az alakzat egyenletérdl
beszéliink. Az egyenletet vektoregyenletnek nevezziik, ha nem a pontok
koordindtdira, hanem a pontokba mutaté vektorokra irjuk fel. Egy alak-
zat m egyenletbdl dllo eqyenletrendszerének, illetve m vektoregyenletbdl dllé

egyenletrendszerének dltaldnos alakja

Fl(xl,xz,...,xn):O Fl(r)IO

Fy(x1,x2,...,%,) =0 F(r)=0
illetve

Fun(x1,%2,...,%,) =0 Fu(r) =0

ahol (x1,X2,...,%,) € R™ a tér egy pontja, és r az oda mutaté vektor.

Kozépiskolai tanulményainkban tobb példat lattunk alakzat egyen-
letére, példaul tudjuk, hogy a sikban a koordinatatengelyek szogét fe-
lez6 egyenes egyenlete y = x, azaz x —y = 0. Ortonormaélt bazist
vélasztva az origd kozepli egységsugard kor egyenlete x> + y> = 1.
Az el6z6 két egyenlet mindegyikébdl kifejezhetd a két koordindta egy
paraméter bevezetésével. Az y = x egyenlet ekvivalens az

x=t
y=t
egyenletrendszerrel, mig az x> + y? = 1 egyenlet ekvivalens az

X = cost

y = sint

2.2. dbra: Az x> +y? = 1 egyenletet ki-
elégité (x,y) pontok halmaza két koor-
dinatarendszerben.

A latin eredett implicit sz6 jelentése nem
kifejtett, rejtett, ami az Osszekot, Ossze-
fligg, Osszekever, koriilcsavar jelentésii
implico (implico) sz6 szdrmazéka. E sz6
a matematikdban az implicit alak, imp-
licit fiiggvény, stb. kifejezésekben arra
utal, hogy valamely fontosnak tekintett
mennyiség, valtozo, stb. nincs kifejezve a
képletbsl. Ugyanennek a szénak a szar-
mazéka a magéba foglal, maga utdn von
jelentésti implikdl sz6 is, mely a matema-
tikai logika ,ha..., akkor...” szerkezet(i
miiveletével, az implikdcidval is kapcso-
latban van.
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7%z

egyenlettel. Mindkett6 atirhat6 vektoralakba is. Haszndljuk a oszlop-
vektoros jelolést:

H _ H FER, illetve H = lcf’s t], te[0,27) CR.
y t y sint

E két példa vezet a kovetkez6 altaldanos fogalomhoz. A latin eredett explicit sz6 jelentése ki-
fejtett, vildgosan kimondott, ami a kibont,
2.4. DEFINICIO (ALAKZAT (EXPLICIT) EGYENLETRENDSZERE). Egy geo- szétterit, kiszabadit, atvitt értelemben

tisztdz, kifejt, megfejt jelentésti explico
(explicd) sz6 szdrmazéka. E sz6 a mate-
letrendszerén olyan egyenletrendszert értiink, melyben az egyenletek bal matikéban az explicit alak, explicit fiigg-
oldaldn a pontok koordindtdit megadé vdltozdk, jobb oldaldn adott paraméte- vény, stb. kifejezésekben arra utal, hogy
valamely fontosnak tekintett mennyiség,
véltozo, stb. ki van fejezve a tobbi segit-
ségével.

metriai alakzat egy adott koordindtarendszerre vonatkozo (explicit) egyen-

rek fiiggvényei szerepelnek. Altaldnos alakja

x1:f](t1,t2,...,tk)
Xp= fz(tl,tz,.. .,tk)

Xn= fu(t1,t2, ..., t)

aholty € I, tp € Ip,..., ty € Iy, és Iy, ..., I, CR. Az ilyen egyenletrend-
szer egyetlen vektoregyenletté foghaté dssze:

r= f(tl,tz,.. .,tk),

ahol f eqy R — R" fiiggvény. Az explicit egyenletrendszereket szokds
paraméteres egyenletrendszernek is nevezni.

A kovetkez6 paragrafusokban egyenes és sik kiilonboz6 egyenleteit,
egyenletrendszereit fogjuk attekinteni példakat adva a fenti két altala-
nos definiciéra.

Sikbeli egyenes egyenletei Tekintsiik a sik egy tetszbleges e egyenesét,
és jeloljuk ki a sikban az O origét. Legyen a nemzérus v egy tet-
szbleges, az egyenessel parhuzamos vektor. Az ilyen vektorokat az
egyenes irdnyvektordnak nevezziik. Mutasson ry az egyenes egy tetsz6-
leges, kijelolt pontjaba. Viladgos, hogy az e egyenes barmely pontjiba

mutaté r vektor el6éll ry + tv alakban, ahol ¢ valés szam. Masrészt
ha Q a sik egy tetszbleges, nem az e egyenesre es6 pontja, akkor az

OQ — rp vektor nem parhuzamos v-vel, tehdt nem is konstansszorosa,
azaz OQ — ry # tv semmilyen t-re sem, igy (ﬁ nem all el rg + tv
alakban. Tehdt az e tetszbleges pontjdba mutaté r vektor felirhato
r = 1o + tv alakban, és ez csak e pontjaira igaz.

2.5. ALLITAS (SIKBELI EGYENES EXPLICIT VEKTOREGYENLETE). A sik

minden egyenesének van
r=ry+1tv (2.1) 2.3. dbra: Egyenes explicit vektoregyen-
lete: r = 1y + tv.
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alakii vektoregyenlete, és minden ilyen alakii egyenlet eqy egyenes egyenlete,
ahol v az egyenes egy irdnyvektora, és ro az egyenes egy tetszlleges, de
rogzitett pontjdba mutatd vektor.

A sikbeli egyenesre merdleges vektorokat az egyenes normdlvekto-
rainak nevezziikk. Legyen n egy tetszbleges, a v-re mer&leges vektor,
azaz legyen n az e egy normélvektora. Azt, hogy r —ry az e tetszdle-
ges pontjdba mutato6 r vektorra parhuzamos v-vel, gy is kifejezhetjiik,
hogy r — ry merdleges n-re. A merSlegesség pedig kifejezhetd a skala-
ris szorzattal. Igy az egyenes egy implicit vektoregyenletéhez jutunk:
r pontosan akkor mutat az e egy pontjdba, han- (r—rg) = 0. Ez az
egyenlet dtrendezés utdn n - r = n - ry alakra, majd a C = n - r jelolés
bevezetésével n - r = C alakra hozhaté.

2.6. ALLITAS (SIKBELI EGYENES IMPLICIT VEKTOREGYENLETE). A sik
minden egyenesének van

n-(r—ry) =0, (2.2)

és vele ekvivalens
n-r=C (2:3)

alakii vektoregyenlete, és minden ilyen alakii eqyenlet ey egyenes egyenle-
te, ahol n az egyenes egy normdlvektora, ry az egyenes egy tetszdleges, de
rogzitett pontjdba mutatd vektor és C konstans.

A (2.2) alaku egyenlet konnyen atirhaté (2.3) alaktivd a C = n - rp
jeloléssel. Az atalakitas forditott iranyban is egyszer(i, hiszhan-r =
C, akkor taldlunk olyan ry vektort, melyre n-rg = C. Ez azért igaz,
mert ha tetsz6leges n-re nem mer6leges v vektorra n- v = D, akkor
n-(§v) =C, igy az ro = Sv megfelel.

Az r = (x,y), 1o = (x0,y0) és v = (a,b) jeloléseket hasznalva az
explicit vektoregyenlet azonnal egyenletrendszerré alakithato.

2.7. ALLITAS (SIKBELI EGYENES EXPLICIT EGYENLETRENDSZERE). A sik
minden egyenesének van

X = Xxg +at (2.4)
2.
y = Yo+ bt +

alaki egyenletrendszere, ahol (a,b) az egyenes egy irdnyvektora, és (xo, yo)

az egyenes egy tetszbleges rogzitett pontja.

A kovetkezékben megmutatjuk, hogy az explicit egyenletrendszer-
b&l a t paraméter kikiiszobolhetd, és igy egy implicit egyenletet ka-
punk.

2.8. ALLiTAS (SIKBELI EGYENES (IMPLICIT) EGYENLETE). A stk minden

2.4. dbra: Sikbeli egyenes implicit vektor-
egyenlete: n- (r —rp) = 0.

o]

2.5. dbra: Sikbeli egyenes (implicit) vek-
toregyenlete: n-r = C. Ha n egységuek-
tor, akkor az n - r = C geometriai jelen-
tése az, hogy az egyenes barmely pont-
jaba mutaté vektornak az n egyenesére
es$ merbleges vettilete C. Ez az édbra is
ezt az esetet szemlélteti.
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egyenesének van
Ax+By=C (2.5)

alakii egyenlete, és minden ilyen alakii eqyenlet eqy egyenes egyenlete, ahol
A és B koziil nem mindkettd nulla, és (—B, A) az egyenes eQy irdnyvektora.

A bizonyitas el6tt érdemes megjegyezni, hogy az egyenes fenti imp-
licit egyenlete az egyenes n - (r — rg) = 0 alaka vektoregyenletébdl
azonnal megkaphato, de ezt egyel6re csak ortonormilt koordinatarend-
szerben tudjuk koénnyen igazolni. Legyen (A,B) = (b, —a). Ez az
egyenes egy normalvektora, hisz mer6leges az (a, b) irdnyvektorra. To-
vabba r —rg = (x — X0,y — Yo), ezért a vektoregyenlet

(A,/B)-(x—x0,y—yo) =0

alaku lesz, ami a skaldris szorzast elvégezve az A(x — xg) + B(y —
yo) = 0 formuldt adja. Ha a koordinatarendszer nem ortonormalt,
az (A, B) vektor nem sziikségképpen normélvektor, és a skalaris szor-
zas képlete is mds, de azért a (2.5) egyenletr6l mondott allitas igaz. A
??. fejezetben tanultak alapjan az egyenes egyenletét a vektoregyen-
letb&l majd nem ortonormalt koordindtarendszer esetén is le tudjuk
vezetni, most viszont egy olyan bizonyitdst adunk, mely az explicit
egyenletrendszerre épiil.

BizonyiTAs. Ha a vagy b valamelyike 0, akkor a két egyenlet egyike
felesleges, példdul ha a = 0, akkor az egyenletrendszer alakja

X = Xq
Yy =yo+ bt

ami ekvivalens az x = x( egyenlettel, hisz az y = yo + bt semmi mast
nem mond, mint hogy y egy valdés szim. Mivel (a,b) # (0,0), ezért
csak az az eset marad, amikor a és b egyike sem 0. Ekkor mindkét
egyenletbdl kifejezhet6 t, és a két értéket egyenl6vé téve kapjuk, hogy
X=X _ Y-y
a b’

azaz

bx —ay = bxy — ayo, vagy b(x — xo) —a(y —yo) = 0.

Legyen a tovdbbiakban A = b és B = —a. Ekkor a fenti egyenlet
Ax + By = Axy+ Byo lesz. Az egyenlet jobb oldalan 1év6 konstanst
C-vel jelolve az egyenes egyenlete Ax + By = C alakot 6lt. Mds-
részt konnyen lathat6, hogy minden ilyen alakii egyenlet egy egyenes
egyenlete, mert ekvivalens egy egyenes paraméteres egyenletrendsze-
rével. Nevezetesen az Ax + By = C egyenlet visszairhaté Ax + By =
Axg + Byg alakba, hisz az Axy + Byg = C egyenletben A # 0 esetén
egy tetszOleges yo-t valasztva, egyértelmtien kifejezhetd xp. (A B # 0
eset anal6g.) Ennek alapjdn felirhat6 a (2.4) egyenletrendszer. O
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2.9. PELDA (STKBELI EGYENES EGYENLETEI). [rjuk fel annak az egyenesnek
dsszes egyenletét vagy egyenletrendszerét, mely dtmegy a (2,3) és az (1,1)
koordindtdjii pontokon.

MEecoLDAs. Ha egy egyenes atmegy e két ponton, akkor irdnyvektora
a két pontba mutat6 vektorok kiilonbsége, azaz v = (2,3) — (1,1) =
(1,2). Legyen rg = (1,1), de az ry = (2,3) valasztas is megfelels.

Az irdnyvektor segitségével kapjuk, hogy

iR

Explicit (paraméteres) egyenletrendszer alakban:

1
1

1

t
+ 2

x=14+ t
y=1+2t

Az iranyvektorbol (A, B) = (2, —1), innen az egyenes egyenlete 2x —
y=2-1-1-1,azaz
2x —y =1

Ortonormaélt koordindta-rendszerben a
(2,-1)-(x—1y—1)=0

egyenletet kapjuk vektoregyenletként, mely kiszamolva az el6z6 egyen-
letet adja. O

Sikbeli pont egyenletei  Tekintstik a sikbeli (x, 1) pontot. Ennek expli-
cit egyenletrendszere, illetve vektoregyenlete:

T illetve [x] = [xol .

Yy=Yo Y Yo
Ez annyira nyilvanvalé, semmitmondé, hogy a gyakorlatban nem is
szoktunk pont egyenleteir6l beszélni, e konyvbe is csak didaktikai
okokbdl keriilt, ugyanis a matematikai fogalmak megértésében gyak-
ran nagy segitségiinkre van a sz€1s6, extremalis esetek megértése, vizs-
gdlata.

Mivel itt az alakzat csak egyetlen pontbdl all, nincs sziikség para-
méterre, igy ez az alak egyuttal implicitnek is tekinthets. Ekkor tgy
tekintiink ugyanerre az egyenletrendszerre, mint két egyenes egyen-
letére, melyek normalvektorai (1,0) illetve (0,1), és amelyek metszés-
pontja a keresett pont:

x =X . . oL x+0y = xo
vagy minden egytitthatét kifrva

Y=Y Ox+ y=uyo
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Ez adja az otletet, egy pont implicit egyenletrendszerének tekinthet-
nénk két egyenletet, melyek egymadst az adott pontban metsz6 egy-egy
egyenes egyenletei. Tehdt mondhatjuk, hogy a pont implicit egyenlet-
rendszerének &ltaldnos alakja:

Aix+Biy=C;
Azx + Bzy = C2

Az azonban itt nem igaz, hogy minden ilyen alaki egyenletrendszer
egy pont egyenletrendszere, mert két egyenes metszheti egymast egyet-
len pontban, de lehet, hogy nincs k6z6s pontjuk, és lehet végtelen sok
kozos pontjuk is. Epp ennek a kérdésnek a részletes vizsgélata lesz
a 2. fejezet témaja.

A 3-dimenzids tér sikjainak eqyenletei Tudjuk, hogy két linearisan fiig-
getlen u és v vektor barmely linedris kombindcidja a két vektor altal
meghatédrozott sikban van, tovdbbad hogy e sik barmely vektora el6all
a megadott két vektor linedris kombinaci6jaként (1d. 1.8.. és 1.11. téte-
lek). Ebbd&l azonnal adédik, hogy a sik egy rogzitett pontjdba mutaté rg
vektor segitségével a sik barmelyik pontjdba mutaté r vektor felirhatd
r = ry + su + tv alakban.

2.10. ALLITAS (SIK EXPLICIT VEKTOREGYENLETE). Bdrmely sitknak van
r=rpt+su+tv (2.6)

alakii vektoregyenlete, és minden ilyen alakii eqyenlet egy sik egyenlete, ahol
u és v a sik két linedrisan fiiggetlen vektora, és ro a sik egy tetszdleges, de
rogzitett pontjdba mutatd vektor.

Hasonléan a sikbeli egyeneshez, a térbeli sik egyenletébdl is kikii-
sz0bolhet6 a paraméter a merdlegesség felhaszndalasaval. Az 1.17. fel-
adat allitdsa szerint, ha egy vektor mer&leges két tetszbleges vektor
mindegyikére, akkor merdleges azok linearis kombinaciéjara is. Mivel
az n = u X v merdleges u-ra és v-re is, ezért merSleges azok minden

sz

észrevétel az alapja az aldbbi tételnek.

2.11. ALLfTAs (SIK IMPLICIT VEKTOREGYENLETE). A hdromdimenzids
térben minden stknak van

n-(r—ry) =0, (2.7)

és a vele ekvivalens
n-r=C (2.8)

alakii vektoregyenlete, és minden ilyen alakii eqyenlet egy sik egyenlete, ahol
n a sik eqy normdlvektora, ro a sik egy tetszbleges, de rogzitett pontjdba
mutato vektor és C konstans.
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Az allitas igazoldsa analdg a sikbeli egyenesnél lefrtakkal.

Az r = (x,y,2), ro = (X0,Y0,20) és u = (ay,by,c1) v = (az,by,¢2)
jeloléseket hasznélva az explicit vektoregyenlet azonnal egyenletrend-
szerré alakithato.

2.12. ALLiTAs (SIK EXPLICIT EGYENLETRENDSZERE). A hdromdimenzids
tér minden sikjdnak van

X = xg + a8 + aot
Y = yo + bys + byt (2.9)

Z = zo9+ €18 + Cot

alaki egyenletrendszere, ahol (aq,by,c1) és (ap, by, c2) a sik két linedrisan
fiiggetlen vektora, és (xo, Yo, zo) a sik egy tetszbleges rigzitett pontja.

Az explicit egyenletrendszerbdl kikiiszobolhet6 a két paraméter, ha
példaul két egyenletbdl kifejezziik a paramétereket, és behelyettesitjiik
a harmadik egyenletbe. gy egy implicit egyenletet kapunk. A szadmi-
tasokat nem részletezziik, az eredmény

(bica —bacr)(x — x0) + (c1a2 — c2a1) (¥ — Yo) + (a1b2 — braz) (z — zp) = 0.

Az (A,B,C) = (byca — bacy, c1ap — caaq,a1by — apby) jeldléssel a sik
egyenlete A(x — xg) + B(y — yo) + C(z — zo) = 0 alakra hozhato, vagy
ami vele ekvivalens, Ax 4+ By 4+ Cz = D alakra.

2.13. ALLfTAs (SIK IMPLICIT EGYENLETE). A hdromdimenzids térben
minden siknak van
Ax+By+Cz=D (2.10)

alakii egyenlete, és minden ilyen alakii eqyenlet egy sik egqyenlete, ha A, B
és C legaldbb egyike nem nulla, és D = Axo + Byo + Czo, ahol (xo, Yo, z0)
a stk valamely pontja.

A sik fenti egyenlete a sik n- (r — rp) = 0 alaku vektoregyenletébdl is
megkaphat6, de ezt egyel6re csak ortonormdlt koordindtarendszerben
tudjuk kénnyen igazolni. Mivel

(A,B,C) = (bicz — bacy, cra2 — coay,a1by — azby), (2.11)

ami épp az u x v vektorral egyenld, ezért (A, B,C) merdleges a sik
minden vektordara, vagyis a sik egy normélvektora. Azn- (r —1ry) =0
egyenletet koordinatés alakba atirva kapjuk, hogy

(A,B,C) - (x —x0,¥ — Yo,z —29) = 0.

2.14. PELDA (SIK EGYENLETEI). [rjuk fel annak a siknak az egyenleteit,
mely dtmegy a (0,—1,2),a (—1,0,7) ésa (2,1,4) pontokon.
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MEGOLDAs. A hdrom pontba mutaté vektorok kiilonbségei a sikkal
péarhuzamos vektorok, igy azokkal felirhaté a sik mindegyik egyenlete.
Két vektor a lehetséges harombol:

u=(21,4)—(0,-1,2) = (2,2,2), és
v=(-1,07)—(0,-1,2) = (-1,1,5).

Ezek alapjan példdul az ryp = (0, —1,2) vélasztds mellett a sik explicit

vektoregyenlete
x 0 2 -1
y| = |-1| +s |2 +t| 1,
z 2 2 5
explicit egyenletrendszere
x= 25— t

y=-1+2s+ t
z= 242545t

Mivel a (2.11) képlet szerint (A, B,C) = (8, —12,4), ezért a sik implicit
egyenlete 8(x —0) — 12(y — (—1)) +4(z — 2) = 0, azaz 4-gyel val6
osztés és atrendezés utan

2x -3y +z=>5.
Igy ortonormalt koordinatarendszerben a
(2,-3,1) - (x,y,z) =5, vagy (2,-3,1) - (x,y+1,z—-2) =0

a sik implicit vektoregyenlet alakja. O

Térbeli eqyenes egyenletei Mindaz, amit a sikbeli egyenes explicit vek-
toregyenletér6l mondtunk a 65. oldalon, lényegében valtoztatas nélkiil
megismételhets. Jeloljiik ki a térben az origét, és tekintsiik azt az e
egyenest, melynek irdnyvektora v, és amely d4tmegy azon a ponton,
melybe az ry vektor mutat. Vildgos, hogy az e egyenes barmely pont-
jdba mutato r vektor el6all r 4 tv alakban, ahol ¢ valés szam, és az e-re
nem illeszked& pontokra ez nem &ll. Igy igaz a kovetkezd allitds:

2.15. ALLITAS (TERBELI EGYENES EXPLICIT VEKTOREGYENLETE). A hd-
romdimenzids tér minden egyenesének van

r=r1g9+1tv (2.12)

alakii vektoregyenlete, és minden ilyen alakii egyenlet egy egyenes egyen-
lete, ahol v az egyenes egy irdnyvektora, és ro egy tetszbleges, de rogzitett
pontjdba mutaté vektor.
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Itt nem tudjuk a paramétert egyetlen vektoregyenletben kikiiszobol-
ni, de az explicit egyenletrendszerré valé atirds megy, ha felvesziink
egy koordindtarendszert, melyben r = (x,y,z), 1o = (x0,Y0,20) és
v =(a,b,c):

2.16. ALLITAS (TERBELI EGYENES EXPLICIT EGYENLETRENDSZERE). A tér
minden egyenesének van

X = xg +at
Y = yo + bt (2.13)
z = 2zy+ ct

alaki egyenletrendszere, ahol (a,b,c) az eQyenes egy irdnyvektora, és
(x0,Y0,20) az egyenes egy tetszbleges rogzitett pontja.

A fenti explicit (paraméteres) egyenletrendszerb6l a paraméter ki-
kiiszobolhet6. Ha az a, b és ¢ szdmok valamelyike 0, akkor a neki
megfeleld fenti egyenletben mdr nem szerepel ¢, akkor nincs is mit
tenntink. Ha legalabb két egyenletben szerepel ¢, akkor mindegyikbd&l
kifejezve t-t, majd egyenl6vé téve Sket paraméter nélkiili egyenleteket
kapunk. Péld4ul ha a, b és c egyike sem 0, akkor

Y—X _Y—Yo _z—20

t: = =
a b c

A t-t elhagyva valdjdban harom egyenletet kaptunk:

X—X0  Y—Yo X—X0  Z—2Z20 Y—Yo Z2—20
—_— = _—= e =

a b a c b c

Annak az egyenletnek nincs értelme, amelyikben a nevez6 0, de a ne-
vezbkkel valé bovités utan kapott

b(x —x0) =aly—vyo), c(x—x0)=a(z—z), c(y—1yo)=>b(z—z)

egyenletek mindegyike korrekt akkor is, ha 0 valamelyik egyiittha-
t6. E hdrom egyenlet harom sik egyenlete, melyek metszésvonala az
adott egyenes. Kivétel az az eset, amikor az egyik egyenlet 0 = 0 ala-
ki, ilyenkor a mésik két egyenlet egy-egy sik egyenlete. Egy egyenes
azonban megadhat6 két stk metszésvonalaként, igy adédik a kovetke-
z0 tétel, melynek bizonyitdsat feladatként ttizziik ki:

A harom sikbdl azonban mar kett6 is meghatdrozza az egyenest,
igy két egyenletbdl allé egyenletrendszerrel is megadhat6 az egyenes.
Bizonyithat6 az aldbbi allitas:

2.17. ALLITAs (TERBELI EGYENES IMPLICIT EGYENLETRENDSZERE). A tér
minden egyenesének van két egyenletbol dllé egyenletrendszere. Ha az egye-
nes egy irdnyvektora (a,b,c), akkor a két egyenlet az aldbbi hdrom koziil
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barmelyik kettd, amelyik nem 0 = 0 alakii:
b(x = xo) = a(y — yo)
c(x —x) = a(z — zo) (2.14)
c(y —yo) = b(z — 20)

> A (2.14) egyenletrendszer a kovetkez6 alakba is atirhato:

bx —ay = bxg — ayo
cx —az = cxg — azg (2.15)

cy —bz= cyo — bz

Errél konnyen leolvashat6, hogy ha pl. a # 0, akkor a mdsodik egyen-
let b-szeresébdl kivonva az elsé egyenlet c-szeresét, a harmadik egyen-
let a-szorosat kapjuk. Hamarosan latni fogjuk, hogy eszerint a harma-
dik egyenlet elhagyhat6, anélkiil, hogy az egyenletrendszert kielégitt
pontok halmaza megvéltozna.

2.18. PELDA (TERBELI EGYENES EGYENLETRENDSZEREI). [rjuk fel annak
az egyenesnek az explicit és implicit egyenletrendszerét, mely dtmegy az
A(1,3,4) ésaza) B(3,3,1) b) B(5,5,—2) ponton.

MEeGoLDAs. a) A két pontot dsszekotd vektor = (2,0, —3). Innen az
egyenes explicit egyenletrendszere

x=1+2t
y=3
z=4-—3t

masodik egyenlete y = 3 egy xz-sikkal parhuzamos sik egyenlete. A
masik két egyenlet mindegyikébdl kifejezve t-t, majd egyenl6vé téve
Oket, egy masik sik egyenletét kapjuk. Az egyenes ennek a két siknak
a metszésvonala. Az els§ egyenletbsl t = J(x — 1), a harmadikbol
t = —3(z — 4) hogy 3x + 2z = 11. Igy az el6z5 egyeneshez a kovetke-
z6 implicit (paraméter nélkiili) egyenletrendszer tartozik, mely két sik
egyenletébdl 4ll:
3x +2z=11

y =3
b) A két pontot 6sszekots vektor itt = (4,2, —6). Innen az egyenes
explicit egyenletrendszere
x=1+4t
y=3+2t
z=4-—6t
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Mindegyik egyenletbdl kifejezve t-t, és ezeket egyenl6vé téve kapjuk,

hogy
x—1 y—-3 z-4

4 2 -6
Ez a kovetkezd harom sik egyenletét adja:

x-1 y-3 z-4 x-1 y-3 z-4

4 27 -6 47 2 -6
Atrendezve
x—2y =-5
3x +2z=11
3y+ z= 13

E harom sik koziil barmely ketté meghatdrozza az adott egyenest, igy
e hdrom egyenlet koziil barmely kett6 az egyenes (implicit) egyenlet-
rendszere. O

Térbeli pont eqyenletei  Csak a teljesség és az analogidk megértése célja-
bél vizsgaljuk meg a tér egy pontjdnak lehetséges egyenleteit. A térbeli
(x0,Y0,20) pont explicit egyenletrendszere, illetve vektoregyenlete:

X = X x X0
y=yo illetve |y| = |yo].
z =z z Z(

Az explicit egyenletrendszert implicit alaknak is tekinthetjiik, ekkor
hdrom — a koordinétasikokkal parhuzamos — sik egyenletét latjuk, me-
lyek egyetlen kozos pontban metszik egymadst.

X = Xy x+0y+0z=uxp
¥y =1yo vagy minden egyiitthatét kifrva Ox+ y+ 0z = yp
zZ = 29 Ox+0y+ z=2

A sikbeli esethez hasonléan egy pont implicit egyenletrendszerének te-
kinthetnénk harom egyenletet, melyek egymadst az adott pontban met-
sz6 egy-egy sik egyenletei. Tehdt mondhatjuk, hogy a pont implicit
egyenletrendszerének &ltaldnos alakja:

Aix+ By +Ciz= Dy
Apx 4+ By + Coz = Dy
Azx + B3y + C3z = D3

Itt is 6vatosnak kell lenniink, mert nem minden ilyen alakti egyen-
letrendszer egy pont egyenletrendszere. Példdul harom sik metszheti
egymdst egy egyenesben, de pdrhuzamos sikok esetén az is el6for-
dulhat, hogy nincs k6zos pontjuk. E kérdés vizsgélatdra visszatériink
a 2. fejezetben.
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Egyenletek R"-ben Az egyenes és a sik explicit vektoregyenlete R"-
ben is ugyanolyan alakt, mint R3-ben, azaz az egyenes explicit vek-
toregyenlete r = rg + tv, a siké r = ry + su + tv alaka.

2.19. PELDA (EGYENES fS SfK EXPLICIT VEKTOREGYENLETE). Irjuk fel
az A(1,1,1,1), B(2,3,2,4) pontokon dtmend egyenes, és az A, B és
C(3,2,1,0) pontokon dtmend sik explicit vektoregyenletét!

MecoLpis. Az AB = (1,2,1,3) és az AC = (2,1,0,—1) vektorok se-
gitségével azonnal folirhaté az egyenes és a sik egyenlete is:

X 1 1 X 1 1 2
Yy 1 20 . Y 1 2 1
= t , illet = t .
z 1 + 1 illetve . 1 +s 1 + 0
w 1 3 w 1 3 -1 O

A sikbeli egyenes és a térbeli sik vektoregyenlete n - r = c alaku.
E két esetben ez az egyenlet az n-dimenziés tér egy n — 1-dimenziés
alakzatanak egyenlete (n = 2,3). A kés6bbiekben latni fogjuk, hogy
ez dltaldban is igaz, de e pillanatban még a dimenzié fogalmat sem
definialtuk, ezért egyel6re csak nevet adunk ennek az alakzatnak. Az
R" térben az n - r = c egyenletet kielégitd r vektorok végpontjainak
halmazat hipersiknak nevezziik. Koordinatas alakban

a1x1 +axxy + ... +ayxy, =g,
aholn = (ay,az,...,a,), v = (x1,X2,...,%,).
2.20. PELDA (HIPERSIK EGYENLETE). Mutassuk meg, hogy az
x+2y+3z+ 6w =12

egyenletii hipersik bdrmely két pontjit Osszekotd vektor merdleges az
(1,2,3,6) vektorra, azaz vele vald skaldris szorzata 0.

MEeGoLDAs. Ha az (x1,y1,21,w1) és az (xp,Y2,22, wy) pontok a meg-
adott hipersikon vannak, akkor

X1 +2y1 +3Zl +6ZU1 =12
X2 + 2y + 32y + 6wy = 12

Ha a két egyenletet kivonjuk egymasbdl, akkor az
(x1 —x2) +2(y1 — y2) +3(z1 — 22) + 6(w1 —wp) =0
egyenlethez jutunk, amely skaldrszorzat alakban
(1,2,3,6) - (x1 — x2,y1 — Y2,21 — 22, w1 — wy) =0,

ami épp azt jelenti, hogy a két pontot 0sszekotd vektor merdleges az
(1,2,3,6) vektorra. O
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A kovetkez6 tablazat osszefoglalja geometriai alakzatoknak a tovab-
biak szempontjdbdl legfontosabb egyenleteit. Az R"-beli egyenletek
koziil tobbet még nem ismeriink, ezeket hdrom kérdgjel jelzi, viszont
arra biztatjuk az Olvasét, hogy az analégia fonalan haladva fogalmaz-

za meg sejtéseit.

Explicit Implicit
vektoregyenlet  egyenlet(rendszer)
Sikban egyenes r=rg+tv Ax+ By =C
pont r=r Aix+ By =C
Axx + By = Gy

Térben sik

r=r1g+su+tv

Ax+By+Cz=D

egyenes r=r1y+tv Aix+ By +Ciz=Dy
Apx + Boy + Coz = Dy
pont r=ry Aix+Biy+Ciz=D,
Apxx + Boy + Coz = Dy
Azx + B3y + C3z = D3
R"-ben hipersik ??? a1x1+axy+ ... +apx, =b
stk r=rg+su+itv 2?2?77
egyenes r =19+ tv 7??
pont r=r 77
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Feladatok

2.1. Ide egy-két feladatot!
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A linedris egyenletrendszer és két modellje

E szakasz témdja a linedris egyenletrendszerek fogalma és a linedris egyenlet-
rendszer megolddsdnak két geometriai interpretdcidja: hipersikok metszetének

meghatdrozdsa és egy vektor linedris kombindcioként valé elddllitdsa. A szd-
mitdsok kényelmes konyuvelésére bevezetjiik a mdtrix fogalmdt.

P

Linedris egyenlet és egyenletrendszer Az el6z rész végén lattuk, hogy
a sikbeli egyenes egyenletének &ltalanos alakja Ax + By = C, ahol A,
B és C konstansok. Ennek altalanositdsaként jutunk a linedris egyenlet
fogalmdhoz."

2.21. DEFINICIO (LINEARIS EGYENLET). Az
axy+axx,+---+ayx, =b (2.16)

alakra hozhaté egyenletet az xq, xo...x, ismeretlenekben linedris egyen-
letnek nevezziik, ahol aq, ay,. .. és a,, valamint b konstansok. Az aq, as,. ..
és a, konstansokat az egyenlet egytitthatéinak b-t az egyenlet konstans
tagjanak nevezziik.

» Példaul az alabbi egyenletek linedrisak:
1
x—2y=1, En—w6@+w5—nn3za acos0.87 — 0.15¢ = 0.23.

» A kovetkez6 egyenletek nem linearisak az x, i és z ismeretlenekben:

xz—y=0, x+2y=3, xsinz+ycosz+y=2%

viszont mindegyikiik linedris az x és y ismeretlenekben, hisz ekkor z
paraméter, melynek barmely értéke mellett linearisak az egyenletek.
> Az

x=y, x=3-y+2z

egyenletek az x, y és z ismeretlenekben linedrisak, mert azonos 4atala-
kitassal a definiciébeli alakra hozhatok:

x—y+0z=0, x+y—2z=23.

» Masrészt az

Z+l12-0
egyenlet nem linedris, mert a z-vel val6 beszorzds nem azonos atalaki-
tas, tehat a linedris x + y + 2z = 0 egyenlettel nem ekvivalens.

* Linedris: a vonalas jelentésti latin linearis
sz6b6l ered, mely a lenfonal, horgdszzsi-
nor, atvitt értelemben wvonal, hatdrvonal
jelentésti linea (linea) sz6 szarmazéka.
A matematikaban egyenessel kapcsolatba
hozhaté, illetve elséfokii értelemben szo-
kds haszndlni.
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Linedris egyenletek egy véges halmazat linedris eqyenletrendszernek
nevezziik. Az egyenletrendszer ismeretlenei mindazok az ismeretle-
nek, amelyek legaldbb egy egyenletben szerepelnek. Ha egy isme-
retlen egy egyenletben nem szerepel, akkor tgy tekintjiikk, hogy 0 az
egytitthatéja. A jobb attekinthet6ség kedvéért az egyenletrendszereket
ugy irjuk fel, hogy az ismeretlenek mindegyik egyenletben ugyanab-
ban a sorrendben szerepeljenek. Egy egyenletrendszer egy egyenletbdl
is allhat.

» Linedris egyenletrendszerek példaul a kovetkezdk:

3x— y=2 X1 =3
—x+2y==6 b)) =1 2x=3y+z—w=6. (2.17)
x+ y==6 x3 =4

» Elképzelhetd, hogy egy egyenletrendszer atalakitasa kozben olyan

egyenletet kapunk, melyben minden egytitthaté 0, azaz amely 0 = b

alaki. Az is lehet, hogy egy egyenletrendszerben egyes egyiitthatok

paraméterek. Ilyenkor tudnunk kell, mely valtozék az ismeretlenek,

melyek a paraméterek. Igy a kovetkezé egyenletrendszerek is lineari-

sak az x, y ismeretlenekben:

ax+ y=2a 3x—y=0 x4y=1

—x+2y=0 (2.18)

1
—_ - = 0:2
Y 0=0

Mindezek utan folirjuk az egyenletrendszer altaldnos alakjat:

2.22. DEFINfCIO (LINEARIS EGYENLETRENDSZER). Linedris egyenlet-
rendszeren ugyanazokban a vdltozokban linedris egyenletek egy véges hal-
mazdt értjiik. Altaldnos alakja m egyenlet és n ismeretlen esetén

anxi+ apxs+ ...+ ayuxp = by

a21X1 + apX + ...+ apXxy = by
(2.19)

A1 X1 + Ap2X2 + .o A A Xy = by

ahol x1, x3,... Xy, az ismeretlenek, ajj az i-edik egyenletben az X; ismeretlen
egyiitthatojdt jeloli, és b; az i-edik egyenlet konstans tagja. Ha mindegyik
egyenlet konstans tagja 0, a linedris egyenletrendszer homogén, ha csak egy
is kiilonbozik 0-t6] inhomogén.

» A (2.17) egyenletrendszerei mind inhomogének, mig a (2.18) kozép-
s6 egyenletrendszere homogén.
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2.23. DEFINiCIO (LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA). Azt
mondjuk, hogy a rendezett (uy,uy,...,u,) szdim-n-es megoldasa a (38)
egyenletrendszernek, ha megolddsa minden egyenletnek, azaz minden egyen-
letet kielégit az x1 = uy, Xp = Up,... Xy = uy helyettesitéssel. Ha e
szdm-n-est vektornak tekintjiik, megoldasvektorrol beszéliink. Az dsszes
megoldds halmazit az egyenletrendszer megoldashalmazdnak nevezziik.
Egy egyenletrendszert megoldhaténak vagy konzisztensnek neveziink,
ha van megolddsa, azaz ha megolddshalmaza nem iires. Ellenkez0 esetben az
egyenletrendszer nem megoldhat6 vagy inkonzisztens.

» A (2.17) egyenletrendszereinek egy-egy megoldasa: (x,y) = (2,4),
(x1,x2,x3) = (3,1,4), (x,y,z,w) = (2,0,2,0). A harmadik egyenlet-
rendszernek tébb megoldésa is van, példdul egy masik megoldas az
(x,y,z,w) = (3,0,0,0).
> A (2.18) els6 egyenletrendszerének megoldésa (x,y) = (1,a), a mé-
sodiké (x,y) = (0,0). A harmadik egyenletrendszernek nincs megol-
désa, hisz nincs olyan x és y érték, melyre foénndllna a Ox + Oy = 2
egyenlség.
» Altaldban, a

Ox14+0xp 4+ -+ -+ 0x, =

egyenletnek minden szdm-n-es megoldasa, mig a

Ox;+0xp+---4+0x,=b, (b#0)

egyenletnek egyetlen megoldésa sincs.

Ekvivalens linedris egyenletrendszerek  Tekintsiik az alabbi harom egyen-
letrendszert:

x+ y=3 x+y=3 x =2

(2.20)
x+2y=4 y=1 y=1

Mindhédromnak (x,y) = (2,1) az egyetlen megoldasa.

2.24. DEFINICIO (EKVIVALENS EGYENLETRENDSZEREK). Azonos ismeret-
lenekkel felirt két eqyenletrendszert ekvivalensnek neveziink, ha megoldd-
saik halmaza azonos.

2.25. TETEL (EKVIVALENS ATALAKITASOK). Az aldbbi transzformdciék
minden egyenletrendszert ekvivalens egyenletrendszerbe visznek dt:

1. két eqyenlet felcserélése;

2. egqy egyenlet nem nulla szdmmal vald szorzdsa;

3. egy egyenlet konstansszorosdnak egy mdsikhoz addsa.

Ezen kiviil

4. egy 0 = 0 alakii egyenlet elhagydsa

is ekvivalens dtalakitds, de ez egqyel csokkenti az egyenletek szdmidt.

Ha egy egyenletrendszer tobb egyenlet-
bdl éll, mint ahdny ismeretlene van, tiil-
hatdrozottnak nevezziik, mig ha kevesebb
egyenletbdl all, alulhatdrozottnak. E fo-
galmak idénként félrevezetd megfogal-
mazasokhoz és téves kovetkeztetésekre
vezetnek, ha az az elképzelés alakul ki,
hogy a tulhatarozottsdg azt jelenti: az
egyenletek (a feltételek) mar ,tdl sokan”
vannak ahhoz, hogy akar csak egy szam-
n-es is kielégitse. Kés6bb latni fogjuk,
hogy ezzel ellentétben nem a ,tal sok”
egyenlet, hanem az egymasnak ellent-
mondé egyenletek okozzdk az inkon-
zisztenciat. Hasonloképp az alulhatéro-
zottsdg nem jelenti azt, hogy sziikség-
képpen tobb megoldés is van. Alulha-
tarozott egyenletrendszer is lehet inkon-
zisztens. Egyediil annyi mondhato¢: alul-
hatarozott egyenletrendszernek nem le-
het csak egyetlen megoldasa.
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BizoNyiTAs. Az els6 kett6 és a negyedik atalakitas nyilvanval6an nem
valtoztatja meg a megolddsok halmazat (a negyedikkel kapcsolatban
lasd a 2.9. feladatot). Nézziik a harmadik atalakitdst. Tekintsiik az ere-
deti egyenletrendszer egy megolddsat, és azt az 1ij egyenletrendszert,
melyet az i-edik egyenlet c-szeresének a j-edikhez addsaval kapunk.
Vilagos, az 4talakitds el6tt is elvégezhetjiik a behelyettesitést, akkor
viszont egy kielégitett egyenl6ség konstansszorosat adjuk egy masik-
hoz, ami igy ugyancsak ki lesz elégitve. Tehat az eredeti egyenletrend-
szer minden megoldésa az djnak is megolddsa. Mdsrészt viszont az tj
egyenletrendszer minden megolddsa az eredetinek is megoldésa, hisz
az visszakaphato az 1jbdl az i-edik egyenlet —c-szeresének a j-edikhez
adasaval. Vagyis a két megoldashalmaz megegyezik. Tehét ez az at-
alakitds is ekvivalens. O

Muitrixok Az egyenletrendszer megolddsaban az ekvivalens atalaki-
tdsok sordn a mfiveleteket csak az egyenletrendszer egyiitthatéival és
konstans tagjaival végezziik, ezért az egyenletrendszer megolddsainak
lépéseit elég csak egy olyan tabldzaton elvégezni, mely az egyiittha-
tokat és a konstansokat tartalmazza. Az ilyen szamtabldzatokat mit-
rixoknak nevezziik, ezekkel késébb kiilon fejezetben foglalkozunk. A
matrixba irt szdmokat a mdtrix elemeinek nevezziik.

A mitrix méretének jellemzéséhez mindig el6bb a sorok, majd az
oszlopok szamat adjuk meg, tehat egy m X n-es matrixnak m sora és n
oszlopa van. Egy ilyen métrix 4ltaldnos alakja:

a1 a4 A1n

ay1 42 2
A =

Am1 Om2  --- Amn

A matrixokat® altalaban nagy bettivel jeloljiik, e konyvben — kovetve
a miiszaki nyelv szokdsait — félkovér nagy betfivel. A matematikaban
elterjedt az a szokds, hogy a matrixot jel6l6 nagy bettivel azonos kis
bettik jelolik a matrix elemeit, tehat A elemei a11, a1.... A fenti mat-
rixra szokds még a tomorebb

A = [a;i]mxn vagy egyszerlien az A = [a;]

jelolést haszndlni. Sokan haszndlnak szogletes helyett kerek zaréjelet
a matrixok jelolésére.

Mindig az els6 index jeldli a sor, a masodik az oszlop szamadt, tehat
ay3 a 2-dik sor 3-adik oszlop keresztez6désében 4ll6 elemet jeloli. Idén-
ként, a félreérthetSség elkertilésére a;; helyett a; -t irunk (pl. a,,,,1).

A matrix fodtlojdba azok az elemek tartoznak, amelyek ugyanannyi-
adik sorban vannak, mint ahdnyadik oszlopban, azaz a példaul a fenti
matrixban a f64tl6 elemei a1, az),. . ..

Mitrix: a latin mater (mater) (anya, szii-
l6anya, forrds) sz6 szadrmazéka a mat-
rix (matrix), melynek jelentése az eurd-
pai nyelvekben a kovetkez6 valtozaso-
kon ment at: anyadllat, vemhes dllat, anya-
méh, bezdrt hely, ahonnan valami kifejlédik,
bezdrt, koriilzdrt dolgok sokasdga, tombje.
Jelentése az élettanban méh, a geoldgi-
dban finomszemcsés k6, melybe fosszi-
liak, kristdlyok, dragakovek vannak zar-
va, az anatémidban a kormot, fogat ki-
alakit6 szovet.

* A programnyelvekben - ellentétben a
matematikdval — a kisbettivel/nagybe-
tiivel val6 jelolésnek nincs a maétrixot
az elemétdl valé megkiilonboztetd sze-
repe. A legtobb magasszintli nyelv-
ben az A-val jelolt matrix (informatikai
széhasznélattal tomb) i-edik sordnak j-
edik elemét Al[i,j] vagy A(i,j) jelo-
li. Az alacsonyabb szintti C-tipust nyel-
vekben nincs 2-dimenzi6és tomb, a mét-
rixot egy olyan 1-dimenziés tomb rep-
rezentdlja, melynek minden eleme 1-
dimenzios tomb, igy A[i] az i-edik sort,
A[i1[j] az i-edik sor j-edik elemét jelo-
li. A matrix alapt nyelvekben egy mat-
rix egy sorvektora vagy oszlopvektora
koénnyen kiemelhetS, pl. az A matrix 2.
sordt az A(2,:), 3. oszlopat a A(:,3)
koddal érhetjiik el. Sok programnyelv-
ben a tombdk elemeit nem 1-t51, hanem
0-t6l indexelik, ilyen példaul a C és a Py-
thon is.
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A vektorokat is szokds mudtrix jeloléssel, mdtrix alakban, azaz egy 1-
soros vagy 1-oszlopos madtrixszal leirni — ahogy azt az els6 fejezetben
mi is tettiik. Az n x 1-es matrixot oszlopvektornak vagy oszlopmitrixnak,
az 1 x n-es métrixot sorvektornak vagy sormdtrixnak is szokds nevezni.
Annak a kérdésnek az eldontése, hogy egy n-dimenziés vektort sor-
vagy oszlopvektorral reprezentaljunk, dontés (szokds, izlés) kérdése.
Manapsdg jobban el van terjedve a vektorok oszlopvektoros jelolése,
ezért e konyvben alapértelmezésként mi is ezt a jelolést fogjuk hasz-
nalni, de egyes témédknal a masik hasznalatat is bemutatjuk. Igy tehat
az (1,2) vektornak megfelel sorvektor és oszlopvektor alakja

[1 2} ,illetve H )

amelyek koziil, ha mast nem mondunk, az utébbit fogjuk a vektor
matrixos jeloléseként hasznalni.

Altaldban aj jeloli az A matrixbol kivalaszthato j-edik oszlopvek-
tort, ha csak oszlopvektorokkal dolgozunk. Ha sor- és oszlopvektorok
is egylitt szerepelnek, az i-edik sorvektort a;,, a j-edik oszlopvektort
a,; jeloli dsszhangban az elemek indexelésével. Ehhez hasonlo jelolést
haszndlnak a métrix alapti nyelvek is (Id. a széljegyzetet). Az A mat-
rix i-edik sordra az (A);, j-edik oszlopdra az (A),;, elemére az (A);;
jelolés is hasznalatos.

2.26. PELDA (MATRIXOK ES ELEMEIK). Ha

1 2 3
4 5 7

C=

2
‘|,ﬂkk01’C23:7, C) = Cyp = l;|, Coyx = |:4 5 7:|.

Egyenletrendszer mdtrixa és bbvitett mdtrixa Az egyenletrendszer egyiitt-

2”2,

hatémdtrixa az egyenletek egytitthatdit, mig bévitett matrixa, vagy egy-
szerlien csak mdtrixa az egyenletek egytitthat6it és konstans tagjait tar-

Py

talmazza. Az attekinthet6ség érdekében a bovitett matrixban egy fiig-
gbleges vonallal valaszthatjuk el az egyiitthatokat a konstans tagoktol.

Py

A 2.22. definiciébeli dltalanos alak egytitthat6- és bovitett matrixa:

an ain ... Iy an ain ... 1y bl
an az R Lo ar az ... Aoy bz
Am1 Om2  --- OGmn Al A2 - Amn | bm

A gyakorlatban nagy méret(i egyenletrendszereket, s igy nagy mé-
reti matrixokat is kezelni kell. Ha elemeik nagy része 0, ritka mdtrixok-

nak nevezzik. A nem ritka maétrixokat silriinek nevezziik. Elébb a kis
méret(i stirli matrixokra hatékony médszerekkel ismerkediink meg.

VEKTOROK MAGYAR IRODAI és dltaldnos
iskoldban hasznalt jelolése — a tizedes
vessz$ haszndlata miatt — pontosvesszdt
tesz a vektor koordindtdi kozé elvdlaszto-
jelként. Magyar nyelvii felsébb matema-
tika szovegekben ez nem szokds, mi is
elkertiljiik, és tizedespontot, vektor ko-
ordinatai kozt vessz6t hasznalunk. Ve-
gyiik észre, hogy vektorok sorvektorral
(sormétrixszal) val6 megaddsndl irasjelet
nem hasznalunk, csak sz6kozzel véalaszt-
juk el a koordinatékat!
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2.27. PELDA (MATRIX HASZNALATA A MEGOLDASHOZ). Oldjuk meg a
kovetkez8 egyenletrendszert!

2x+3y+2z2=7
x+ y+ z=3
2x+2y+3z=6

MEGOLDAs. Két lehetséges megoldast mutatunk. A (2.20) egyenlet-
rendszereinél latott haromszog, illetve atlos alak elérése a cél. Elszor
irjuk fel az egyenletrendszer bévitett matrixat!

2x+3y+2z2=7
x+ y+ z=3
2x+2y+3z=6

N~ DN
N — W
W =N
N W 3

Kicseréljiikk az els6 két egyenle-
tet:

Kicseréljiik az els6 két sort:

x+ y+ z=3
2x+3y+2z=7

111
2 3 2
2x+2y+3z=6 223

AN NN W

Az els6 egyenlet 2-szeresét ki-
vonjuk a masodik, majd a har-
madik egyenletb6l (azaz —2-
szeresét hozzdadjuk a masodik
majd a harmadik egyenlethez).

Az els6 sor kétszeresét kivon-
juk a mésodik és harmadik sor-
bél (azaz az els6 sor —2-szeresét
hozzdadjuk a madsodik majd a
harmadik sorhoz).

x+y+z=3 11 1|3
2 =0 0 0 1|0

Az egyenletrendszerrdl azonnal leolvashaté y és z értéke. Ezeket az el-
s6 egyenletbe helyettesitve megkapjuk x értékét is, nevezetesen x 4y +
z =3, azaz y = 1 és z = 0 behelyettesitése utan: x + 1+ 0 = 3, vagyis
x = 2. Masik megoldasi médszerhez jutunk, ha a visszahelyettesités
helyett folytathatjuk az ekvivalens 4talakitdsok sorozatat:

Kivonjuk a médsodik, majd a har-  Kivonjuk a mésodik, majd a har-

madik egyenletet az elsbdl: madik sort az els6bdl:

x =2 1 0 02
y =1 01 0/1
0 0 110

z=20

Igy olyan alakra hoztuk az egyenletrendszert, illetve a b&vitett matri-
xot, amib&l azonnal leolvashaté a megoldas: (x,y,z) = (2,1,0). O
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Sormodell: hipersikok metszete A linedris egyenletrendszerek szemlél-
tetésére két geometriai modellt mutatunk, melyek segiteni fognak az
altalanosabb fogalmak megértésében, szemléltetésében.

Tudjuk, hogy a kétvaltozods linedris ax + by = c egyenletet kielégitd
pontok halmaza egyenest alkot, ha a és b legaldbb egyike nem 0. (Ha
a =b = c =0, akkor az egyenlet alakja 0x + 0y = 0, azaz 0 = 0, ami
minden (x,y) szdmpdrra fenndll, tehdt a megolddsok halmaza a sik
Osszes pontjanak halmazaval azonos. Haa = b = 0, de ¢ # 0, akkor az
egyenletnek nincs megolddsa, a megoldashalmaz tires.)

2.28. PELDA (SORMODELL KET KETISMERETLENES EGYENLETTEL). Abrd-
zoljuk az aldbbi egyenletrendszereket és megolddsukat a sormodellben!

x+ y=3
x+2y=4

x+2y=3
2x +4y =7

x+2y=3
2x +4y =6

MEGOLDAS. Az els6 egyenletrendszer szerinti dbra egy metsz6 egye-
nespdrt tartalmaz. Metszéspontjuk a megoldas. Ezt a 2.6 abra fels6
rajza mutatja. Oldjuk meg az egyenletrendszert! A megoldas kdzben
két Gjabb egyenletrendszert kapunk:

x+ y=3 x+y=3 x =2
=
x+2y=4 y=1 y=1

A 2.6 dbréan az igy kapott egyenletrendszerek sormodell szerinti abrait
is megrajzoltuk.

A mésodik egyenletrendszerben két parhuzamos egyenes egyenlete
szerepel. Ezeknek nincs kozos pontjuk, igy az egyenletrendszer nem
oldhaté meg. Ha az els6 egyenlet kétszeresét kivonjuk a mdsodikbdl,
az ellentmondé 0 = 1 egyenletet kapjuk, vagyis igy is arra jutottunk,
hogy az egyenletrendszer nem oldhaté meg. Valéban, a Ox +0y = 1
egyenletet kielégité pontok tires halmazt adnak.

A harmadik egyenletrendszer egyenleteihez két egybeest egyenes
tartozik. Az egyenletrendszer megolddshalmaza tehat ennek az egye-
nesnek a pontjaibdl 4ll.

Ha az els6 egyenlet kétszeresét kivonjuk a masodikbdl, ittegy a 0 =
0 egyenletet kapjuk, amely igy elhagyhat6. A megmaradé x +2y = 3
egyenlet Osszes megoldédsa paraméteres alakba irva példaul (x,y) =
(3 —2t1). O

» Hasonléan szemléltethetd a 3-dimenzids térben a haromismeretle-
nes egyenletrendszerek megolddsa. Folsoroljuk a hdrom haromisme-
retlenes egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszerre vonatkozo lehet&ségeket:
* Ha a harom egyenlettel meghatarozott harom sik &ltaldnos helyze-

tti, akkor az egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van (Id. 2.8.

Egyenletrendszer megolddsanak szem-
l¢ltetése a sormodellben j6l nyomon k-
vethet6 a SagePlayer sormodell cimfi de-
monstraciéjan. Ott sajat b&vitett matri-
xokkal is lehet kisérletezni.

2.6. dbra: Egyenletrendszer megoldésa-
nak szemléltetése

7

2.7. dbra: A megoldds szemléltetése, ha
a két egyenlet egyikének bal oldala nul-
lava tehetd


http://sageplayer.math.bme.hu/home/pub/sormodell/
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(a) dbra). Példaul a 2.27. példdban szerepl6 egyenletrendszernek
egyetlen megoldésa van: (x,y,z) = (2,1,0).
Lehet, hogy a harom sik metszete egy egyenes. Ilyen példaul a

2x+ y+2z=5
x+ y+ z=3 (2.21)
3x+2y+3z2=38

egyenletrendszer. Ekkor a hdrom normalvektor egy sikba (de nem
egy egyenesbe) esik. Itt példdul a normaélvektorok kozt fenndll a

(2,1,2) +(1,1,1) — (3,2,3) =0

Osszeftiggés. Ugyanez a linearis kapcsolat all fonn az egyenletek
kozt is, vagyis a harmadik egyenlet az els6 kettd Osszege, ami azt
jelenti, hogy a harmadik egyenlet el is hagyhato.

Valtoztassuk meg a fenti egyenletrendszer harmadik egyenletének
konstans tagjat:

2x+ y+2z=5
x+ y+ z=3 (2.22)
3x+2y+3z=9

Ennek sormodell szerinti dbrdja harom olyan sikot tartalmaz, me-
lyek parhuzamosak egy egyenessel, de nincs k6zos pontjuk, mint
az a 2.9. (b) dbran lathat6. Ha kivonjuk az els6 és masodik egyen-
letet a harmadikbdl, akkor az ellentmondé 0 = 1 egyenletre jutunk,
mig az imént a 2.21 egyenletrendszer esetén az elhagyhat6 0 = 0
egyenletet kaptuk. Ennek oka, hogy bar a normadlvektorok kozt
ugyanaz a linedris kapcsolat van mint az imént (egy sikba esnek),
az egyenletek linedrisan fiiggetlenek! Altaldban is igaz, nincs meg-
oldésa az olyan egyenletrendszereknek, ahol bizonyos normalvek-
torok linedrisan Osszeftiggbk, de a hozzdjuk tartoz6 egyenletek mar
nem. Gondoljuk meg, ilyen eseteket mutat a 2.9. (2) dbra is.

Végiil tekintsiik az

x+ y+ z=3
2x+2y+2z2=6 (2.23)
3x+3y+3z2=9

egyenletrendszert! Lathatd, hogy a masodik és a harmadik egyenlet
az els6 konstansszorosa, azaz ugyanannak a siknak az egyenletei, az
egyenletrendszer tehdt ekvivalens az egyetlen x + v 4z = 3 egyen-
letb6l 4116 egyenletrendszerrel. Az y-nak és z-nek tetszéleges értéket
vélasztunk, példdul legyen y = s, z = t, akkor x = 3 —y — z, azaz
x =3 —s—t. gy az osszes megoldas: (x,y,z) = (3 —s —t,s,t). Ezt

(a) Harom altalanos helyzetti sik:
egyetlen megoldas

b

(b) Egy egyenesen dtmend, de nem csu-
pa azonos sik: végtelen sok megoldas, a
megoldésok egy egyenest alkotnak

y

(c) Azonos sikok: végtelen sok megol-
das, a megoldésok egy sikot alkotnak

2.8. dbra: Konzisztens (megoldhat6)
egyenletrendszerek dbrdzoldsa (a megol-
dashalmazt kék szin jelzi)

<

(a) A sikok koziil legalabb kett6 parhu-
zamos, de nem azonos

va
//

-

(b) Egy egyenessel parhuzamos, de ko-
z0s egyenest nem tartalmazé harom sik
2.9. dbra: Nem megoldhaté egyenlet-
rendszerek
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oszlopvektorokkal folirva kapjuk, hogy a megoldas

X 3 -1 -1
y| = 10| +s 1| +¢t| 0f.
z 0 0 1

Ez a 2.8. (c) dbra szerint eset.
» A 2-és 3-dimenzis esetek analdgidjéra kialakithatunk egy elképze-
lést az n-dimenzids esetre is. Itt minden egyenlet megoldashalmaza a
tér egy hipersikja, kivéve a 0 = 0 egyenletet, mert annak megolddshal-
maza az egész tér, és a 0 = 1 egyenletet, mert annak megoldashalmaza
az tireshalmaz.

2.29. ALLITAS (SORMODELL). Ha egy n-ismeretlenes egyenlet bal olda-
ldn nem minden egyiitthato 0, akkor az egyenletet kielégitd pontok (azaz az
egyenlet megolddsai) eqy hipersikot alkotnak R"-ben. Ha eqy n-ismeretlenes
egyenletrendszer m ilyen egyenletbdl dll, akkor az egyenletrendszer megol-
ddsa a nekik megfelel6 m hipersik kozos része R"-ben.

Az m egyenlet a skalaris szorzas segitségével tomorebb alakban is
folirhatd. Az m x n-es A egyiitthatématrixt linearis egyenletrendszer
i-edik egyenletének alakja

apX1 +apxy + - -+ apxXn = bj.

Ha a;, jeloli az A matrix i-edik sorvektorét, és x az ismeretlenek vek-
torat, akkor az el6z6 egyenlet a kovetkezd alakot 6lti:

aj, X =Db;. (2.24)

Ez kiilonosen akkor lesz érdekes, ha homogén lineéris egyenletrend-
szereket fogunk vizsgalni, mert ott mindegyik egyenlet a;, - x = 0 ala-
kot 6lt, ami azt jelenti, hogy olyan x vektort keresiink, mely meréleges
az a;, vektorok mindegyikére.

Oszlopmodell: vektor elddllitdsa linedris kombindcicként E modellben az
egyenletrendszerre gy tekintiink, mint egy olyan vektoregyenletre,
amelyben egy vektort kell el¢allitani adott vektorok linearis kombina-
cidjaként. Példdul a 2.28. példabeli

x+ y=3
x+2y=4

egyenletrendszer ekvivalens az

Az oszlopmodell 1épései j61 nyomon ko-
vetketSk a SagePlayer oszlopmodell ci-
ml demonstracidjan. Ott sajat bovitett
matrixokkal is lehet kisérletezni.


http://sageplayer.math.bme.hu/home/pub/oszlopmodell/
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vektoregyenlettel. Itt az a feladat, hogy megkeressiik az (1,1) és (1,2)
vektoroknak azt a linedris kombindcidjat, amely egyenl6 a (3,4) vek-
torral.

2.30. PELDA (OszLOPMODELL). Abrdzoljuk a 2.28. példdban megadott

x+ y=3
x+2y=4

x+2y=3
2x +4y =7

x+2y=3
2x +4y =6

egyenletrendszereket az oszlopmodellben!

MEGOLDAs. Az elsé egyenletrendszer esetén két linedrisan fliggetlen
vektor linedris kombindcidjaként kell el6éllitani egy harmadik vektort.
Ezt szemlélteti a 2.10 dbra. Erdekességként itt is megmutatjuk, hogy az
egyenletrendszer megolddsanak lépései hogy mutatnak e modellben.
Az ekvivalens 4talakitasok lépései:

x+ y=3 x+y=3 N x =2
x+2y=4 y=1 y=1
Vektoros alakban:
X+ y= 3 = 1 X+ 1]/:[3]# x—i—oy:r].
1 2 4 0 1 1 0 1 1

A masodik és harmadik egyenletrendszer vektoros alakja

yzm.

A 2.11 4brardl szemléletesen is lathato, hogy az egyik vektoregyenlet-

x+2 _ |3
Nk

1
2

2

x
Jr4

, illetve

N

2

nek nincs megolddsa, mig a masiknak végtelen sok is van. O

Altaldnosan kimondhat6 a kévetkez:

2.31. ALLITAS (OSZLOPMODELL). A 2.22. definicioban megadott (38)

egyenletrendszer a kovetkezl vektoregyenlettel ekvivalens:

a1 arp a1y by

a1 ax a2 by
X1+ . Xp + ...+ . Xp =

Am1 A2 Amn b

Az egyenletrendszer megolddsa ekvivalens egy vektoregyenlet megolddsdval,
ahol az egyenletrendszer konstans tagjaibol dllé vektort kell az egyiitthatd-

7”2

mdtrix oszlopvektorainak linedris kombindcidjaként elbdllitani.

E modell szerint egy egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg,
ha az egyiitthatomatrix oszlopvektorainak osszes linedris kombina-
ciéjabol allé halmazban a konstans tagokbdl 4ll6 vektor is szerepel
(Id. 2.11. feladat).

2.10. dbra: A megoldds lépései a oszlop-
modellben.

2.11. dbra:  Oszlopmodell linedrisan
Osszefliggd vektorok esetén.
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Feladatok

2.2 Melyek linedris egyenletek az x, y és z valtozékban
az aldbbiak koziil?

a)3x — (In2)y +e32 =04  b)a’x— b’y =0
cxy—yz—zx=0 d) (sinl)x+y—mz=0
r YR 1,11
e)a+b+c71 ﬂx—i—y+zi1

Igazoljuk, hogy az aldbbi egyenletrendszerek ekvivalensek!

x+3y=>5 x+y=3
. y_l} ' _2}

2x+3y =2 x+y=2

Ox+0y—3} x+y—7}

Oldjuk meg (fejben szdmolva) az aldbbi linedris egyenletrendsze-
reket az a =1, b = 2, c = 3 paramétervdlasztds esetén!

(2a—b)x+ Ba—c)y=0
> (Bb—2c)x+ (b—2a)y = 0}
6. b—a)x+ Ba—c)y = 1}
(Bb—2c)x+ (b—2a)y =
b—a)x+ Ba—cy=1
7 (Bb—2c)x+ (b—2a)y = 1}
b—a)x+Ba—c)y=1

(Bb—20)x+ (c—b)y= 2}
2.9. EGYENLETRENDSZEREK KOZOSs MEGOLDASA Tekintsiik az
azonos ismeretleneket tartalmazé &£; és &, egyenletrend-
szereket. Legyen ezek megolddshalmaza M, illetve M.
Mutassuk meg, hogy ha £ az & és & egyenletrendszerek
egyesitése, azaz £ = £ U &y, és M az £ megoldashalmaza,
akkor M az M és M, kozos része, azaz M = M1 N M,.
Vizsgéljuk meg ezt az allitast az alabbi esetekben:
a) & ={x+y=2},&={x—y=0};
b) &r={x+y=2,x-y=0},E={x-y=0}
o & ={x+y=2,x—-y=0},E={x—-y=1}
d & ={x+y=2,x—y=0},E={0x+0y=0};
e) &1 tetszbleges egyenletrendszer, & = {0 =10}.
2.10° SOR £S 0sZLOPMODELL Rajzoljuk fel a kovetkezd két
egyenletrendszerhez tartozé sormodell és oszlopmodell
szerinti abrat!
2x+3y =7
a)
3x—-2y=4
2.11. SOR- ES AZ 0SZLOPMODELL 3D-BEN Vizsgéljuk meg az
alabbi két — azonos egyiitthatomatrixa — egyenletrendszer

b 2x+4y =3
3x+6y=4

megoldhatdsdgét a sor- és az oszlopmodellben:

x+ y+2z=3
x+2y+4z=3
3x+4y+8z=9

x+ y+2z=3
x+2y+4z=3
3x+4y+8z=1

2.12. SOR ES OSZLOPMODELL 1 # 1 ESETEN Vizsgaljuk meg
az aldbbi harom egyenletrendszer megoldhat6sagét a sor-
és az oszlopmodellben:

x+ y=3 x+ y=3 x+ y=3
a) x+ y=4 b) x+2y=4 c x+2y=3
x+3y=>5 x+3y=>5 x+3y=>5

2.13° Icaz — namis Mely allitdsok igazak, melyek hamisak

az alabbiak koziil?

a) Ha egy n-ismeretlenes egyenletrendszer olyan hipersi-
kok egyenleteib6l all, melyek kozt van két parhuzamos,
akkor az egyenletrendszer nem oldhat6 meg.

b) Ha egy n-ismeretlenes egyenletrendszer nem oldhat6
meg, akkor az egyenletek olyan hipersikok egyenletei,
melyek kozt van két parhuzamos, de nem azonos hiper-
sik.

c) Ha egy n-ismeretlenes egyenletrendszer csak két egyen-
letb6l all, akkor az oszlopmodell szerint pontosan akkor
oldhat6 meg tetsz6leges jobb oldal esetén, ha a vektor-
egyenlet bal oldaldn szerepl6 vektorok kozt van kett
linedrisan fliggetlen.

2.14° Egészitsiik ki az aldbbi allitdsokat gy, hogy igazak
legyenek!
a) Egy két egyenletb&l all6 haromismeretlenes egyenlet-

rendszer sormodellje szerinti dbra a(z) ..-dimenzids
térben darab ...... bol/b6l all, melyek ha

.............. , akkor az egyenletrendszernek nincs

megolddsa, egyébként megolddsainak szdma .
Oszlopmodellje a(z) ..-dimenzids térben darab
....... bol/bél All.

b) Egy hidrom egyenletb6l 4ll6 kétismeretlenes egyenlet-
rendszer sormodellje szerinti abra a(z) ..-dimenziés
térben .. darab ........... bol/bél &ll, mig az oszlop-
modellje a ..-dimenzi6s térben .. darab ...... bol/bél.

c) Egy négy egyenletbdl 4ll6 Gtismeretlenes egyenletrend-

szer sormodellje szerinti dbra a(z) ..-dimenzids térben

. darab ........... bol/bél all. Oszlopmodellje a(z)
..-dimenzios térben .. darab ....... -bol/bdl all.
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Megoldds kikiiszoboléssel

Elemi sormilveletek A linearis egyenletrendszerek egyik megoldasi maéd-

szerének lényege, hogy ekvivalens dtalakitdsokkal olyan alakra hozzuk
az egyenletrendszert, melyb6l visszahelyettesitések utan, vagy azok
nélkill azonnal leolvashat6é az eredmény. Az 4talakitdsokat a bovi-
tett matrixon hajtjuk végre tigy, hogy a nekik megfelel$ atalakitasok
az egyenletrendszeren ekvivalens atalakitasok legyenek. A 2.25. té-
telben felsorolt els6 harom ekvivalens atalakitds nem véltoztatja meg
az egyenletrendszer egyenleteinek szamat sem. Az egyenletrendszer
bévitett matrixan az ezeknek megfelel6 atalakitasokat elemi sormtive-

leteknek nevezziik.3

2.32. DEFINICIO (ELEMI SORMUVELETEK). Egy mdtrix sorain végzett
aldbbi miiveleteket elemi sormfiveleteknek nevezziik:

1. Sorcsere: két sor cseréje.

2. Beszorzas: egy sor beszorzdsa egy nemnulla szdmmal.

3. Hozzdadas: egy sorhoz egy mdsik sor konstansszorosdnak hozzdaddsa.

Természetesen egy sort el is oszthatunk egy nemnulla c szdmmal,
hisz az az 1/c-vel valé beszorzassal egyenértékii. Hasonl6képp levon-
hatjuk egy sorbél egy madsik sor c-szeresét, hisz az a —c-szeresének
hozzaaddasaval ekvivalens.

Az elemi atalakitasokra a kovetkezd jeloléseket fogjuk haszndlni:

1. S; <> §: az i-edik és a j-edik sorok cseréje.
2. ¢S;: az i-edik sor beszorzésa c-vel.
3. S;j+cS;: a j-edik sor c-szeresének az i-edik sorhoz addsa.

Az elemi sormtiveletek mintdjara elemi oszlopmdfiveletek is defini-
dlhatok, de azokat ritkdn haszndljuk. Jelolésiikre értelemszertien az
O; <+ Oj, ¢O;, O; + cO; formulakat hasznaljuk.

Lépcsts alak Az eddig megoldott egyenletrendszerekben igyekeztiink
atlos, vagy legalabb 4tl6 alatt kinulldzott alakra hozni az egyenletrend-
szert, mint azt példdul a 2.27. példaban tettiik. Ez nem mindig sikertil,
mert néha nem kivant elemek is kinulldzédnak, de a kovetkez6kben
definialt 1épcs6s alakhoz mindig el tudunk jutni.

2.33. DEFINICIO (LEPcsOs ALAK). Egy mitrix 1épcs6s, vagy sorlépcsds

alakd, ha kielégiti a kovetkezd két feltételt:

1. a csupa 0-bol dll6 sorok (ha egydltaldn vannak) a mdtrix utolsé sorai;

2. bdrmely két egymds utdn kovetkez6 nem-0 sorban az alsé sor elején (leg-
aldbb eggyel) tobb 0 van, mint a folotte lévd sor elején.

A nemnulla sorok elsé zérustol kiilonbozo elemét f6elemnek, vezérelem-

nek vagy pivotelemnek hivjuk. Egy féelem oszlopinak f6oszlop vagy

béazisoszlop a neve.

3 Linedris egyenletrendszerek felirdsa és
megoldédsa mér idészamitasunk el6tt 300
koriil babiloni iratokban szerepelt. Az
els6 szdzadra teszik a kinai Jitizhang
Suanshti cim{i m{i megjelenését, mely az
el6z6 ezer évben Osszegytilt matemati-
kai tudést foglalja ©ssze (cimének ma-
gyar forditdsa ,A matematikai m{ivészet
kilenc fejezete” vagy ,Kilenc fejezet a
matematikai eljardsokrél” lehet). E mii-
ben mar a kikiiszobolés (azaz a Gauss-
elimindcié) néven ismert technikat alkal-
mazzék linedris egyenletrendszer meg-
olddsdra. A két fenti mtiben szerep-
16 egyenletrendszerek, és tovédbbi torté-
neti részletek olvashaték a The MacT-
utor History of Mathematics archive ci-
mi weboldalon.


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/HistTopics/Matrices_and_determinants.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/HistTopics/Matrices_and_determinants.html
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2.34. PELDA (LEPcs®s ALAK). A kovetkez6 mdtrixok lépcsOs alakiiak:

3 2 1 0 (1)_02_35_64
04’01’0 ’

o O O O
S O O =
o O O O
S O = =
S = O =
O = = O

Gauss-modszer A Gauss-mddszer vagy mds néven Gauss-kikiiszobolés vagy
Gauss-elimindcio a linedris egyenletrendszerek megolddsdnak egy maéd-
szere. Lényege, hogy a linedris egyenletrendszer bovitett matrixat ele-
mi sormftiveletekkel 1épcsés alakra hozzuk, és abbdl visszahelyettesi-
téssel meghatdrozzuk a megoldas &ltaldnos alakjat. A Gauss-modszer
konnyen algoritmizélhatd, ha sorban haladunk az oszlopokon. A méd-
szerre lattunk mar példat, ilyen volt a 2.27. példa els6 megolddsa. Most
lassunk két tovabbi példat.

2.35. PELDA (GAUSS-MODSZER, EGY MEGOLDAS). Oldjuk meg az aldbbi
egyenletrendszert Gauss-modszerrel:

x+ y+2z=0
2x +2y +3z =2
x+3y+3z=4
x+2y+ z=5

MecoLpAs. Irjuk fel az egyenletrendszer b6vitett matrixat, és oszlo-
ponként haladva kiiszoboljiik ki — nullazzuk ki — a f6elemek alatti ele-
meket!

11 2]0] &% 11 20 11 0

3791

2 2 3|2 s- - 6 _1g
3 54:@00 12525302 144:2}2

1 3 3|4 02 1|4 00 —1]2

1215 01 -115 01 -115
11 0 311 0 f4 Y4220
0 2 4| S4—5S3 |0 2 114

00 —1]2 00 —1]2 y+ z
00 -3 |3 00 0|0 - z=2

A harmadik egyenletbdl z = —2, ezt a masodikba helyettesitve y = 3,
ezeket az els6be helyettesitve kapjuk, hogy x = 1, azaz az egyetlen
megoldas (x,y,z) = (1,3, -2). O

Mit csindlunk akkor, ha a 1épcsés alak szerint kevesebb a féelemek,
mint az oszlopok szdma? Egyelére bevezetiink két elnevezést, melyek
jelentése hamarosan vildgos lesz: az egyenletrendszer azon véltozo-
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it, melyek f6elemek oszlopaihoz tartoznak, kotott vdltozoknak, mig az
Osszes tObbi valtozot szabad viltozénak nevezziik.

2.36. PELDA (GAUSS-MODSZER, VEGTELEN SOK MEGOLDAS). Oldjuk meg
az aldbbi egyenletrendszert Gauss-mddszerrel:

X1 +2x+ x34+2x4+ x5=1
X1 +2x3+3x3+3x4+ x5=0
3x1 4+ 6x2 +7x3+8x44+3x5 =1

MecoLpAs. Irjuk fel az egyenletrendszer bévitett matrixat, és oszlo-
ponként haladva kiiszoboljiik ki a féelemek alatti elemeket!

121211552—355112121 o s
1233100 =="100210]|-1%>
36 7 8 3|1 00 42 0-2
121 2 1

X1 +2x0+ x3+2x1+x5= 1
0021 0|-1 prete T e s
0000O0| 0 i3t x =1

Az egyenletrendszer kotott valtozoi a 1épcesds alak f6oszlopaihoz tar-
toz6 valtozok, azaz xq és x3. A szabad valtozék: xjp, x4, x5. A szabad
véltozoknak tetszbleges értékeket adhatunk, a kotottek értéke kifejez-
het6 veliik. Legyen példaul a szabad valtozok értéke x; = s, x4 =,
x5 = u. Ezek behelyettesitése utdn a fenti egyenletek koziil el6szor a
masodikbdl kifejezziik x3-at, majd azt behelyettesitjiik az els6be, ahon-
nan kifejezziik az xq-et, azaz a fenti egyenletekbdl kifejezziik a kotott

valtozokat:
3 3
) P
X1 5 5 5 u
X *—1 —lt
5772 2

. Innen az egyenletrendszer megoldasa

3 3 1
(x1, X2, X3, X4,X5) = (E — 25— Et S, =5 Et' t,u),
vagy matrixjeloléssel
X1 %—25—%t—u % -2 —% -1
Xo S 0 1 0 0
x| = -1-1 =|-3|+s| O +t|—%|+u]| O
Xy ' 0 0 1 0
X5 u 0 0 0 1

Késébb kiilondsen az utébbi — vektorok linedris kombinacidjara bon-
tassal val6 — felirés lesz hasznos. O



92 LINEARIS ALGEBRA

Vildgos, hogy ha a szabad valtozéknak tetszOleges értéket adha-
tunk, melybd&l a kotott valtozok egyértelmiien kifejezhet6k, akkor a
fenti példaban mutatott modszerrel az egyenletrendszer dsszes meg-
oldasat leirtuk. Az ilyen médon megadott megoldast az egyenlet-
rendszer dltaldnos megolddsdnak, a konkrét paraméterértékekhez tartozo
megoldasokat partikuldris megolddsnak nevezziik. Példaul az el6z6 pél-
dabeli egyenletrendszer egy partikularis megolddsa azs = 0, t = 1,
u = 2 értékekhez tartozo

(‘xll X2,X3,X4, x5) = (_2/ 0/ _1/ 1/ 2)
Lényeges e megoldasi médban, hogy a bévitett matrixot 1épcsés
alakra tudtuk hozni. Ez vajon mindig sikeriil?

2.37. TETEL (LEPcsOS ALAKRA HOZAS). Bdrmely mdtrix elemi sormiive-
letekkel 1épcs6s alakra hozhato.

BrzonviTAs. Tekintsiink egy tetsz6leges m X n-es matrixot. A kovetke-

z0 eljaréds egyes lépéseiben e matrixnak le fogjuk takarni egy-egy sorat

vagy oszlopét. Az egyszerliség kedvéért a letakards utan keletkezett

matrix sorainak és oszlopainak szdmat ismét m és n fogja jelolni, a;;

pedig a letakardsok utdn maradt métrix i-edik sordnak j-edik elemét.

1. Ha az els6 oszlopban csak 0 elemek éllnak, takarjuk le ezt az osz-
lopot, és tekintsiik a maradék matrixot. Ha ennek els6é oszlopaban
ismét csak 0 elemek vannak, azt is takarjuk le, és ezt addig foly-
tassuk, mig egy olyan oszlopot nem taldlunk, amelyben van nem 0
elem. Ha ilyen oszlopot nem taldlunk, az eljardsnak vége, a matrix
lépcsés alaka.

2. Ha az els6 oszlop els6 sordban &ll6 elem 0, akkor cseréljiik ki e
sort egy olyannal, melynek elsé eleme nem 0. Igy olyan matrixot
kaptunk, amelyben a7 # 0.

3. Vegytiik az i-edik sort i = 2-t6l i = m-ig, és ha a sor els6 eleme
ap # 0, akkor az els6 sor —a;;/aj1-szeresét adjuk hozzd. Mivel
aj — %all = 0, ezért e 1épés utdn az a1 alatti elemek 0-va valnak.

4. A fenti atalakitds utdn takarjuk le az els6 sort és az els6 oszlopot.
Ha ekkor nem marad a maétrixban tobb sor, vége az eljdrdsnak,
a kordbban letakart sorokat feltdrva megkaptuk a 1épcs6s alakot.
Egyébként ugorjunk vissza az 1. 1épéshez, és folytassuk az eljarast.

Vilagos, hogy ez az eljaras véges sok lépésben véget ér, melynek ered-

ményeként eljutunk az eredeti matrix egy 1épcsés alakjahoz. O

Egy inhomogén linedris egyenletrendszerhez tartozé homogén linedris egyen-
letrendszeren azt a homogén egyenletrendszert értjiik, melyet az inho-
mogénbdl a konstans tagok 0-ra véltoztatdsaval kapunk.
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2.38. PELDA (HOMOGEN LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA).
Oldjuk meg a 2.36. példabeli egyenletrendszerhez tartozé homogén linedris

X1 +2x+ x3+2x4+ x5=0
X1 +2x3+3x3+3x4+ x5=0
3x1+6x0 +7x34+8x4+3x5 =0

egyenletrendszert.

MEcoLDAs. Mivel homogén linedris egyenletrendszerr6l van sz6, a
megoldashoz sziikségtelen a b&vitett matrixot hasznélni, hisz annak
utolsé oszlopa csak nulldkbdl 4ll, igy az elemi sormfiveletek alatt nem
véltozik. Az egyiitthatomatrix 1épcsés alakja ugyanazokkal a sormfi-
veletekkel megkaphatd, mint a 2.36. példa megoldasaban, azaz

1 21 21 1 21 21

1233 1l=100 2 1 0 =
3 6 7 8 3 0 00 0O
X1+2x0+ x3+2x4+x5=0
2x3+ x4 =0

Innen a megoldas is ugyantgy kaphaté meg, s6t, ugyanaz a linedris
kombindaci6 szerepel benne, csak a konstans tagok nem szerepelnek:

1
(xl/x2/x3/x4/x5) = (_ZS - %t —u,s, _Et/t/u)/

vagy matrixjeloléssel

X1 —25—%t—u -2 —% -1
X7 s 1 0 0
x3| = — It =s| Ol +t|—3|+u]| O
X4 0 1 0
X5 u 0 0 1

A homogén és inhomogén egyenletrendszerek e példdbdl sejthetd kap-
csolatdra még visszatériink a 3.17. tételben. O

Végiil egy alkalmazas:

2.39. PELDA (SIKOK METSZESVONALANAK MEGHATAROZASA). Hatdroz-
zuk meg az aldbbi két sik metszésvonaldnak explicit (paraméteres) alakjdt!

x+ y+z=1
3x + 4y =2

MEGOLDAs. A fenti egyenletekkel megadott két stk metszésvonalanak
meghatdrozdsahoz, pontosabban a metszésvonal explicit, paraméte-
res egyenletrendszerének felirdsdhoz egyszertien meg kell oldani a két

93
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egyenletbdl allé egyenletrendszert:

1111553511111
3 4 02 01 -3|-1

Ebbél z = t paramétervélasztassal y = —1 + 3t és x = 2 — 4t, azaz

x+y+ z= 1
y—3z=-1

(x,y,2) = (—4t+2,3t — 1,#) = (2,—1,0) + t(—4,3,1),

vagy matrixjeloléssel

X 2 —4
y| = |-1| +¢ 3. O
z 0 1

Redukdlt 1épcss alak A 2.27. példa masodik megoldadsi mddszerében
atlés alakra hoztuk az egyiitthatématrixot, azaz nem elégedtiink meg
azzal, hogy a f6elemek alatt kinulldztunk minden egyiitthat6t, hanem
a féelemeket 1-re véaltoztattuk a sor beszorzasaval, és a f6elemek f6lott
is kinullaztunk minden elemet.

2.40. DEFINfc16 (REDUKALT LEPCsOs ALAK). Egy mitrix redukalt 1ép-
cs6s, vagy redukalt sorlépesds alaku, ha kielégiti a kovetkezo feltételeket:
1. lépcsds alakii;

2. minden foelem egyenld 1-gyel;

3. a fOelemek oszlopaiban a féelemeken kiviil minden elem 0;

A fbelemet itt vezéregyesnek vagy vezetd egyesnek is szokds nevezni.

2.41. PELDA (REDUKALT LEPCSOS ALAK). A kovetkezd mdtrixok redukdlt
lépcsis alakiiak:

10 0 1 1 -2 0 —4
Lo e b

0 00 O

o O O O
S O O =
o O O O
O O = O
O = O O
[ I S G Y

Minden valés, vagy raciondlis elem{i matrix redukalt 1épcsSs alakra
hozhat6, azonban az egészegyiitthatés matrixok éltaldban nem, ha az
egészeken beliil akarunk maradni. De az egészegyiitthatos matrixok
is redukélt 1épcs6s alakra hozhatdk a raciondlisok szamkorében. Az
kikiiszobolés 1épéseinek kovetésére hasznalhatéd a SagePlayer redukalt
1épcsés alak cimii szemléltet6 munkalapja.


http://sageplayer.math.bme.hu/home/pub/redukalt_lepcsos_alak/
http://sageplayer.math.bme.hu/home/pub/redukalt_lepcsos_alak/
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2.42. PELDA (REDUKALT LEPCSOS ALAKRA HOZAS). Hozzuk redukilt lép-

¢s0s alakra az

N o~ =
N o~ W
NI NI

mdtrixot!

MEGoLDAs. Egy lehetséges megoldas:

130552*25511 30_15

11 2| = 2 2| =&*

2 2 4 0 —4 4
1.3 o 13 o 1o 3
0 1 -1 01 1| =200 1 —1].
0 —4 4 00 0 00 0

Egy masik lehetséges megoldas:
13 o] ot 12 ss 11 2] g
11 2|2 01 3 of =B |0 2 2| &
2 2 4 2 2 4 0 0
112l o [1o0
01 —1|=%]0 1 -1|.
00 0 00 0

Bar kiilonboz6 tdton, de mindkétszer azonos eredményre jutottunk.
Valéban, hamarosan be fogjuk latni, hogy a redukalt 1épcs6s alak egy-
értelm(i, mig e példabol is latjuk, hogy a 1épcsés alak nem: a megadott
matrixnak a megoldas sordan négy kiilonboz6 1épcsés alakjat is eléalli-
tottuk. O

Gauss — Jordan-modszer A Gauss — Jordan-mddszer, mdas néven Gauss — Jordan-
kikiiszobolés vagy Gauss — Jordan-elimindcié a linedris egyenletrendszerek
egy megoldédsi médszere. Lényege, hogy a linedris egyenletrendszer
bévitett matrixat elemi sormftiveletekkel redukdlt 1épcs6s alakra hoz-
zuk. Ebbél az alakbdl azonnal leolvashaté a megoldas. Adjunk gj
megoldast a Gauss-moédszernél bemutatott egyenletrendszerekre.

2.43. PELDA (GAUSS—JORDAN-MODSZER, EGY MEGOLDAS). Oldjuk meg
a 2.35. példdban felirt eqyenletrendszert Gauss — Jordan-modszerrel!

MEGOLDAS. Felirjuk az egyenletrendszer bévitett matrixat, és a 2.35. pél-
daban latott médon eljutunk a 1épcsés alakhoz, majd folytatjuk, els-
sz0r beszorozzuk a sorokat a f6atlobeli elem reciprokaval, majd a har-
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madik oszlopot, végiil a mdsodikat kinullazzuk:

11 2]0 11 0 11 2] o0 1
1/25, 1 S52—5853
22 32| . [02 1[4 Zsy |01 | 2| 52
1 3 3|4 00 —1]2 00 1|-2
1215 00 0]0 00 0| 0
11 0] 4 10 0] 1 . _
01 0| 3/s-5(0 10| 3
== ¥ 3
00 1|-2 00 1]|-2
00 0| 0 00 0| 0 z=-2

Tehdt az egyenletrendszer egyetlen megolddsa (x,y,z) = (1,3, -2). O

2.44. PELDA (GAUSS—JORDAN-MODSZER, VEGTELEN SOK MEGOLDAS).
Oldjuk meg a 2.36. példabeli

X1 +2x+ x34+2x4+ x5=1
X1 +2x3+3x3+3x4+ x5=0
3x1 +6x2 +7x3+8x44+3x5 =1

egyenletrendszert Gauss — Jordan-mddszerrel!

MEGOLDAs. A 2.36. példdban eljutottunk egy 1épcs6s alakig. Az elja-
rést folytatjuk, mig a redukalt 1épcss alakra nem jutunk.

1212 1]1 1212 1] 1] w5
1233 1/0/=>[00210]|-1|2>
367 8 3|1 0000 0|0
120 3/2 1] 3/2 3 _ 3
X1 +2x +oxgtxs= S
001 1/2 0|—-1/2| — f %
000 0 0| O Bt =5

Végezziik el az xp = 5, x4 = t, x5 = u helyettesitést, az x; és x3
véltozék azonnal kifejezhetSk. Igy a megoldas:

1 1
<x11x2/x3/x4/x5) = (% — 25— %t - u/S/_E - Et/ t/ l/l),
vagy matrixjeloléssel
X1 %—25—%t—u % -2 —% -1
X7 S 0 1 0 0
x| = —1- 1t =|-3|+s| O +t|-%|+u]| O
X4 0 0 1 0
X5 u 0 0 0 1

Természetesen ugyanazt a megolddast kaptuk, mint a 2.36. példaban. O]
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A redukdlt lépcsds alak eqyértelmiisége Fontos kovetkezményei vannak
a kovetkez6 tételnek:

2.45. TETEL (A REDUKALT LEPCSOS ALAK EGYERTELMU). Minden mdtrix
redukdlt lépcss alakra hozhatd, amely egyértelmii.

BrzonviTAs. Tegyiik fel indirekt médon, hogy van egy olyan maétrix,
mely elemi sormfiveletekkel két kiilénb6z6 redukalt 1épcsés alakra
hozhat6. Jelolje ezeket R és S. Mivel mindketten ugyanazzal a mat-
rixszal ekvivalensek, elemi sormtiveletekkel egymadsba alakithatéak,
vagyis egymadssal is ekvivalensek. Vdlasszuk ki oszlopaik koziil azt
a balrdl els6 oszlopot, melyben kiilonboznek, valamint az dsszes el6t-
tiik 416 vezéroszlopot. Az igy kapott matrixokat jelolje R és S. Tehat
R # S, mert kiilénboznek az utolsé oszlopukban. Péld4ul, ha

1 2 0 4 5 1 2 0 4 5
R=[0 0 1 [2] 3 & S=0 0 1 [9] 3,
000 0 O 0 00 0 O
akkor
1 0 4 1 0 4
ﬁzOl esSzOl@
00 O 0 0 O

Ez az oszlop, melyben kiilonbdznek, nem lehet az elsé oszlop, mert
ha az a zérusvektor az egyik matrixban, akkor a sorekvivalencia miatt
a masikban is az lenne, egyébként pedig ez az oszlop mindenképp az
els6 helyen 1-est, alatta 0-kat tartalmaz.

Tekintsiik az igy kapott R, § matrixokat egy-egy egyenletrendszer
bovitett egytiitthatomatrixdnak. Ezek altaldnos alakja tehat a kovetke-
z6:

_ - M1 ]
1o o o1 oo
1 0 ro .
A : A 1
R=10 0 1|r| vagy R= 00
0 0 0 00 1
00 0
0 0 ... 0]0] 0 0 ... 0o
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- . 1 0|0
1 0 S1
1
1 0 s, 0 ! 010
. : 5 |00 1
S=10 0 1|sg| vagy S= 00 1
00 0 00 010
00 ... 0|0} 0 0 0|0

Mivel oszlopok kihagyésa nem valtoztat a sorekvivalencidn — hisz ele-
mi sormfiveletekben mtiveletet csak egy oszlopon beliil végziink —,
ezért az R és S§ matrixok ekvivalensek, azaz a hozzajuk tartozé két
egyenletrendszernek ugyanaz a megoldésa. Ez csak gy lehet, ha vagy
minden i = 1,...,k indexre r; = s;, vagy egyik egyenletrendszer sem
oldhaté meg, azaz mindkét esetben azt kaptuk, hogy R = S, ami el-
lentmondds. Ez az ellentmondds bizonyitja, hogy a kiindulé R # S
feltevés helytelen volt, tehdt R = S. (E bizonyitds Holzmann# Interne-
ten publikalt cikkén alapul). O

Mivel a redukalt 1épcs6s alak egyértelmfi, definidlhatunk egy fligg-
vényt, mely minden métrixhoz annak ezt az alakjat rendeli. Az rref(A)
jelolést mi arra a fiiggvényre fogjuk alkalmazni, mely egy m x n-es
matrixhoz a redukalt 1épcs6s alakjdnak a zérussorok elhagyasaval ka-
pott alakjat rendeli. Példaul

rref

—_ O -
_ = O
o O O

|t oo
001 0

Szimultdn egyenletrendszerek Gyakori feladat az alkalmazasokban, hogy
sok olyan egyenletrendszert kell megoldani, amelyek csak a konstans
tagokban térnek el egymadstol. A kikiiszoboléses moédszerekkel ezek
egyszerre is megoldhatok alig tobb er6forrds felhasznaldsaval, mint
ami egyetlen egyenletrendszer megolddsahoz sziikséges.

2.46. DEFINICIO (SZIMULTAN EGYENLETRENDSZEREK). Tobb egyenlet-
rendszer halmazdt szimultan egyenletrendszernek neveziink, ha egyiitt-
hatémdtrixaik azonosak.

4+Wolf Holzmann. Uniqueness
of reduced row echelon form.
http://www.cs.uleth.ca/"holzmann/
notes/reduceduniq.pdf, 2002


http://www.cs.uleth.ca/~holzmann/notes/reduceduniq.pdf
http://www.cs.uleth.ca/~holzmann/notes/reduceduniq.pdf
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2.47. PELDA (SZIMULTAN EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA). Oldjuk
meg az aldbbi egyenletrendszereket!

x+ y+ z=3 u+ v+ w=3 r+ s+ t=0
2x+3y+2z=7 2u+3v+2w =7 2r+3s+2t=0
2x+2y+3z=6 2u+2v0+3w =7 2r+2s+3t=1

MEGOLDAs. Mivel e harom egyenletrendszer egyiitthatématrixa azo-
nos, a bal oldal atalakitdsat elég egyszer elvégezni, a jobb oldalak &t-
alakitasat pedig vele egyiitt. Ehhez a szimultdn egyenletrendszerre a
kovetkez6 bovitett matrixot érdemes képezni:

X 2 u 1 r -1
y| = |1}, v| =11}, sl =10
z 0 1 t 1 0O

Ha tudjuk, hogy tobb egyenletrendszerb6l all6 szimultdn egyen-
letrendszerr6l van sz6, mindegyik egyenletrendszerben hasznalhatjuk
ugyanazokat a valtozokat.

2.48. PELDA (SZIMULTAN EGYENLETRENDSZER BOVITETT MATRIXA).
Oldjuk meg azt a szimultdn egyenletrendszert, melynek bévitett mdtrixa

2 1|1 0O
5 3|0 1

99
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MEGOLDAs. A Gauss—Jordan-mdédszer 1épései:

2 1(1 0 |sdsi |2 1] 1.0]25 |2 1] 10|58
53[0 1 0 3+]-3 1 0 1|-5 2
2 0 6 2|41 0] 3 —1
= . U
01|-5 2 0 1|-5 2

Kikiiszobolés Z.,-ben”  Ha p prim, akkor a modulo p maradékosztalyok
kozti mtiveletek rendelkeznek minden olyan tulajdonsdggal, melyet a
kikiiszobolés sordn a valds szamok korében hasznaltunk. Ennek kovet-
keztében a Gauss- és Gauss —Jordan-mddszerek minden tovabbi nélkiil
hasznélhat6k Z,, folotti egyenletrendszerekre is. (Lasd még a 478. ol-
dalon az algebrai testrdl irtakat.)

2.49. PELDA (EGYENLETRENDSZER Z) FOLOTT). 4-bites kddszavakat kiil-
diink, bitjeit jelolje a, b, ¢ és d. Hibajavité kédot készitiink 1igy, hogy minden
kédszo végére hdrom paritdsbitet tesziink, nevezetesenab+c+d, a+c+d
és a+ b+ d bitet Az dsszeadds itt természetesen Z, folott értendd. Példdul
a 0110 kédszo helyett a 0110011 kédszét kiildjitk. EQy iizenetben az egyik
ilyen 7-bites kédszo elsd 4 bitjét a vevd szerkezet bizonytalanul érzékeli, amit
kapunk, az a (?,?,2,?,1,0,1) kédvektor. Mi lehetett az eredeti iizenet, ha
az utolso 3 bit biztosan j6?

MEGOLDAS. Az a, b, ¢ és d bitek ismeretlenek, csak annyit tudunk,
hogy

b+c+d=1
a+ c+d=0
a+b+ d=1

Oldjuk meg ezt az egyenletrendszert Gauss—Jordan kikiiszoboléssel
Z, folott. Ne felejtsiik, hogy Zy-ben1+1 =0, igy 1 = —1, azaz a
kivonds nem kiilonbozik az 6sszeaddstol.

11 11] 101 101 1]0
01 1992 00 0101 11| B o o101 11| >

11 0 1]1] 110 1)1 01101

[1 0 1 1]0] 48 [1 0 1 0]0] a +c =0

0011 112210011 0]1] = b4c =1

0 0 0] 00 0 1/0] J—0

Az utols6 egyenletb6l d = 0. A szabad véltoz6 ¢, legyen ¢ = s. Igy a
masodik egyenletb6l b = 1+ ¢, azaz b = 1+ s és az els6bdl a = c, azaz
a = s. A megoldas éltalanos alakban (a,b,¢,d) = (s,1+s,s,0), azaz
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(a,b,c,d) = (0,1,0,0) +(1,1,1,0). Azs = 0 és az s = 1 értékekhez
tartoz6 megoldasok tehat: (0,1,0,0) és (1,0,1,0).

Ha az egyenletrendszert vektoregyenletnek tekintjiik, akkor az el-
s6 megoldds azt mutatja, hogy az egyiitthatomatrix masodik oszlopa
megegyezik a jobb oldallal (és valéban), a masodik megoldés pedig
azt, hogy az els6 és a harmadik oszlop 6sszege a jobb oldalt adja.

Megjegyezziik e kodrdl, melyet [7,4, 3|, bindris Hamming-kédnak ne-
veznek, hogy a kéd 16 szobdl 4ll, barmely szavanak barmely 4 bitje
egyértelmiien meghatédrozza a maradék harmat. gy ha legfoliebb 3
bit megvaltozik egy széban, akkor az kimutathatd, és ha csak egy bit
valtozik meg, az kijavithato. O

2.50. PELDA (EGYENLETRENDSZER Zs5 FOLOTT). Oldjuk meg az aldbbi két
egyenletrendszert Zs folott.

2x+3y =1 2x+3y =1
3x+2y=4 3x+4y =3

MEGOLDAS. A szamolds megkonnyitésére vagy készitstink osztasi tab-
lat, vagy haszndljuk a 478. oldalon taldlhat6 A.8. dbra szorzastablajat.

231%14352—:351143

3 24 3 2|4 0 0|0
azaz az egyenletrendszernek tobb megoldédsa van. Itt ez nem azt je-
lenti, hogy végtelen sok, hanem azt, hogy legaldbb egy paraméter

végigfut Zs Osszes elemén. Szabad véltoz6 az y, legyen y = s, igy
x =3—4s =3+s, tehdt (x,y) = (3+s,s), azaz a vektorok matrixjels-

iR

Mivel Zs-nek 6t eleme van, ezért s-nek is ennyi értéke lehet, azaz az el-
s6 egyenletrendszer 6sszes megoldésa (3,0), (4,1), (0,2), (1,3), (2,4).
A masik egyenletrendszer megoldasa:

2312&14352251143
3 4|3 3 4|3 0 24|’

amib6l 2y = 4, azazy = 2, x +4-2 = 3, azaz x = (. Tehat a megoldas
(x,y) = (0,2). O

lésével:
3 s 1
0

, SEZ
1 5

101



102 LINEARIS ALGEBRA

Feladatok

2.15° LEPcsOs ALAK: 1GAZ — HAMIS Melyek igazak, melyek

hamisak az aldbbi éllitdsok koziil?

a) Egy matrix minden 1épcs6s alakjaban ugyanannyi nem-
zérus sor van.

b) Egy matrix minden lépcs6s alakjdban ugyanannyi f6-
oszlop (bazisoszlop) van.

¢) Minden valés métrixnak van 1épcsés alakja, ami egyér-

telmdi.
d) Kiilonb6z6 matrixoknak kiilonb6z6 a redukalt 1épcsés
alakjuk.

e) Ha egy matrix elemi sormfiveletekkel egy madsikba vi-
hets, akkor redukalt 1épcs6s alakjuk megegyezik.

2.16° EGYENLETRENDSZEREK: IGAZ — HAMIS Melyek igazak,

melyek hamisak az alabbi allitasok koziil?

a) A bovitett matrixon végrehajtott elemi sormtiveletek
kozben az egyenletrendszer megoldashalmaza nem val-
tozik.

b) Egy linearis egyenletrendszer nem konzisztens, ha tébb
egyenletbdl all, mint ahdny ismeretlenes.

c¢) Ha egy val6segyiitthatos linedris egyenletrendszernek
van két kiilonboz6 megoldasa, akkor végtelen sok is
van.

d) Egy homogén linedris egyenletrendszer mindig konzisz-
tens.

Hatdrozzuk meg valamely 1épcs6s alakjdt, majd a redukdlt épcsds

alakjdt az aldbbi mdtrixoknak!

1 1 1 1 1
217. |12 3 2 3
1 21 2 3
11 1 1 1]
218. (2 3 2 3
3 21 2 3

Ekvivalensek-e az aldbbi egyenletrendszerek?

3x+2y—2z=1 2x+2y—2z=0

2.19.  2x+3y—3z= —1 3x+3y—2z=3
4x +2y =8 5x—=3y+2z=5
2x+3y+5z=0

x— y—3z=3

2.20.  3x+2y+2z=3

5x +5y+7z=3
5x —4z=9

2.21. Csak egész szamokkal szdmolva megoldhaté6-e az az
egyenletrendszer, melynek bévitett matrixa a kovetkezé:

3 4 1 1 341 1
a) |7 8 3 7 b)|7 8 3 7
1 7 -2 2 1 7 2 2

2.22. SORMUVELETEK REVERZIBILITASA Mutassuk meg,
hogy minden elemi sormfivelettel &dtalakitott méatrixhoz
van egy olyan sormftivelet, mely azt visszaalakitja.
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Megoldds a gyakorlatban

Bdr e szakasz tartalma els6sorban nem a linedris algebra, hanem a numeri-
kus analizis témakorébe tartozik, ismerete elengedhetetlen annak, aki a gya-
korlatban linedris algebrai eszkozoket alkalmaz. ElGszor a Gauss- és Gauss—
Jordan-kikiiszobolés mifveletigényét, majd numerikus megbizhatdsdginak kér-
dését vizsgdljuk. Ezutdn az iterdcids modszerek lényegét vdzoljuk, melyek
alkalmazdsakor az egyiitthatomdtrix nem vdltozik, igy a szdmitdsi hibdk sem
halmozédnak. Rdaddsul e médszerek a ritka mdtrixokat sem ,rontjdk el”, mint
a Gauss-mddszer, mely sok zérust ir foliil.

A kikiiszobolés milveletigénye  Ahhoz, hogy a lineéris egyenletrendsze-
rek kiilonb6z6 megoldési mddszereit dssze tudjuk hasonlitani, azt is
tudnunk kell, mennyi a mfiveletigénytik. A flop mértékegységrol rész-
letesen a fliggelékben irunk a 471. oldalon.

2.51. TETEL (A KIKUSZOBOLES MUVELETIGENYE). A Gauss- és a Gauss—
Jordan-médszer miiveletigénye eqy n-ismeretlenes, n egyenletbdl dllé egyen-
letrendszer esetén egyardnt

B R B 3

no. SRS (| 2 1 ; "
3 + 2% osszeadds/kivonds, 3 +n® — 3 szorzds/osztds.

azaz gsszesen ’ 3 7
3 2
=n’ + -n- — —nflop,
3t g
azaz j6 kozelitéssel 2n° /3 flop.
BizonvyiTAs. El@szor felelevenitiink két elemi 6sszefiiggést, amire a bi-
zonyitdsban sziikség van:

nn+1)
2

1)(2 1
, 12+22+...+n2:n<n+ )6( n ).

1+2+...+n=

s

A tovabbiakban feltételezziik, hogy a kikiiszobolés soran a féatloba

7z

keriil6 elemek egyike sem 0. A Gauss-moddszernél a {64tlé alatti ele-
3 — %n Osszeadds és %n3 + %nz - %n SZOrzas

szitkséges. A visszahelyettesités 1n*> — in Osszeadasbdl és in? + In

mek eliminéldsdhoz %n

7z

szorzéasbol 4ll. Ha a Gauss—Jordan-moédszernél a f6atlo alatti elemek

kikiiszobolése mellett a f64tl6 elemeit is 1-re véltoztatjuk, az %n3 — %n

7z

osszeadds mellett 2n° + 1n? + Ln szorzés sziikséges. A f64tl6 feletti
elemek elimindldsdhoz 3n? — 1n 6sszeadds és ugyanennyi szorzés kell.

A szamitasok részletezését az olvasora bizzuk. O

Numerikusan instabil egyenletrendszerek A gyakorlati feladatokban gyak-
ran mérési eredményekkel, igy nem pontos adatokkal dolgozunk.
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2.52. PELDA (INSTABIL EGYENLETRENDSZER). Oldjuk meg a kivetkezl
egyenletrendszert!
6.73x — 8.97y = 5.61

4.79x — 6.39y = 3.99

Mutassuk meg, hogy az egyiitthaték 0.01-dal valé meguvdltoztatdsa a meg-
olddsok nagy meguvdltozdsdt okozhatja, s6t az is elérhetd, hogy az egyenlet-
rendszernek ne legyen, vagy épp végtelen sok megolddsa legyen!

MEGOLDAS. Az egyenletrendszer megolddsa: x = 1.5, y = 0.5. Az
elsd egyenletben az x egyiitthat6jat Gjra mérjiik, és masodszorra egy
szédzaddal kevesebbnek, 6.72-nek adédik. Oldjuk meg ezt az egyen-
letrendszert is! Az eredmény meglepd médon nagyon messze van az
el6z6t6l: x ~ —2.26, y ~ —2.32. Ujabb mérés az y egyitthatéjat —8.96-
nak mutatja. E két egyfitthat6 egy szazaddal val6 megvaltozasa utan a
megoldas messze van mindkét el6z6 eredménytdl: x ~ 4.35, y ~ 2.64.
Ha végiil az els6 egyenlet konstans tagjat is megvaltoztatjuk egy sza-
zaddal 5.62-re, akkor x ~ 7.21, y ~ 4.78 lesz az eredmény, ha pedig
5.60-ra, akkor — csemegeként — ismét a kerek x = 1.5, y = 0.5 értékeket
kapjuk.

A fenti egyenletrendszeren tovabb véltoztatva az egyiitthatékat az
is elérhets, hogy végtelen sok megolddsa legyen:

6.72x — 8.96y = 5.60
4.80x — 6.40y = 4.00
ugyanis itt a két egyenlet egymds konstansszorosa. Ha pedig a ma-

sodik egyenlet konstans tagjat visszairjuk 3.99-re, egy ellentmondé
egyenletrendszert kapunk. O

Ilyen megbizhatatlan eredményekkel a gyakorlatban semmit nem
lehet kezdeni!
Az olyan egyenletrendszert, melyben az egytitthaték vagy a kons-

tans tagok kis véltozdsa a megolddsban nagy véltozast okoz, numeri-

kusan instabilnak vagy rosszul kondiciondltnak nevezziik. Egyébként nu- \
merikusan stabil, illetve jol kondiciondlt egyenletrendszerr6l beszéliink.
Vilagos, hogy a fentiek nem preciz matematikai fogalmak. Késébb \

precizen definidlva szdmmal fogjuk mérni a kondiciondltsidg fokat, \

de azt, hogy egy adott egyenletrendszer megoldasai elfogadhat6ak-e
vagy nem, csak a feladat dontheti el.

A numerikus instabilitds okat szemlélteti a 2.12. dbra. Kétvéltozos »
egyenletrendszerek esetén, ha a két egyenes grafikonja ,kozel” van
egymdéshoz, azaz majdnem egybe esnek, akkor kis véltozasok az egye-

neseken messze vihetik a metszéspontot, de parhuzamossd is tehetik \

a ket egyenest. 2.12. dbra: Instabil egyenletrendszer,

Ha a gyakorlatban numerikusan instabil egyenletrendszerrel talal- melyben az egyenletek egyitthatéinak
kis megvaltoztatdsa a megoldds nagy

K K vigsoaliuk h leteink kizti . 7 lined-
ozunk, vizsgéljuk meg, hogy az egyenleteink kozti ,majdnem” linea megvaltozdsat okorza.
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ris Osszefligg6ség mogott nem valddi linedris Osszefliggség van-e kis
mérési hibaval.

Részleges foelemkivdlasztds A kovetkez6 példakban lebeg&pontos arit-
metikdt haszndlunk. A szdmitdsokat agy kell elvégezni, hogy az adott
pontossagnak megfeleléen minden részeredményt p értékes jegyre ke-
rekittink.

2.53. PELDA (GAUSS-MODSZER LEBEGOPONTOS SZAMOKKAL). Oldjuk
meg az aldbbi — numerikusan stabil — egyenletrendszert pontosan, majd 3
értékes jegy pontossdggal szdmolva.

107 4% +y =2
x—y=0

MEGOLDAS. Pontosan szamolva

1074 1 | 2] s,-10%s, [107% 1 2
1 -1]0 0 -1-10*|-2-10*
amibél az eredmény x =y = 12:1034. Igazolhatd, hogy az egyenletrend-

szer numerikusan stabil, ami azt jelenti, hogy példaul 10~* helyébe o-t
helyettesitve, vagyis kicsit valtoztatva egy egytitthatét, a kapott

0 1 |2
1 -11]0

egyenletrendszer megoldésa csak kicsit kiilonbozik az el6z6t6l: x =

y = 2. Végezziik most el a Gauss-kikiiszobolést 3 értékes jeggyel sza-

molva:
107% 1 | 2| s-10%s, (1074 1 2 | (10t 1
1 —-110 0 —-1-10*|-2-10* " | 0 —10*

ahol a kozelitésnél a fl(—1 — 10%) = —10* dsszefiiggést hasznaltuk. Az
igy kapott egyenletrendszernek viszont x = 0, ¥ = 2 a megoldésa, ami
nagyon messze van az eredeti egyenletrendszer megoldasat6l! Most
végezziink egy apro valtoztatast: el6szor cseréljiik fel a két egyenletet!

of 1 -1]0
2l T lo 1 |2’

amelynek megolddsa x = y = 2, ami nagyon kozel van a pontos meg-
oldéshoz! O

1 -1

1 -110 szfg‘ls]
0 1+10°¢

107% 1 |2

Mi az oka a két megoldas kozti kiilonbségnek, és fel tudnank-e
hasznalni minél jobb megoldas megtaldlasdban?

—2.10%

|
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Mindkét megoldasban az els6 egyenlet konstansszorosat hozzdad-
tuk a mésodik egyenlethez, de az elsé esetben a kisebb, a mésodik-
ban az elsé oszlop nagyobb elemét valasztottuk féelemnek. Amikor
a kisebbet valasztottuk, akkor az els6 sort egy kis szdmmal osztottuk,
vagyis repciprokaval — egy nagy szdmmal — szoroztuk, és ezt adtuk
a masodik sorhoz. A nagy szdmmal val6 beszorzés kovetkeztében a
masodik egyenlet egytitthatéit ,elnyomtdk” e nagy szdmok, nagyon
megvialtoztatva az egyenletet, aminek kovetkeztében a megoldésok is
nagyon megvéltoztak! A fl(—1 —10*) = —10* kerekités hatdsa, vagyis
a —1 ,eltiintetése”, ekvivalens azzal, mintha az eredeti egyenletrend-
szer helyett a kovetkez6t kéne megoldani:

107% 12
1 0/|0]°

Es ennek valéban x = 0, y = 2 a megoldésa! Amikor viszont az els6
oszlop nagyobbik elemét vélasztottuk féelemnek, a sort egy kis szam-
mal kellett beszorozni, és ezt hozzdadni a masik sorhoz, vagyis ke-
rekitéskor az eredeti egyenlet egytitthat6i megmaradtak, az egyenlet-
rendszer kevésbé torzult. Ennek alapjan megfogalmazhat6 egy széles
korben elterjedt szabdly: a Gauss-féle kikiiszobolési eljards sordn, lebe-
gbpontos adatokkal dolgozva minden oszlopban a szébajohet6 elemek
koziil - sorcserék segitségével — mindig a legnagyobb abszolut értékfit
vélasszuk féelemnek! E moddszert részleges féelemkivdlasztdsnak, illetve
részleges pivotdldsnak nevezik.

Bizonyos — a gyakorlatban ritkan el6fordul6 — esetekben jobb ered-
mény kaphat6 a feljes felemkivdlasztds moédszerével. Ekkor f6elemnek
az Osszes még hatralévd elem abszolut értékben legnagyobbikat va-
lasztjuk. Itt oszlopcserékre is sziikség van, és miiveletigényesebb is ez
az eljaras, ezért ritkan alkalmazzdk.

2.54. PELDA (RESZLEGES FOELEMKIVALASZTAS). Részleges féelemkivd-
lasztdssal hozzuk lépcsGs alakra az aldbbi mdtrixot!

1.8 3.0 3.0 37 75
36 32 36 62 78
72 36 48 24 12
24 54 52 26 52

MEGOLDAS. Az els6 oszlop legnagyobb eleme a harmadik sorban van,
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igy az els6 és a harmadik sor cseréjével kezdiink:

[72 36 48 24 1.2] giigﬁ 72 36 48 24 12
51:>%3 36 32 36 62 78 s4g/3 00 14 12 50 72
1.8 30 30 37 75 00 21 18 31 72
24 54 52 26 52 0.0 42 36 18 48
(72 36 48 24 1.2] 55,2 72 36 48 24 12
51085 00 42 36 18 48 Si=53/3 0.0 42 36 18 48
00 21 18 31 72 0.0 0.0 00 22 48
00 14 12 50 7.2] 0.0 0.0 00 44 56
[72 36 48 24 1.2] 72 36 48 24 12
5305 00 42 36 18 48 51=53/2 00 42 36 18 48|
0.0 0.0 00 44 56 00 00 00 44 56
0.0 0.0 0.0 2.2 48] 00 00 00 00 20

Skdldzds A részleges f6elemkivélasztdsban mindig az oszlop legna-
gyobb elemét valasztottuk. Nem lehet egy elemet nagyobba tenni, és
ezzel az egész moédszert elrontani Ggy, hogy egy sorat egyszertien be-

szorozzuk?

2.55. PELDA (SOR SZORZASA). A 2.53. példdban szorozzuk meg az elsé
egyenletet 10°-nel, azaz a kisebb elembdl csindljunk nagyot, és ezt az egyen-
letrendszert is oldjuk meg részleges fGelemkivdlasztdssal.

10x +10°y = 2-10°
xX— y= 0

MEeGoLDAs. Egy egyenlet beszorzdsa egy nemzérus szdmmal ekviva-
. P oy — oy — 210

lens atalakitds, igy ennek az egyenletrendszernek is x = y = 575 a

pontos megoldédsa. Ha 3 értékes jegyre szamolunk, és alkalmazzuk a

részleges f6elemkivalasztds modszerét, akkor ismét rossz eredményt

kapunk:

10 10° | 2-10°| s,-10s, |10 10° 2-10° 107 1
- 4 4| & 4

1 -1 0 0 —-1-10*|-2-10 0 -10

amib6l x = 0 ésy = 2. O

Hasonléképp zavart okozhat az egyiitthatomatrix egy oszlopanak
beszorzésa is, ami az egyenletrendszeren példdul dgy valdsithaté meg,
ha egyik valtoz6 mértékegységét megvaltoztatjuk. (Ha példdul a ko-
rabban kilométerben meghatdrozott ismeretlent milliméterben keres-
siik, egyiitthat6jat minden egyenletben 10°-nal kell osztani.)

Az egytitthatok ilyen ,egyenetlenségeib6l” szdrmaz6 szdmitési hi-
bak csokkentésére a skdldzds nevii gyakorlati médszer ajanlhaté. Ez a
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kovetkez6 két skélazasi szabdly kovetésébdl all, mely a tapasztalatok

szerint a gyakorlati feladatok nagy részében nagyon j6 eredményt ad

a részleges f6elemkivalasztassal egyiitt alkalmazva:

1. Oszlopok skdldzdsa: Valasszunk a feladatban szereplé mennyiségek-
nek természetes mértékegységet, ezzel dltaldban elkeriilheték az
egyttthatok kozti tetemes nagysagrendi kiilonbségek. Ezen kiviil
nincs sziikség az oszlopok elemeinek beszorzasara.

2. Sorok skdldzdsa: Az egyenletrendszer [A|b] b6vitett matrixdnak min-
den sorat osszuk el az A egyiitthatématrix adott sorbeli legnagyobb
abszolut értékii elemével. Igy A minden sordnak 1 a legnagyobb
eleme.

Nem ismeretes olyan médszer, mely a lebeg&pontos dbrazolds kor-
latai mellett hatékonyan megtaldlnd a lehetd legpontosabb eredményt.
Az elmélet és a tapasztalatok alapjan sfir{i, nem ttlzottan nagy méreti
egyenletrendszerekre a skédldzott felem kivalasztdsos Gauss-modszer
ajdnlhato. A ritka egyenletrendszerekre a kovetkez6kben ismertetendd
iterativ mddszerek altaldban jobb eredményt adnak.

Iterativ médszerek A tovébbiakban is csak olyan egyenletrendszerek-
kel foglalkozunk, melyek n-ismeretlenesek és n egyenletbdl allnak, te-
hat melyek egytitthatématrixa négyzetes.

Az iterativ modszerek lényege, hogy olyan

X0, X1ye oo s Xpeyoon

vektorsorozatot generdlunk, mely az adott egyenletrendszer megol-
dasvektordhoz konvergdl. Els$ pillanatra meglepdnek tlinhet egy vég-
telen sorozat generaldsaval keresni a megoldast, de mivel szdmitasaink
eleve csak véges pontossdguak, gyakran igen kevés 1épésben elérhetjiik
a megkivant pontossdgot. Rdaddsul a kerekitési hibdk még novelhetik
is a konvergencia sebességét.

A Kkiinduldsi pont — a matematika tébb mads teriiletén is gyiimol-
cs0z6 moédszer — a fixpontkeresés. Ennek lényegét egy egyvaltozds
fuggvény példdjan mutatjuk be. Legyen f egy minden valés helyen
értelmezett fliggvény, mely barmely két a és b pontot két olyan pontba
visz, melyek tavolsaga a és b tavolsdganak legfoljebb a fele. Képletben:

1 If(b) = fla)] _ 1

_ < Z|p— _—r e < -,

F(6) ~ £(a)] < 3o —a], azaz LT < 3
Ez azt jelenti, hogy f 0sszes kiilonbségi hanyadosa legfeljebb 1/2. A
sokkal altalanosabban megfogalmazhat6 Banach-féle fixpont tétel sze-
rint ekkor egyetlen olyan ¥ pont létezik, hogy ¥ = f(%), és ez megkap-

haté tigy, hogy egy tetszéleges xy pontbdl kiindulva képezziik az

xo, X1 = f(x0), X2 = f(x1),..., X1 = f(Xk),- -
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sorozatot, és vessziik a hatarértékét. Ekkor

¥ = lim X
k—o0

A 2.13. dbra szemlélteti a fenti 4llitdst. Az 1/2-es szorzé kicserélhetd
tetszbleges 0 és 1 kozé es6 konstansra.

A Banach fixponttétel konnyen szemléltetheté hétkdznapi médon:
képzeljiik el, hogy egy nagyobb gumilapot néhdnyan korbedllva egy
kerek asztal tetején széthtiznak az asztal széléig, majd (most jon a le-
képezés!) visszaengedik eredeti dllapotdba. Ekkor igaz az, hogy az
asztalon pontosan egy olyan pont van, mely f6l6tt a gumilap helyben
marad. E pont megkaphatd, ha kivalasztunk az asztalon egy tetsz6-
leges Py pontot, és megnézziik, hogy a kinytjtott gumilap e folotti
pontja 8sszehtizédaskor hova ugrik, legyen ez a P; pont az asztalon.
A kinytjtott gumilap P; f6lotti pontja 6sszehtzédéskor az P, pont folé
ugrik, stb. Az igy kapott pontsorozat a fixponthoz konvergal.

Jacobi-iterdcié Az el6z6 paragrafusban leirtakat kovetve megprébaljuk
az egyenletrendszert atrendezni gy, hogy az x = f(x) alaku legyen,
ahol x jeloli az ismeretlenek vektorat.

2.56. PELDA (JACOBI-ITERACIO). Oldjuk meg a

dx— y= 2
2x — 5y = —8

eqyenletrendszert, majd hozzuk x = f(x) alakra, és eqy tetsz6leges xo vek-
torbol indulva végezziink az xy 1 = f(xx) formuldval iterdciét. Szamoljunk
3 tizedes pontossdggal. Hovd tart az igy kapott vektorsorozat?

MEGOLDAs. Az egyenletrendszert kikiiszoboléssel megoldva kapjuk,
hogy x = (1,2) az egyetlen megoldés.

Hozzuk az egyenletrendszert x = f(x), azaz [y] = f([y]) alakra.
Erre t6bb lehet6ség is ad6dik. Ezek koziil talan az a legkézenfekvsbb,
hogy az els6 egyenletb6l az x-et, a masodikbdl y-t kifejezziik:

y+2

4
_ 2x+38

5
Vilasszunk egy x( vektort tetsz6legesen, legyen pl. xo = (0,0), az-

az x = y = 0. A fenti képletekbe helyettesitve kapjuk, hogy x; =
(%52, %8 = (0.5,1.6). A tovébbi értékeket egy tablazatban adjuk meg:

Xo X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

X 0 05 09 095 099 0.995 0.999 1.000 1.000
y o 1.6 1.8 196 198 1.996 1.998 2.000 2.000

X X1 X2 -
a 0 b 1%2) 5

2.13. dbra: Egy fliggvény, mely barmely
a és b pontot két olyan pontba visz, me-
lyek tavolsdga a és b tavolsdganak leg-
foljebb a fele, igy a fiiggvény minden
kiilonbségi hanyadosa abszolut értékben
legfoljebb 1/2. E fliggvénynek ponto-
san egy fixpontja van, mely megkaphat6
egy tetszbleges xy pontbdl indulé x; =
f(xx_1) sorozat hatdrértékeként.

P

/
/ (3

Uiy
~—

~—_

/

2.14. dbra: A Jacobi-iteraci6 szemlélteté-
se


http://hu.wikipedia.org/wiki/Banach_fixpontt%C3%A9tele

110 LINEARIS ALGEBRA

E példa esetén tehat a végtelen sorozat konvergensnek mutatkozott,
de a kerekitési hiba folytdn véges sok lépés utdn megtalalta a konver-
genciapontot. O

Az altalanos eset hasonldan irhat6 le. Tegytik fel, hogy az

a11x1 + apxo + ...+ a1xy = by

X1+ apxs +...+ ayxy, = by

ap1X1 + X2 + ...+ appXy = by

egyenletrendszer egyértelmtien megoldhato és f6atléjanak minden ele-
me kiilonbozik 0-t6l. A Jacobi-iterdcié menete tehat a kovetkezd. A
k-adik egyenletbdl fejezziik ki az x; valtozot:

x1= —(h —a12X2 — ... — A1 _1Xp—1 — A1pXn)
an
1
xg = —(by — az1xq — .= A 1Xp—1 — (27 Xp)
a
(2.25)
1
Xy = —(by — X1 — Appxy — ... — Ann—1Xn—1 )
Ann
Vilasszunk az ismeretlenek x = (x1,x,...,%,) vektordnak egy xo

kezd&értéket, pl. legyen xo = (0,0,...,0). A (2.25) egyenletrendszer
jobb oldaldba helyettesitsiik be xp koordinatdinak értékét, a bal oldal
adja x; koordinatdit. Ezt a lépést ismételjiilk meg, generdlva az xp,
x3,. .. vektorokat addig, mig el nem érjiik a megfelel6 pontossagot.

Gauss —Seidel-iterdcié A Jacobi-iteracié gyorsasdgan konnyen javitha-
tunk, ha a (2.25) egy egyenletének jobb oldaldba valé behelyettesités
utdn a bal oldalon kapott valtoz6 értékét azonnal folhasznéljuk, nem
varunk vele a ciklus végéig. Ezt a médositott algoritmust nevezziik
Gauss — Seidel-iterdcionak.

2.57. PELDA (GAUSS —SEIDEL-ITERACIO). Oldjuk meg a
dx— y= 2
2x —5y = —8
egyenletrendszert Gauss— Seidel-iterdciéval.

MEGOLDASs. Itt is, mint a Jacobi-iteraciénal az

y+2
4
_2x—|—8
Y=75

/
—
—
—
/
/
1 /
/
/
/
/
/
*x
2.15. dbra: A Gauss-Seidel-iteracio

szemléltetése
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egyenleteket hasznaljuk, de mig a Jacobi-iterdciéndl xo = (0,0) kez-

déérték utdn az x = % = %, y = % = % értékek kovetkeztek, a

Gauss —Seidel-iteraciénal a masodik egyenletben 0 helyett mar az els6
1

egyenletben kiszamolt x = % értéket helyettesitjiik, azaz y = 225+8 = %.

A tovébbi értékeket egy tablazatban adjuk meg de tgy, hogy jelezziik
a kiszamitas sorrendjét:

Xp X1 X2 X3 X4

X 0 05 0.95 0.995 1.000
y o 1.8 1.98 1.998 2.000

Hasonlitsuk ¢ssze az eredményt a Jacobi iterdciondl készitett tablazat-
tal. O

Mindkét iteraci6 jol szemléltethet6 a 2-ismeretlenes esetben. A 2.14. és
a 2.15. dbrak ezt mutatjdk. Ha pontosan szdmolunk, végtelen sok pon-
tot kapunk, az dbrdk csak néhdny pontot mutatnak.

Az iterdcick konvergencidja A fenti példakbol nem latszik, hogy vajon
a Jacobi- és a Gauss —Seidel-iteraci6k mindig konvergélnak-e.

2.58. PELDA (DIVERGENS ITERACIO). Oldjuk meg Jacobi- és Gauss—
Seidel-iterdcidval a kovetkez0 egyenletrendszert:

x—y=2
2x—y =25
MEGoLDAs. Alakitsuk at az egyenletrendszert:

x= y+2
y=2x-5

El6szor probalkozzunk Jacobi-iteraciéval:

Xp X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

X o 2 -3 1 -9 -1 -21 -5 -45
y o -5 -1 -11 -3 23 -7 47 -15

Ugy tlinik, nem konvergens a vektorsorozat, mint ahogy nem ttinik
annak a Gauss —Seidel-iterdciénal sem:

X0 X1 X2 X3 X4
X o 2 1 -1 -5 -13
y O -1 -3 -7 -15 -31

% z

A divergencia leolvashat6 az iterdciokat szemléltets dbrakrol is! O
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2.59. DEFINTCIO (SORONKENT DOMINANS FOATLOJO MATRIX). Azt
mondjuk, hogy az n X n-es A mdtrix soronként (szigortian) dominans
féatloval rendelkezik, vagy soronként (szigortian) dominans f64tl6ja,
ha a fodtlo minden eleme abszoliit értékben nagyobb a sordban lévd tobbi
elem abszoliit értékeinek dsszegénél, azaz képletben

la11] > laa| + ...+ lau—1| +  |a1a]

lan| > |ag| +... 4 a1+ |aza]

lan—1,n-1] > |an—11] + |@n-12| + ... + [an—1,n
|ann| > |’1n1|+ |‘1n2| +.oF |an,n—1|

Hasonléan definidlhat6é az oszloponként domindns f6atléju matrix
is.
Vildgos, hogy az aldbbi matrixok soronként dominéans f6atléjaak:

1 25 25 25

2 1 -0 12 2 00 25 1 25 25
0 1|’ 1100 3|, |0 =3 0, |50 o]
1 -2 10 0 0 -5 - :

25 25 25 1

Az aldbbi matrixok nem soronként dominans f6atléjaak, de sorcserék-
kel azz4 tehettk:

25 25 25 1

0 1 -1 -2 10 0 -3 0 1 25 25 .25
S e U D (U | R (P
1 10 -3 2 0 0 - '

25 1 25 25

Az aldbbi egyenletrendszer egyiitthatématrixa soronként dominans f6-
atlojac

dx— y= 11

2x — 5y = =17

2.60. TETEL (ELEGSEGES FELTETEL AZ ITERACIOK KONVERGENCIAJARA).
Ha az n eqyenletbdl dll6 n-ismeretlenes egyenletrendszer egyiitthatomdtrixa

soronként domindns fédtlojii, akkor barmely indulévektor esetén a Jacobi- és
a Gauss — Seidel-iterdcid is konvergens.

E tételt nem bizonyitjuk. Megjegyezziik, hogy a tételbeli feltétel
nem sziikséges, csak elégséges, azaz olyan egyenletrendszeren is kon-
vergens lehet valamelyik iterdcié, melynek nem dominans {6atl6ji az
egyiitthatomatrixa. Hasonl6 tétel igaz oszloponként dominans f64tléju
egytitthatématrixok esetén is.

A domindns f64tl6ji métrixokon a Gauss —Seidel-iterdci6é sosem las-
sabb, mint a Jacobi-iterdci6, s6t, gyakran érezhet6en gyorsabb. Az
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viszont el6fordulhat, hogy a Gauss—Seidel-iterdcié divergens, mig a
Jacobi-iterdcié konvergens (ld. 2.24. feladat).

A gyakorlatban ezeknek az iterdcioknak kiilénb6z8, hatékonyabb
javitasait haszndljdk. E témaban az olvasé figyelmébe ajanljuk a ,nu-
merikus médszerek” téméban irt konyveket, web-oldalakat.
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Feladatok

Jacobi-iterdcio
2.23. Oldjuk meg a

4x— y= 8
2x -5y = -5

egyenletrendszert Jacobi-iterdciéval! Szamoljunk 3, majd 4
értékes jegyre!

Vegyes feladatok

2.24" JACOBI-ITERACIO  KONVERGAL, GAUSS — SEIDEL-
ITERACIO NEM [rjunk programot annak az &llitdsnak az
ellen6rzésére, hogy a

x + z=0
—x+5/6y =0
x+ 2y-3z=1

egyenletrendszeren a Jacobi-iterdcié konvergal, a Gauss—
Seidel-iteracié nem.

2.25. (GAUSS-ELIMINACIO DOMINANS FOATLOJU MATRIXON
Bizonyitsuk be, hogy ha az A matrix féatléja soronként
domindns, akkor végrehajthato rajta a f6elemkivélasztasos
Gauss-eliminaci6 sorcsere nélkiil!

2.26. AZ ITERACIOK SZEMLELTETESE A A varosbdl elindul
egy A jelli vonat a B varos felé, vele egyidében a B véros-
bol egy B jelti A felé. A B vonat induldsaval egyidében a B
vonat orrardl elindul egy légy is A felé, de amint taldlkozik

az A vonattal megfordul, és addig repiil, mig a B vonattal
nem taldlkozik, amikor ismét megfordul, stb. Mindharmuk
sebessége konstans, de a légy sebessége nagyobb mindkét
vonaténal.

1. Egy tdbldzatban megadjuk mindkét vonat tavolsdgat az
indulési hely{ikt6] km-ben mérve azokban a pillanatok-
ban, amikor a légy épp a B vonattal taldlkozik.

(x0,y0) (x1,¥1) (x2,42) (x3,43)

x: tavolsdg A-t6l o 40 48 49.6
y: tavolsag B-t61 o 8o 96 99.2

Szamitsuk ki a tablazat egy-két tovabbi oszlopét!

2. Milyen messze van A varos B-t6], ha a légy sebessége
200 km/h?

3. Most egy masik tdbldzatban megadjuk annak a vonat-
nak a tdvolsagat az induldsi helyétsl, amelyik épp talal-
kozik a léggyel:

Yo X1 Y1 X2 Y2 X3 Y3
x: tavolsdg A-t6l 30 46 49.2
y: tavolsag B-t6l o 8o 96 99.2

Szamitsuk ki a tablazat egy-két tovabbi oszlopat!

4. Milyen messze van A varos B-t6l, ha a légy sebessége
200km/h?

5. Mi koze van e feladatnak a Jacobi- és a Gauss—Seidel-
iterdcidhoz?
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Megolddsok

2.1. Ide a megoldést!
2.2. a) igen, b) igen, c) nem, d) igen, e) igen, f) nem.

2.3. Kénnyen lathat6, hogy mindkét egyenletrendszer
egyetlen megolddsa: x = 2, y = 1, tehat a két egyenlet-
rendszer ekvivalens.

2.4. Az els6 egyenletrendszer nem oldhaté meg a 0 = 3
alakt egyenlet miatt, de a madsodik sem, hisz nincs olyan x
és y, melyre x +y =2 és x +y = 7 lenne, hisz 2 # 7.

2.5. Behelyettesités utan mindkét egyenlet 0 = 0 alakd,
amit tetsz6leges x és y kielégit, igy az dsszes (x, y) szampar
megolddsa az egyenletrendszernek.

2.6. x =1, y tetsz6leges, azaz az dsszes (1,y) alaka szam-
pér megoldas.

2.7. A masodik egyenlet behelyettesités utdn 0 = 1 alakd,
igy az egyenletrendszernek nincs megoldasa.

28. x =1,y =2,azaz (x,y) = (1,2) az egyetlen megoldas.

2.10. a4) A sormodellben két metsz6 egyenest kell megraj-
zolni (y = 7/3x —2/3x, y = —2+ 3/2x), melyek a (2,1)
pontban metszik egymdst, mig az oszlopmodellben a (2, 3),
a (3, —2) vektorokat és azok linedris kombindaciGjaként el6-
allitott (7,4) = 2(2,3) + (3, —2) vektort!

b) A sormodellben két parhuzamos egyenest kell meg-
rajzolni, mig az oszlopmodellben a (2,3) és a (4, 6) vekto-
rokat, melyek egy egyenesbe esnek, és semmilyen linedris
kombindciéjuk sem adja ki a (3,4) vektort!

2.11. A hdrom sik kozil semelyik kettd6 nem pérhuza-
mos, masrészt a normalvektorai egy sikba esnek, ugyan-
is 2(1,1,2) + (1,2,4) = (3,4,8). Ez azt jelenti, hogy van
olyan vektor, mely mindhdrom sikkal parhuzamos. Az el-
s6 esetben a hdrom sik egy egyenesen megy at, mivel van
a sikoknak kozos pontjuk, pl. a (3,0,0) pont, igy végtelen
sok megoldésa is van, mig a masodik esetben a sikoknak
nincs k6z6s pontjuk.

Az egyenletrendszerek ekvivalensek a kovetkezé vek-
toregyenletekkel:

1 1

® B N
N
Il
O W W
© B N
N
Il

1 1
x+ |2l y+ x+ |2l y+
3 4 3 4

Itt a kozos egytitthatématrix minden oszlopvektora benne
van a

2x+y—z=0
egyenlett(i sikban, (ez konnyen ellenérizhet6 a vektorok ko-
ordinatainak a sik egyenletébe val6 helyettesitésével), és ki

is feszitik a sikot, mert a harom vektor nem kollineéris.
Maésrészt a (3,3,9) vektor is benne van e sikban, a (3,3,1)
vektor viszont nem. Tehat az els6 egyenletrendszer meg-
oldhat6, a masodik nem.

2.12. A sormodell szerinti dbra az a) esetben 3 sikbeli egye-
nest tartalmaz, melyek kozt van két parhuzamos, igy az
egyenletrendszer nem oldhat6 meg. A b) esetben a harom
egyenes egy ponton megy at, ez a megoldds: x =2,y = 1.
A c¢) esetben ugyan nincsenek parhuzamos egyenesek, de
nincs k6zos pontjuk sem, igy az egyenletrendszer nem old-
hat6é meg. Az oszlopmodell szerint az a)

x+ y=3
x+ y=4
x+2y=4

egyenletrendszer ekvivalens a kovetkezovel:

3
y= |4].
4

N = =

1
1| x+
1

Az (1,1,1) ésaz (1,1,2) vektorok benne fekszenek az x = y
egyenlet(i sikban, mivel els6 két koordindtdjuk megegye-
zik, ezért minden lineéris kombindciéjuk is ebbe a sikba
esik. A (3,4,4) vektor viszont nem esik e sikba, igy fiigget-
len az el6bbi kett6ts], tehat nem 4ll el azok lineéris kom-
bindciéjaként. Vagyis ez az egyenletrendszer nem oldhat6
meg. A b) és c) egyenletrendszerekben a bal oldali két vek-
tor, az (1,1,1) és az (1,2,3) az x — 2y + z = 0 egyenletii
sikban van, melyben a (3,4,5) vektor benne van, mig a
(3,3,5) vektor nincs benne, tehat b) megoldhato, c) nem.

2.13. a) hamis, az 4llitds csak tgy igaz, ha a parhuzamos
hipersikok kiilonbozéek is (két azonos hipersikot parhu-
zamosnak tekintiink), b) hamis, példaul a 2.9. (@) dbran
lathat6 esetben nincsenek parhuzamos sikok, és mégsincs
megoldas, c) igaz, mert akkor a jobb oldalon 4ll6 barmely
vektor kifejezhetd e két kétdimenziés vektor linedris kom-
bindcidjaként, tehat az egyenletrendszer megoldhato.

2.14.

a) Egy két egyenletbdl all6 haromismeretlenes egyenlet-
rendszer sormodellje szerinti 4bra a haromdimenziés
térben két darab sikbél all, melyek ha parhuzamosak,

. de nem azonosak, akkor az egyenletrendszernek nincs
megoldasa, egyébként megoldasainak szama végtelen.
Oszlopmodellje a kétdimenzios térben négy darab vek-
torb6l all (hdrom linearis kombindciéja a negyedik).

b) Egy hidrom egyenletbdl 4ll6 kétismeretlenes egyenlet-
rendszer sormodellje szerinti dbra a kétdimenzids tér-
ben hirom egyenesb®l all, mig az oszlopmodellje a ha-
romdimenziés térben harom darab vektorbdl.
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c¢) Egy négy egyenletbdl &ll6 Otismeretlenes egyenlet-
rendszer sormodellje szerinti dbra az 6tdimenzids tér-
ben négy darab hipersikbdl &ll. Oszlopmodellje a
négydimenzids térben hat darab vektorbél 4ll.

2.15. a) Igaz, ez a szdm megegyezik a f6elemek szdmaval.
b) Igaz, ez a szam megegyezik a féelemek szamaval. c¢) Ha-
mis, van 1épcss alakja minden métrixnak, de csak a redu-
kélt 1épcs6s alak egyértelmii. d) Hamis. e) Igaz.

2.16. a) Igaz. b) Hamis, az egyenletrendszer megoldhato-
sdga nem fligg az egyenletek szamatdl. Az ismeretlenek
szamdnal akar kevesebb, akar tobb egyenletbdl allé rend-
szer akar konzisztens, akdr inkonzisztens is lehet. c) Igaz.
d) Igaz, a nullvektor mindig megoldas.

1 0 1 0 —1]
217. |0 1 0 1 2
0000 0
1 0 0 0 0]
218. |10 1 0 1 2
0010 -1

2.19. Igen, mindkettének (x,y,z) = (1,2,3) az egyetlen
megoldasa, azaz megoldashalmazaik megegyeznek.

2.20. Igen, mindkett6 b&vitett egytitthatématrixdnak redu-
kalt 1épcs6s alakja a zérussor nélkiil

1 0 -08 1.8
01 —-1.2

22

2.21. a)Igen. b)Nem.

2.22. Az S; <> §j miivelet eredményét dSnmaga visszadllitja,
az cS; miiveletét %Si, és az S; + ¢S miiveletét S; — cS;.

2.23. Legyen xg = (0,0). Az iterdci6 képletei:

x_y+8 _ 2x+5
T YT s

Az iteréci6 lépéseinek tdblazata 3 értékes jeggyel szdmolva:

Xp X1 X2 X3 X4 X5 X6
X 0 2 225 245 248 250 250
y o 1 1.80 1.90 1.98 1.99 2.00

Az iterdci6 lépéseinek tablazata 4 értékes jeggyel szdmolva:

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8
X o 2 225 245 2475 2495 2498 2500 2.5
y o 1 180 190 1980 1990 1.998 1.999 2.0

2.25.

2.26. A Jacobi-iterdcié szerinti médon, a vonatok valame-
lyikének és a légynek a k-adik taldlkozédsdbdl kiszamitva
a k + 1-edik taldlkozasra jellemzé tavolsdgokat, az xx 1 =
ayg + b, yx+1 = cyx + d egyenletekre jutunk. Az els6 tébla-
zat adatait behelyettesitve, és a, b, ¢ és d értékre megoldva
az
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Megoldhatdsig és a megolddsok tere

E fejezetet az egyenletrendszer megolddsainak jellemzésére szanjuk.
Ennek soran megismerkediink az altér fogalméval és a veliik végez-
het6 legegyszertibb mtiveletekkel. Végiil megmutatjuk, hogy minden
konzisztens linedris egyenletrendszer origéhoz legktzelebbi megolda-
sa az egyetlen, mely a sortérbe esik, és barmely két megolddsanak
kiilonbsége merdleges ra.

Homogén és inhomogén egyenletrendszerek megolddsai

Az el6zbekben a megolddsok megtaldldsdnak modszereit tanulmdnyoztuk. E
szakaszban a megoldhatdsdg kérdését és a megolddsok halmazdnak legfonto-
sabb tulajdonsdgait vizsgdljuk. A vizsgdlatokban a linedris egyenletrendsze-
rek mindkét geometriai interpretdcidja fontos szerepet kap.

Kotott vdltozok szdma, mdtrix rangja A redukdlt 1épcs6s alak egyér-
telmiiségének egy nyilvanval6, de fontos folyomanya az aldbbi ered-
mény:

3.1. KOVETKEZMENY (FOELEMEK 0SzLOPAI). EgQy valds mdtrix barmely
lépcsOs alakjdban a fGelemek ugyanazokban az oszlopokban vannak, tehdt
ezek szdma is fiiggetlen a lépcsds alaktol.

A bizonyitas azonnal adédik abbdl, hogy barmely 1épcs6s alak f6-
elemeibdl kapjuk a redukalt 1épcs6s alak vezéregyeseit, igy barmely
lépcsés alak féelemei ugyanott vannak, ahol a vezéregyesek, a redu-
kalt 1épcs6s alak pedig egyértelm.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy barmely valds matrix esetén

barmely 1épcsds barmely 1épcsds a redukalt 1épcsés
alak féelemeinek |=| alak nemzérus |=| alak vezéregye-

szama sorainak szdma seinek szdma.
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Ez a kovetkez6 definicidhoz vezet.

3.2. DEFINICIO (MATRIX RANGJA). Egqy midtrix valamely lépcsGs alakjd-
ban a nemnulla sorok szdmdt a mdtrix rangjanak nevezziik. Az A mdtrix
rangjit r(A) jeloli.

3.3. PELDA (MATRIX RANGJANAK KISZAMITASA). Szdmitsuk ki az aldbbi
mdtrixok rangjdt!

2 3 3 21
0 0" (0 0 4|

MEGOLDAS. Az els6 és masodik matrix 1épcsés alakd, rangjuk azonnal

_ = =

—_

|

—_

|

—_
(I )
_= O O =
_ o O =
O Rk Rk O

-1 -1 1

leolvashaté: 1 és 2. A harmadik és negyedik matrix elemi sormtivele-
tekkel

1 1 1 1 1 0 0 1
0 -2 0 — ) 0110
, illetve
0 0 -2 00 0O
0 0 0 —4 00 00O
alakra hozhato, tehat a rang 4, illetve 2. O

3.4. ALLITAs (KOTOTT ES SZABAD VALTOZOK SZAMA). Ha egy n-ismeret-
lenes egyenletrendszer megoldhato, és egyiitthatomdtrixdnak rangja r, akkor
a Gauss- vagy a Gauss—Jordan-mddszerrel kapott megolddsdban a kotott vdl-
tozok szdma r, a szabad vdltozék szdma n — r.

» Megjegyezziik, hogy egyel6re csak annyit latunk, hogy ha az egytitt-
hatématrix és a bévitett matrix rangja r, akkor az egyenletrendszer-
nek van olyan megolddsa, amelyben a kotott valtozok szdma r, a szabad
valtozoké n — r, és egy ilyen megoldds megkaphat6é a Gauss- vagy a
Gauss-Jordan-médszerrel. Arrél még nem tudunk semmit, hogy a
véltozok sorrendjének felcserélésével, vagy mas megoldasi médszerrel
nem kaphatunk-e mds megoldast. A kovetkezd fejezetben be fogjuk
latni, hogy a kotott és szabad valtozok szdma fiiggetlen a valtozok
sorrend;jétdl, s6t a megoldds modszerétdl is.

» Példaul a

O = = R

1
1
1
0

o O O -
o O O -
S O = =
O O = =
S O = =
S O = =

kibovitett matrixhoz tartoz6 egyenletrendszerben 3 a kotott és 4 a sza-
bad véltozok szama.
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Egyenletrendszer megoldhatésigdnak feltétele Tudjuk, hogy egy linedris
egyenletrendszer pontosan akkor nem oldhaté meg, ha a bévitett mat-
rix 1épcsés alakjanak van olyan sora, melyben csak a legutolsé elem
nem nulla. Ez ugyanis egyenletté visszairva 0 = c alakd, ahol ¢ # 0,
és ennek az egyenletnek nincs megoldasa. Ez viszont azt jelenti, hogy
ilyenkor a b&vitett matrix rangja nagyobb az egytitthatématrix rangja-
nal. E megéllapitds azonnali kovetkezménye a kovetkezd tétel.

3.5. TETEL (A MEGOLDHATOSAG MATRIXRANGOS FELTETELE). Legyen

egy n-ismeretlenes linedris eqyenletrendszer egyiitthatomdtrixa A, a kons-

tans tagokbél dll6 vektora b.

1. Ez az egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha egyiitthaté-
mdtrixdnak és bovitett mdtrixdnak rangja megegyezik, azaz

r(A) =r(Alb).

2. Ez az egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg egyértelmtien, ha
egyiitthatomdtrixdnak és bévitett mdtrixdnak rangja megegyezik az is-
meretlenek szdmdval, azaz

r(A) =r(Alb) = n.
BrzonvyiTAs. Az egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha b6-
vitett matrixdnak 1épcs6s alakjdban nincs olyan sor, melynek csak az
utols6 eleme nem 0. Ez épp azt jelenti, hogy r(A) = r(A|b).

A masodik allitds abbol kovetkezik, hogy az egyenletrendszer akkor
oldhaté meg egyértelmtien, ha megoldhatd, és nincs szabad véltozdja,
vagyis az egyiitthatomatrix rangja megegyezik az ismeretlenek szdma-
val. O

Az el6z6ekbdl az is adddik, hogy egy linedris egyenletrendszernek
pontosan akkor van egynél tobb megoldasa, ha

r(A) =r(A|b) < n.

(Miért nem lehet r(A) > n?)

Egy valds egyiitthatés egyenletrendszernek csak tgy lehet egynél
tobb megolddasa, ha van szabad valtozéja. Viszont, annak minden érté-
kéhez egy-egy masik megoldas tartozik, vagyis ekkor az egyenletrend-
szernek végtelen sok megoldasa van. Igy, ha A valés matrix, akkor a
megoldasok szdma, a két rang és az ismeretlenek szama kozt a kovet-
kez6 a kapcsolat:

Feltétel Megoldéasok szama
r(A) < r(Alb) 0
r(A) =r(Alb) =n 1

r(A) =r(Alb) <n 0o

119
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Ha az egyenletrendszer homogén linedris, azaz mindegyik konstans
tag 0, akkor az elemi sormfiveletek kézben a bévitett matrix utolsé osz-
lopaban minden elem 0 marad, igy ebben az oszlopban biztosan nem
lesz féelem. Eszerint a homogén linedris egyenletrendszerek mindig
megoldhatok, hisz ekkor a r(A) = r(A|b) dsszefliggés mindig fonnall.
A megoldhatésdg persze e feltétel ellendrzése nélkiil is latszik, hisz
az x1 = xp = --- = x, = 0 mindig megoldds! Mivel r(A) megegye-
zik a redukalt 1épcsés alak féelemeinek szdmaval, ezért r(A) < m és
r(A) < n is fénndll, ahol m az egyenletek, n az ismeretlenek szdma.
Igy viszont m < n esetén r(A) = n nem éllhat fonn, tehat a homogén
linedris egyenletrendszernek van az x = 0 vektoron kiviil is megolda-
sa. Ezzel bizonyitottuk az alabbi tételt:

3.6. TETEL (HOMOGEN LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDHATOSA-
GA). Az A egyiitthatomdtrixii homogén linedris egyenletrendszer mindig
megoldhaté, mert a nullvektor — az iin. trividlis megoldds — mindig meg-
oldds. Pontosan akkor van nemtrividlis, vagyis a 0-vektortdl kiilonbozo
megolddsa is, ha

r(A) <mn,

ahol n az ismeretlenek — azaz A oszlopainak — szdmdt jeloli. Specidlisan,
az m egyenletbdl dllo homogén linedris eqyenletrendszernek m < n esetén
mindig van nemtrividlis megolddsa.

Val6s egytitthatés homogén linedris egyenletrendszerekre az el6z6
tabldzat a kovetkez6 alakot olti:

Feltétel =~ Megoldasok szdma

r(A) =n 1
r(A) <mn o0

3.7. PELDA (EGYENLETRENDSZER MEGOLDASAINAK SZAMA). Az a para-
méter mely értékei mellett van az aldbbi egyenletrendszernek O, 1, illetve oo
sok megolddsa?

X1+ xp+axz3=1

X1 +axy+ x3=a
ax|+ X+ X3=€lz

MEGoLDAs. Hozzuk a bévitett matrixot 1épcsés alakra:

1 1 a| 1| S$2-5 |1 1 a 1

1a 1]a| 2200 a-1 1-a|a—1]|22
a 1 1|42 0 1—a 1—a%|a?—a
11 a 1

0 a—1 1—a a—1

0 0 —(@a-1(@+2)|(a+1)(a—-1)
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Lathatd, hogy a = 1 esetén az utols6 két sorban minden elem 0, tehat
az egyiitthatématrix és a bovitett matrix rangja is 1, igy az egyenlet-
rendszer az x1 + xo + x3 = 1 egyenlettel ekvivalens. Ennek megoldésa:
(x1,x2,x3) = (1 —s —t,s,t), azaz oszlopvektor alakba irva:

X1 1 -1 -1
x| = (0| +s| 1 |4+¢t] 0
X3 0 0 1
Ha a = -2, akkor az egytiitthatomatrix rangja 2, a bovitett matrix

rangja 3, tehat az egyenletrendszer nem oldhaté meg (az utols6 sor
egyenletté visszairva 0 = 3 alakdl). Minden egyéb esetben, azaz ha
a #1ésa# —2, akkor a két rang 3, ami megegyezik az ismeretlenek
szdmaval, tehat egyetlen megoldds van. Ez ki is fejezhet6:

(a+1)? 1 Ca+1

X1 = tl+2 , Xy = X3 = a+2. 0O

Homogén linedris eqyenletrendszer megolddsai  Tekintsiink egy tetszéle-
ges homogén linedris egyenletrendszert. Mint a 3.6. tételben lattuk, ez
biztosan megoldhato, és a megolddsok halmazdban a nullvektor benne
van. Mit mondhatunk a megolddsok halmazardl, ha tobb megoldasa
is van a homogén egyenletrendszernek?

3.8. ALLITAs (MEGOLDASOK LINEARIS KOMBINACIOJA). Egy homogén
linedris egyenletrendszer megolddsainak bdrmely linedris kombindcidja is
megoldds.

BrzonvyiTAs. Elég az 4llitdst két megolddsra bizonyitani. Jeldlje aj,
ay,...,a, az egyenletrendszer egytitthatématrixdnak oszlopvektorait.
Legyen x = (x1,X2,...,Xn) ésy = (y1,Y2,---,Yn) két tetsz6leges meg-
oldés, azaz
ajx;i+ax;+...+ax;, =0
ajy; +axyr +...+agyy, =0,
és ¢, d legyen két tetszleges skaldr. Megmutatjuk, hogy ekkor cx 4 dy
is megoldds, ugyanis
a1 (cxy +dyr) + az(cxp +dyn) + ... + an(cxy, + dyy)
=(caix1 +dajyy) + (capxy +dagys) + ... + (canx, + dayyy)
=c(ajx1 +apxp + ...+ apxy) +d(aryr + agyn + ... + anyy)
=0+0=0.
azaz cx + dy is megoldas. Ez bizonyitja allitasunkat.

E bizonyitas az oszlopmodellre épiilt, de hasonléan egyszerti bizo-
nyitas adhat6 a sormmodellben is (1d. 3.6. feladat). O
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Altér Az, hogy vektorok egy H halmaza olyan, hogy a H-beli vek-
torokbdl képzett linedris kombindciék is mind H-ban vannak, azzal
ekvivalens, hogy barmely H-beli vektor skaldrszorosa és barmely két
H-beli vektor dsszege is H-beli (Id. a ?? feladatot). Masként fogalmaz-
va: a vektorok skaldrral val6 szorzédsa és a vektorok tsszeaddsa nem
vezet ki H-bol

Az R" tér ilyen tipust részhalmazai igen fontosak. Példaul a sik-
ban egy origén atmend egyenes vektorai (az egyenes pontjaiba mutaté
helyvektorok) ilyenek. Hasonl6képp, a térben barmely origén atme-
n6 sik vagy egyenes vektorai ilyenek (Id. a 3.1. dbra). Ez a kovetkezd
definici6hoz vezet.

3.9. DEFINICIO (ALTER). Az R" tér vektorainak olyan részhalmazdt, mely
zdrt a vektorok skaldrral val6 szorzdsdnak és a vektorok dsszeaddsinak mii-
veletére, az R" alterének nevezziik. Képlettel kifejezve: a H C R" vektor-
halmaz R" altere, ha

1. u,v € Hesetéen u+v € H,

2. u€ H,ésc € Resetén cu € H.

Az R? vagy az R? altereit konnyen tudjuk szemléltetni, ahogy azt
a 3.1. dbrén is tettiik. De hogyan szemléltethet6k IR" alterei? Természe-
tesen itt csak egy leegyszertisit6, az elemibb Osszefliggések szemlélte-
tésére haszndalhat6 dbrazolds johet széba. A Venn-diagramok példéjat
kovetjiik: az 4brdzolds alakjdnak nem ,hasonlitania” kell az abrazolt
dologra, csak tudnunk kell, hogy annak melyik tulajdonsdgat hogyan
szemlélteti. Vektorterekre a levéldiagramot fogjuk hasznalni. Ez egy
egyszer(i levélforméval szemlélteti a teret, melynek a levél szdrdnal
1évé tove jelzi a nullvektort. Az altereket olyan kisebb levelek szemlél-
tetik, melyek tove — azaz a nullvektor — kozos (Id. 3.2. dbra). A levelek
fels6 csticsaba a tér nevét vagy dimenzidjat irhatjuk.

Felsoroljuk az alterek néhdny egyszertien belathat6 tulajdonsagat:

» Minden altérnek eleme a nullvektor, hisz ha egy x vektor eleme az
altérnek, akkor —x is és e két vektor sszege is, azaz x + (—x) = 0.
(Bizonyithatunk gy is, hogy barmely altérbeli vektorral egytitt annak
0-szorosa is, vagyis a 0-vektor is eleme az altérnek.)

» Minden vektortér maga is altér, hisz barmely két vektordnak sszes
linedris kombin&cidjét is tartalmazza.

» A nullvektor 6nmagdaban alteret alkot, ez a zérustér, amit Z jelol. A
nulltér kifejezést masra haszndljuk, ne keverjiik 6ssze. A zérusteret és
a teljes teret szokas trividlis altereknek nevezni (Id. 3.3. dbra).

» Altér altere is altér (1d. 3.4. abra).

» Két altér metszete is altér. Ha U/ és V egy vektortér két altere, és VWV
a kozos résziik, akkor YV nem tires, hisz a nullvektor benne van. Mas-
részt barmely két x,y € W vektor sszes linedris kombindciéja benne
van U-ban és V-ben is, igy metszetiikben is. Alterek metszetére is a N

a)

b)

3.1. dbra: a) Egy origén dtmend egye-
nes barmely vektordnak konstansszoro-
sa és barmely két vektoranak Osszege az
egyenesbe esik, b) egy origén dtmend sik
barmely vektordnak konstansszorosa és
barmely két vektoranak Osszege a sikba
esik.

0

3.2. dbra: Egy W vektortér és annak U/
és V alterei, valamint a mindannyiukban
kozos nullvektor

z =10}

3.3. dbra: Egy W vektortér két trivilis
alterével: az egyik maga 1V, a maésik a
nullvektort tartalmazé Z tér
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jelet hasznédljuk, tehét az el6bbi alterekre &/ NV = W (1d. 3.5. dbra).

» Az el6z6 gondolat tetszbleges szdmu altérre is megismételhetd, te-
hat egy vektortér tetszbleges szdmu alterének kozos része is altér. Az
alterek szdma végtelen is lehet.

> Két altér egyesitése csak akkor altér, ha egyik altere a mdsiknak.
Példaul a térben egy origén atmend egyenes vektorait és egy origén
atmend sik vektorait egyesitve csak akkor kapunk alteret, ha az egye-

nes a sikba esik.

Ha U/ és V ugyanannak a vektortérnek az alterei, akkor az egyesi-
tésiik altal generdlt alteret U + V-vel jeldljiik, és a két altér osszegének
nevezziik.

3.10. ALLITAS (ALTEREK OSSZEGE). Ha Ul és V a W altér két altere, akkor
az egyesitésiik dltal generdlt U 4V altér pontosan azokbdl a vektorokbél dll,

7”2

melyek egy U- és egy V-beli vektor dsszegeként elddllnak.

7z

BizonviTAs. Ha x egy U + V-beli vektor, akkor el64ll néhdny U/- és V-
beli vektor linedris kombindciéjaként. De a linedris kombindcié U/-beli
vektorokat tartalmazo része egy Uf-beli u vektort ad, mig a tobbi egy
V-beli v vektort, igy x = u 4 v. Forditva vildgos, minden u + v alakt
vektor U- és V-beli vektorok linearis kombinacidja, tehat benne van
U + V-ben. O

Szemléltetésiil: ha példaul W = R3, és U és V egy-egy egymastol
kiilonboz6 1-dimenzids altere, akkor az egyesitésiik altal generalt 2-
dimenzids altérbe pontosan azok a vektorok tartoznak, melyek egy
U-beli u és egy V-beli v vektor dsszegei (Id. 3.7 dbra).

3.11. PELDA (ALTER). Alteret alkotnak-e az aldbbi vektorhalmazok R3-
ben?

. {(vyz2)[x=y 2=y},
2. {(s+2t,s—1,25+1t)|s,teR}.

MEGOLDAS. Az els6 halmaz nem altér, mert nem elégiti ki a definici-
Obeli feltételeket. Példaul az (1,1,1) vektor benne van e halmazban,
azonban kétszerese nem, mert nem elégiti ki a z = xy egyenléséget!

A masodik feladatban szereplé halmazban nincs benne a nullvektor,
ugyanis az s +2t = 0,5 — 1 = 0, 25 + t = 0 egyenletrendszernek nincs
megoldasa, igy ez a halmaz sem alkot alteret! O

Hamarosan latni fogjuk, hogy IR? alterei az aldbbiak:
1. a zérusvektorbdl 4llé egyelem(i halmaz,
2. egy origbn dtmend egyenes Osszes vektora,
3. a sik Osszes vektora.
R3 alterei:
1. a zérusvektorbdl all6 egyelem{i halmaz,
2. egy origén atmend egyenes Osszes vektora,

0

3.4. dbra: Altér altere is altér

W

3.5. dbra: Alterek metszete is altér, de
az megeshet, hogy ez a metszet csak az
egyetlen nullvektorb6l all6 zérustér.

0o

3.6. dbra: Két altér egyesitése csak akkor
altér, ha egyik a masik altere

u+v

3.7. dbra: U + V barmely vektora el6all
u + v alakban
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3. egy origbén atmend sik Osszes vektora,
4. a tér osszes vektora.

Mivel egy egyetlen n-ismeretlenes egyenletbdl 4116 egyenletrendszer
megoldashalmaza egy IR"-beli hipersik, ezért az origén dtmend hiper-
sikok is alterek. Lassunk tovabbi példdkat! A 3.8. 4llitas az altér fogal-

PR

mat hasznalva a kovetkezs alakot olti:

3.12. ALLITAs (MEGOLDASOK ALTERE). Egy n-ismeretlenes homogén li-
nedris egyenletrendszer megolddshalmaza alteret alkot R"-ben.

3.13. DEFINICIO (NULLTER). Az A egyiitthatomdtrixii homogén linedris
egyenletrendszer megolddsainak alterét az A mitrix nullterének nevezziik
és N (A)-val jeloljiik.

Kérdés: altalaban hogyan adhatjuk meg IR" egy tetszOleges alterét?

Kifeszitett altér A homogén linedris egyenletrendszer dsszes megolda-
sat néhany vektor linedris kombindci6jaként allitottuk el6. A megol-
dasok alterét tehat , generalja” vagy geometrikusabb széhasznalattal
,kifesziti” néhdny megoldasvektor. Erre utal a kovetkez6 definici6.
Azt, hogy az altér sz6t a definicidban hasznalhatjuk, a rakovetkez6
allitas bizonyitja.

3.14. DEFINfCIO (KIFESZITETT ALTER). A vy, Vo,..., Vi € R" vektorok
0sszes

C1V1 + C2Vvp + ...+ Ci Vi

alakii linedris kombindcidjdt a vy, vy,.. ., vy vektorok dltal kifeszitett altér-
nek nevezziik, és span(vy, vy, . .., vy)-val jeloljiik. Képletben:

span(vy,vy,...,vg) = {c1vi +covo+ ...+ Vi e, ..., € R |

Valéban, az elnevezés jogos:

3.15. ALLITAS (A KIFESZITETT ALTER ALTER). A v, Vp,..., Vi € R”
vektorok dltal kifeszitett span(vy, vy, ..., Vi) vektorhalmaz R" egy altere.

BrzonvyiTAs. Be kell latni, hogy span(vy, vy, ..., Vi) barmely vektora-
nak skaldrszorosa és barmely két vektoranak Osszege is ide tartozik.
Legyen

u=oc1vi+ovy+...+ vy, és v=divy+dovy+...+dpvy

a span(vy, vy, ..., vi) két tetszGleges vektora, és legyen x € R tetsztle-
ges valos. Ekkor

xu = (xc1)vy + (xc2)vo + ... + (xcp) v € span(vy, v, ..., Vi),
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u+v=_(c;+d)vi+...+ (cx +dp)vy € span(vy,va,...,Vk). 0O
3.16. PELDA (NULLTER). Hatdrozzuk meg az

1 1
1 1
3 3

NN DN

1
3
7

o W N

mdtrix nullterét. Keressiink véges sok olyan vektort, melyek kifeszitik e teret!

MEGOLDAS. Az adott matrix a 2.38. példabeli homogén linedris egyen-
letrendszer egyiitthatomatrixa. A homogén linedris egyenletrendszer
megoldashalmaza épp a nulltér vektoraibdl 4116 halmaz. A nulltér vek-
torai tehat

X1 —2s—%t—u -2 —% -1
X7 s 1 0 0
x3| = — It =s| Ol +t|-3|+u|l 0
X4 0 1 0
X5 u 0 0 1

alakba irhat6k, amibdl leolvashato, hogy e teret a megolddsban meg-
adott harom vektor fesziti ki. O

Az inhomogén linedris egyenletrendszer megolddsai Az inhomogén line-
dris egyenletrendszer megoldédsai nem alkotnak alteret. Legegysze-
riibben ez onnan latszik, hogy a zérusvektor minden altérnek ele-
me, viszont egyetlen inhomogén egyenletrendszernek sem megolda-
sa! Ugyanakkor az inhomogén linedris egyenletrendszer és a hozza
tartoz6 homogén egyenletrendszer megoldasai kozt egy igen fontos
kapcsolat van.

3.17. TETEL (HOMOGEN ES INHOMOGEN EGYENLETRENDSZER MEGOL-
DASAI). Az inhomogén linedris [A|b] mdtrixii egyenletrendszer dltaldnos
megolddsa megkaphato 1igy, hogy egy partikuldris megolddsdhoz hozzdadjuk
a hozzd tartozé homogén [A|0] mdtrixii eqyenletrendszer dltaldnos megol-
ddsdt.

inhomogén inhomogén egy homogén
altaldanos = partikuldris + altalanos
megoldésa megolddsa megolddasa

BrzonviTAs. Jelolje az egyenletrendszer egyiitthatomatrixat A, annak
sorvektorait aj,, a,. .., ams, €s jelolje b = (b, by, ..., by), a konstans

125
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tagok vektordt. Legyen x az inhomogén egyenletrendszer egy parti-
kularis megoldésa, és jeldlje H a homogén, I az inhomogén egyenlet-
rendszer altaldnos megolddsat. Megmutatjuk, hogy x + H = I, ahol a
bal oldali 6sszeadast elemenként értjiik.

x+ H C I: Meg kell mutatnunk, hogy ha x-hez adjuk a H egy
tetszbleges y elemét, az inhomogén egyenletrendszer egy megoldésat
kapjuk. Valéban, x, illetve y eleget tesz az

Ajx - X = bi/
Ay "y = 0/

egyenleteknek. Ebbél
ai - (x+ty)=an - x+ta. y=b+0=0b.

tehat x + y megolddsa az inhomogén egyenletrendszernek, azaz x +
yel

x+ H D I: Meg kell mutatnunk, hogy ha z az inhomogén egy
tetsz6leges megoldasa, azaz z € I, akkor taldlhat6 olyan y € H, hogy
z = x+y. Valéban, az y = z — x megteszi, mert

aj - (z—x)=ajp-z—a;-x=b;—b=0.

fenndll minden i = 1,2,...,m indexre, azaz z — x € H. Ezzel kész a
bizonyitas. O

E tétel azt jelenti, hogy ugyan az inhomogén linedris egyenletrend-
szer megoldédsainak halmaza nem altér, de egy altér eltoltja. Az ilyen
halmazokat geometriai nyelven affin altereknek is szokés nevezni. Eltolt
altereket mutat a 3.8. dbra.

E tételt szemléltetik a 2.36. és a 2.38. példak is.

Ha altaldban szeretnénk abrdzolni az inhomogén egyenletrendszer
megoldasat a levéldiagramon, azt konnyen megtehetjiik egy eltolt altér
szemléltetésével, ahogy azt a 3.9. dbra mutatja.

Az el6z06 tétel szerint az inhomogén egyenletrendszer 0sszes meg-
olddsa a homogén Osszes megoldasédnak — azaz N (A)-nak — az inho-
mogén valamelyik megoldéséaval valo eltoltja. Fontos latnunk, hogy
mindegy melyik megoldast védlasztjuk az inhomogén megoldésai ko-
ziil, bar az eltolds mértéke valtozik, az eredmény ugyanaz lesz. Ez
jol leolvashat6 a 3.8 abrar6l: ha az origén dtmend egyenes (sik) ori-
gbnal 1évd pontjat nem x-be, hanem az eltolt egyenes (sik) egy masik
pontjédba toljuk, ugyanahhoz az eltolt altérhez jutunk.

Az inhomogén [A|b] egyenletrendszer megoldasai nem alkotnak al-
teret, de azok a b vektorok, melyre az egyenletrendszer megoldhato,
igen. Ezek ugyanis az oszlopmodell szerint épp azok a vektorok, me-
lyek az egytitthatomatrix oszlopvektorainak linedris kombinécidjaként
eléallnak. Az ilyen vektorok pedig alteret alkotnak, mégpedig az A
oszlopvektorai 4ltal kifeszitett alteret. Ezt nevezziik oszloptérnek.

[ D¢

b)

3.8. dbra: a) Egy hdromismeretlenes in-
homoggén linearis egyenletrendszer meg-
oldashalmaza, ha az 4ltalanos megoldas
egyparaméteres; b) Egy hdromismeret-
lenes inhomogén lineéris egyenletrend-
szer megoldashalmaza, ha az &ltaldnos
megoldés kétparaméteres.

xo + N (A)

/ N(A)

0
3.9. dbra: Az A egyiitthatomatrixi ho-
mogén egyenletrendszer megoldédsa a
nulltér, azaz N'(A), az inhomogéné e tér
egy xo + N (A) eltolja, ahol x¢ az inho-
mogén egyenletrendszer egy megoldasa.
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3.18. DEFINICIO (SORTER, OSZLOPTER). Egy midtrix oszlopvektorai dltal
kifeszitett alteret oszloptérnek, a sorvektorai dltal kifeszitett alteret sortér-
nek nevezziik.

Az m x n-es valés A matrix sortere R" altere, oszloptere R altere.
Az A sorterét S(A)-val, oszlopterét O(A)-val jeloljiik (Id. 3.11 4bra).

Az oszlopmodellt haszndlva az is lathat6, hogy egy linedris kombi-
néci6 egyiitthatéinak meghatarozasa egy egyenletrendszer megoldasat
jelenti.

3.19. KOVETKEZMENY (INHOMOGEN EGYENLETRENDSZER MEGOLDHA-
TOSAGA). Az [A|b] midtrixii eqyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg,
ha b elbdll az A oszlopainak linedris kombindcidjaként, azaz b benne van az
A oszlopterében. A linedris kombindcié egyiitthatéi megegyeznek a megol-

ddsvektor koordindtdival.

3.20. PELDA (KIFESZITETT ALTER VEKTORAI). Hatdrozzuk meg, hogy a
vi = (1,0,1,2), vo = (—1,2,-2,1) és v3 = (1,1,1,1) vektorok dltal
kifeszitett altérnek eleme-e az u = (—1,2,—3,6) vektor! Ha igen, adjunk
meg egy ezt bizonyité linedris kombindciét is! Mutassuk meg, hogy a w =
(—1,2, —3,4) vektor nem eleme az altérnek!

MEecoLDAs. Olyan x1, xp, x3 valdsokat keresiink, melyekkel xjvi +
x2vp + x3v3 = u fenndll. Ez egy négy egyenletbdl 4ll6 egyenletrend-
szerrel ekvivalens, melynek bévitett matrixa a vy, vy, v3 és u vekto-
rokbdl all. Az egyenletrendszer bévitett matrixat 1épcsés alakra hozva
kapjuk, hogy

1 -1 1|-1 1 -1 1| -1
0 2 1 2 0 1 0 2
=
1 -2 1|-3 0 0 1|-2
2 1 1 6 0 0 0 0

amibdl (xq,x2,x3) = (3,2, —2).

Ha u helyett w-vel szamolunk, olyan egyenletrendszert kapunk,
melynek nincs megolddsa, tehat w val6ban nincs benne a megadott
altérben. Madsként fogalmazva, a vy, v, és v3 vektorokbdl, mint osz-
lopvektorokbdl képzett matrix oszlopterében az u vektor benne van,
de a w vektor nincs benne. O

Linedris fiiggetlenséq és dsszefiiggdség A linedris egyenletrendszerek meg-
oldasa és vektorok linedris fiiggetlenségével vagy Osszefligg&ségével
kapcsolatos kérdések szoros kapcsolatban vannak egymassal.

Az el6z6 3.20. példa tanulsaga tgy is dsszefoglalhat6, hogy egy w
vektor pontosan akkor fiiggetlen az A matrix oszlopvektoraitél, vagy-
isaz { a1, ay,...,a, } vektorrendszert6l, ha az [A|w] egyenletrendszer
nem oldhat6 meg.

N/ (¢

3.10. dbra: Az A matrix sortere (S(A)),
oszloptere (O(A)) és nulltere (N (A))

£
TN

0 0

3.11. dbra: A nulltér, a sortér, és az osz-
loptér, valamint a homogén Ay = 0 és
az inhomogén Ax = b egyenletrendszer
egy-egy megoldasa a levéldiagramban.
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Egy {aj,ay,...,a, } vektorrendszer linedris fiiggetlenségének el-
dontéséhez meg kell oldani az

x1a; +xpay + - - +x4a;, =0

homogén linedris egyenletrendszert. Ha van nemtrividlis megolda-
sa, akkor a vektorrendszer linedrisan osszefiiggs, egyébként linedrisan
figgetlen. Ez igazolja az aldbbi ekvivalencidkat:

3.21. KOVETKEZMENY (LINEARIS FUGGETLENSEG ELDONTESE). Tekintsiik

az A = {al a ... ak} mdtrixot! Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:

a) az ai, ay,. .., ay vektorok linedrisan fiiggetlenek;

b) az A egyiitthatémdtrixii homogén linedris eqyenletrendszernek a trivid-
lison kiviil nincs mds megolddsa;

c) az A lépcsbs alakjanak minden oszlopdban van féelem, azaz r(A) = k.

3.22. PELDA (VEKTOROK LINEARIS FUGGETLENSEGENEK ELDONTESE).
Mutassuk meg, hogy a 4-dimenziés (1,2,3,4), (0,1,0,1) és (1,1,1,0) vek-
torok linedrisan fiiggetlenek.

MEGOLDAs. A vektorokbdl képzett matrix és 1épcsds alakja

1 01 1 0 1

2 11 01 -1
= ,

3 01 00 -2

4 10 00 0

ami azt mutatja, hogy a homogén linedris egyenletrendszernek csak
egyetlen megoldasa van, azaz az oszlopvektorok linedrisan fiiggetle-
nek. O



Feladatok

3.1° Icaz — HAMIS Melyek igazak, melyek hamisak az alab-

bi allitasok koziil?

a) Ha egy 10-ismeretlenes egyenletrendszer csak 6 egyen-
letb6l all, azaz alulhatdrozott, akkor végtelen sok meg-
oldésa van.

b) Ha egy 10-ismeretlenes egyenletrendszer csak 6 egyen-
letbdl 4ll, azaz alulhatdrozott, akkor lehet, hogy végte-
len sok megoldésa van, de az is lehet, hogy csak egy.

¢) Ha egy 10-ismeretlenes egyenletrendszer 20 egyenletb6l
all, azaz talhatarozott, akkor biztosan nem oldhaté meg!

d) Ha egy 10-ismeretlenes egyenletrendszer 20 egyenletbdl
all, azaz tulhatdrozott, nem lehet végtelen sok megolda-
sa.

3.2° ALTEREK TULAJDONSAGAL: IGAZ — HAMIS

a) R barmely hdrom alterének metszete altér.

b) Ha az U altér altere a V és a WV altérnek is, akkor altere
metszetiiknek is.

c) Alterek egyesitése altér.

d) Alterek 6sszege altér.

e) Minden altérnek eleme a zérusvektor.

f) Minden altérnek van legalabb egy nemzérus vektora.

3.3° ALTEREK: IGAZ — HAMIS

a) Egy linearis egyenletrendszer megoldasai alteret alkot-
nak.

b) Rogzitett A matrix mellett azok a b vektorok, melyekre
az [A|b] egyenletrendszer megoldhatd, alteret alkotnak.

c) Egy egyenletrendszer megolddsvektorainak kiilonbsé-
geként kapott vektorok halmaza alteret alkot.

d)

e)

3.4° MEGOLDHATOSAG: IGAZ — HAMIS

a) Az [A|b] matrixu egyenletrendszer pontosan akkor old-
hat6 meg, ha b el6all A oszlopainak linearis kombindci-
6jaként.

b) Az [A|b] matrixi egyenletrendszer barmely két megol-
déasédnak kiilonbsége megolddsa a homogén [A |0] egyen-
letrendszernek.

c) Az [A|b] matrixti egyenletrendszer barmely megolda-
sa el64ll a homogén [A|0] matrixt egyenletrendszer két
megoldasanak kiilonbségeként.
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d) Az [A|b] métrixt egyenletrendszer pontosan akkor old-
haté meg, ha r(A|b) <r(A).

e) Az n-ismeretlenes [A|b] métrixa egyenletrendszer pon-
tosan akkor oldhat6é meg egyértelmtien, ha r(A) = n.

3.5° INHOMOGEN LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDA-
sa1 Egy négyismeretlenes linedris egyenletrendszer meg-
oldasat szamitégéppel prébalom ellenérizni, de mas jon ki.
A sajat eredményem ez:

x 1 1 0
vyl |1 1
S B Y R ) Bl B
w 1 -1 -2
a szamitogépé ez:
X 2 -2 3
y| |0 1 -2
[ P +s 1 +t 0
w 2 0 1

Lehet-e mindkét eredmény j6?

3.6. MEGOLDASOK LINEARIS KOMBINACIOJA Adjunk dj bizo-
nyitast a 3.8. tételre a sormodellt hasznalva.

3.7. HOMOGEN £S INHOMOGEN EGYENLETRENDSZER MEGOL-
DAsAI Adjunk az oszlopmodellben megfogalmazott 4j bi-
zonyitast a 3.17. tételre.

3.8. F3 aLTEREI Soroljuk fel IF3 osszes alterét (ehhez segit-
ségiil hivhatjuk az aldbbi abrat, mely az IF3 vektortér vek-
torait szemlélteti).

(0,1,1) (1,1,1)

(0,0,1) (1,0,1

(0,1,0) (1,1,0)

(0,0,0) (1,0,0)
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Alterek tulajdonsdgai és az egyenletrendszerek

E szakaszban az alterek tulajdonsdgait, és az egyenletrendszerek kapcsin fel-
meriild alterek viszonydt vizsgdljuk. Kiilondsen fontos az egyiitthatomdtrix-
hoz tartozd négy kitiintetett altér kapcsolata.

Sor- és oszloptér Az el6z6 feladatokban a homogén linedris egyenlet-
rendszer egyiitthatomatrixat 1épcsés alakra hoztuk. Ebbol az alakbol
azonban tobb minden leolvashato.

3.23. TETEL (ELEMI SORMUVELETEK HATASA A SOR- ES OSZLOPVEKTO-
ROKRA). Elemi sormiiveletek kozben a sortér nem vdltozik, az oszlopvekto-
rok pedig olyan vektorokba transzformdlédnak, melyek megGrzik az eredeti
linedris kapcsolatokat.

BizonyiTAs. Megmutatjuk, hogy egy matrix sortere nem valtozik az
elemi sormftiveletek kozben. A sorcserére ez nyilvdnvalé. Legyenek A
sorvektorai v, va,..., vy és legyen u a sortér egy tetszbleges vektora,
ami azt jelenti, hogy vannak olyan ¢y, ¢y,.. ., ¢,y skaldrok, hogy

u=1c1Vy +C0Vvay+...+CnVy.

Ha egy sort (mondjuk az els6t) beszorozzuk egy d # 0 skalarral, ak-
kor u az 4j matrix sorterében is benne van, melyet a dvy, vy,..., Vy
vektorok feszitenek ki, hisz

_a

d

Ez azt jelenti, hogy a sortér nem csokken, azaz minden vektor, ami

u (dvi) +cova+ ...+ Vi

eddig benne volt a sortérben, benne lesz az 1ij matrix sorterében is.
A hozzdadas miiveleténél ugyanezt tapasztaljuk: az altalanossdg meg-
szoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az els6 sor d-szeresét adjuk a ma-
sodik sorhoz. Ekkor az 4j sorteret kifeszit6 vektorok: v, vo +dvy,...,
vim. Az u vektor e térben is benne van, ugyanis egy egyszerfi dtalakitas
utan

u=(cg—cd)vi+c(va+dvy)+...+cmVm.

Mivel minden sormfivelet inverze is egy sormfivelet, az inverz sormf-
veletben sem csokken a sortér, ami csak gy lehet, ha a sortér az elemi
sormtiveletek soran véltozatlan marad.

Megmutatjuk, hogy az elemi sormtiveletek kdzben az oszlopvekto-
rok kozt nem véltoznak a linedris kapcsolatok. Az egyszerfiség ked-
véért tegyiik fel, hogy példdul cvy 4 dv, = 0. Mivel a skaldrral valod
szorzés és a vektordsszeadds is koordinatanként végezhetd, konnyen
lathatd, hogy sorcsere, egy koordindta nemnulla skalarral valé szor-
zasa, vagy az i-edik koordinata konstansszorosanak a j-edikhez adasa
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utdn is fonn fog allni a két 1j vektor kozt a fenti Osszefiiggés. Tetsz6-
leges szamu vektor linedris kombindcidjara az allitds hasonléan adé-
dik. O

3.24. KOVETKEZMENY (MATRIX LEPCSOS ALAKJANAK VEKTORAI). Le-

gyen B az A mdtrix egy lépcsds alakja. Ekkor

1. A és B sortere megegyezik,

2. az A oszlopvektorai kozott 1év0 linedris kapcsolatok azonosak a B ugyan-
olyan sorszdmii oszlopai kozti linedris kapcsolatokkal,

3. B nemzérus sorvektorai linedrisan fiiggetlenek,

4. a fbelemek oszlopvektorai A-ban és B-ben is linedrisan fiiggetlenek.

P

BizonyiTAs. Az els6 két allitds kozvetlen kovetkezménye az el6z6 té-
telnek.

A harmadik allitas bizonyitdsahoz megmutatjuk, hogy egy 1épcsés
alak egy nemzérus sorvektora nem fejezhet6 ki a tobbi sorvektor li-
nedris kombindacidjaként. Tekintsiik a 1épcs6s alak k-adik sorvektorat.
Féeleme legyen a j-edik oszlopban. E f6elem nem allithat6 el6 a k-nal
nagyobb index{i sorok linedris kombindaci6javal, mert azokban a j-edik
koordindta 0. A k-ndl kisebb indexti sorvektorok pedig nem szere-
pelhetnek a linedris kombinaciéban, mivel a legkisebb indexti vektor
f6elemét a tobbi vektor nem elimindlhatja, pedig a k-adik sorban azon
a helyen 0 all.

Annak bizonyitasa, hogy a féelemek oszlopai B-ben lineérisan fiig-
getlenek, ugyanigy megy, mint a sorvektorok esetén. Innen pedig az
el6z6 tétellel adédik, hogy az ilyen indexti oszlopok A-ban is lineari-
san fuiggetlenek. O

Fontos megjegyezni, hogy mig a lépcsés alak sortere megegyezik
az eredeti matrix sorterével, addig az oszloptér az elemi sormftivele-
tek alatt megvaltozik, tehat a maétrix és 1épcs6s alakjdnak oszloptere
kulonbozik!

Bdzis Az elemi sormfiveleteket alkalmazva, egy métrix sorterében és
oszlopterében is taldltunk olyan linedrisan filiggetlen vektorokat, me-
lyek kifeszitik az adott teret. Azt mar az 1.9. tételben megmutattuk,
hogy a hdromdimenziés tér tetszéleges hdrom linedrisan fliggetlen
vektordnak linearis kombindciéjaként a tér minden vektora elall. Mas
szavakkal ez azt jelenti, hogy a tér harom linedrisan fliggetlen vektora
kifesziti a teret. Az ilyen vektorharmasokat, melyeket egy koordinata-
rendszer alapvektorainak vettiink, bazisnak neveztiik. Ezek vezetnek
a kovetkez6 definicidhoz.

3.25. DEFINICIO (BAzis). Az R" tér egy alterének bdazisan vektorok
olyan halmazdt értjiik, mely
1. linedrisan fiiggetlen vektorokbol dll és
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2. kifesziti az alteret (azaz generdtorrendszer).
Az e; = (1,0,...,0), e = (0,1,...,0),..., e, = (0,0,...,0,1) vekto-
rokbol dllé halmazt R" standard bazisanak nevezziik.

» Vildgos, hogy a zérustérnek nincs bazisa, hisz abban nincs egyetlen
linedrisan fiiggetlen vektor sem.

» A standard bazis R"” egy n-elemfi bazisa.

» Hamarosan meg fogjuk mutatni, hogy IR"” minden bézisa n-elemfi,
és hogy barmely alterének bazisa legfeljebb n-elemfi.

3.26. PELDA (ALTER BAZISANAK MEGHATAROZASA). Hatdrozzuk meg az
(1,1,0,-2), (2,3,3,-2), (1,2,3,0) és (1,3,6,2) vektorok dltal kifeszitett
altér egy bdzisdt!

MEGOLDASs. Elsd megoldds: A megadott vektorokbol, mint sorvektorok-
bol képzett matrix valamely sorlépcsds alakjanak nemnulla sorai az
altér egy bazisat adjak:

1 1 0 -2 11 0 -2 1 1 0 -2
2 3 3 -2 01 3 2 01 3 2
= =
1 2 3 0 01 3 2 0 0 0 0
1 3 6 2 0 2 6 4 0 0 0 0

A bazis vektorai (1,1,0, -2), (0,1,3,2).

Mdsodik megoldds: Ha a béazist az adott vektorokbdl akarjuk kivélasz-
tani, akkor képezziink egy matrixot e vektorokbdl, mint oszlopvekto-
rokbél. Lépcsés alakjaban a féelemek oszlopai linedrisan fiiggetlen
vektorok. A nekik megfeleld oszlopvektorok az eredeti matrixban az
oszloptér bazisat alkotjak (Id. a 3.23. tételt és a 3.24. kovetkezmény 4.
pontjanak allitasat).

1 2 11 1 211 1 211
1 3 2 3 N 011 2 N 011 2
0 3 3 6 0 3 3 6 0 000
-2 -2 0 2 0 2 2 4 0000

Tehdt az adott négy vektor koziil az els6 ketts, azaz az (1,1,0, —2) és
(2,3,3,—2) vektorok bazist alkotnak.

Ha a megadott vektorokat mds sorrendben irjuk a matrixba, masik
bazist kaphatunk. O

3.27. PELDA (VEKTOR FELIRASA A BAZISVEKTOROK LINEARIS KOMBINA-

CIOJAKENT). Az el6z0 feladatban megadott négy vektor mindegyikét fejez-
ziik ki az dltaluk kifeszitett altér bazisvektorainak linedris kombindcidjaként!

MEGOLDAs. Az el6z6 feladat masodik megolddsaban talaltunk egy ba-
zist a megadott vektorok koziil. Mivel az oszlopvektorokkal dolgoz-
tunk, a vektorok kozti linedris kapcsolat leolvashaté barmelyik 1épcsés
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alakbol: legkényelmesebben a redukdlt 1épcsés alakbol. Folytatjuk tehat
az el6z6 példabeli eliminéciés 1épéseket:

1 2 11 1 211 1 0 -1 -3
1 3 2 3 N 011 2 N 0 1 1 2 (3.1)
0 3 3 6 0 00O 00 0 O

-2 -2 0 2 0 00O 00 0 O

A redukalt 1épcs6s alakbol latjuk, hogy példdul a harmadik oszlop
a masodik és az elsd kiilonbsége. Ezek alapjan az eredeti vektoroknak
a bazisvektorok linearis kombindaciéiként val6 felirdsa:

1 1 2 1 2

2 1 3 3 3
= — , - _3 2

3 0 * 3 6 + 3

0 -2 -2 2 -2 -2

Ha a megadott vektorokat mdas sorrendben irjuk a métrixba, mas
bézisra juthatunk (Id. a 3.10. feladatot). O

3.28. ALLiTAs (BAzIs EKVIVALENS DEFINICIOI). Legyen U az IR" egy tet-

szbleges altere, és legyen B = {vq,vy,..., vy} C U vektorok eqy halmaza.

A kovetkez dllitdsok ekvivalensek:

1. B linedrisan fiiggetlen vektorokbol dll és kifesziti az U alteret, azaz B az
U altér bidzisa;

2. B minimdlis méretfi halmaz, mely kifesziti U-t;

3. B maximdlis méretii, fiiggetlen vektorokbdl dllé halmaz U-ban.

BizonvyiTAs. Elég belatnunk, hogy egy minimadlis méretli generétor-
rendszer fiiggetlen vektorokbdl all, és hogy egy maximadlis méret( fiig-
getlen rendszer generétor.

Legyen B minimalis méretti generdtor. Ha nem volna fliggetlen,
akkor bel6le kivalasztva fliggetlen vektorokat, mely ugyanazt a teret
generalja egy még kisebb méretii generatort kapnank.

Legyen most B egy maximalis fliggetlen rendszer. Ha nem volna
generator, akkor hozzavehetnénk téle fliggetlen vektort, vagyis volna
néla nagyobb méretti fliggetlen halmaz. O

Vektor eqy bdzisra vonatkozé koordindtds alakja A koordinatarendszer
bevezetésénél ugyanazt tettiik, mint itt az el6z6 példdban: minden
vektor el6éllithaté egy bazis elemeinek linedris kombindaci6jaként, és e
vektor koordinatas alakja erre a bazisra vonatkozéan a lineéris kombi-
néci6é konstansaibol all.

Egy altérben tobb bazist is vizsgalhatunk, és a vektorok koordina-
tas alakjai kiilonbozhetnek a kiilonb6z6 bazisokban. Félreértések el-
kertilésére a bazis jelét a koordinatés alak indexében jeloljiik. Példaul
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ha egy v vektor standard bazisbeli és B bazisbeli koordinétds alakjai
(4,3), illetve (0,5), akkor azt irjuk, hogy

4
v = (4,3) = (0,5), vagy matrixjeloléssel v = [3] = [2] .
B

Ha altaldban akarunk utalni — a konkrét koordinatak nélkiil — egy v
vektor B bazisbeli koordinétas alakjara, akkor a [v]3 vagy a (v)g alakot
hasznaljuk. fgy irhatjuk azt is, hogy

[V]p = lg] , vagy egyszeriibben, hogy [v]z = [(5)] .
B

3.29. PELDA (VEKTOR KOORDINATAS ALAKJA A BB BAZISBAN). Tekint-
sitk a 3.26. és a 3.27. példikban is szerepl6 vi = (1,1,0,-2), vo =
(2,3,3,-2), v = (1,2,3,0) és v4 = (1,3,6,2) vektorok dltal kifeszi-
tett alteret. Ennek A = {vq,v, } egy bdzisa. Irjuk fel a négy vektornak e
bdzisra vonatkozo koordindtds alakjdt!

MEGOLDAS. Az el6z6 példaban a (3.1) képletbeli redukalt 1épcs6s alak

1 0 -1 -3
o1 1 2

matrix azt mutatja, hogy az A bdzisban e négy vektor koordinatai
rendre
; V4 =

A 0 , V2 = .
A A A A

Ez a 3.24. llitas 2. pontjabodl kovetkezik, mely szerint a redukélt 1ép-

nemzérus soraibdl allé

-3
2

1

csbs alak oszlopai kozti linedris kapcsolatok megegyeznek az eredeti
matrix oszlopai kozti linearis kapcsolatokkal. O

Dimenzié és rang Az elé6z6ekben bazist kerestiink egy altérhez. Azt
tapasztaltuk, hogy a bazis mindig ugyanannyi vektorbdl allt. Ez nem
véletlen. Egy kiilonosen fontos tétel kovetkezik.

3.30. TETEL (BAzIs-TETEL). Tekintsiik az R" vektortér eqy tetszbleges al-
terét. Ennek barmely két bdzisa azonos szdmii vektorbol dll.

BizonvyiTAs. Tegytik fel, hogy R"-nek van olyan A altere, és annak két
olyan bazisa,

V={_vy,vy...,v}, ésW={wy,wy,...,w; },

melyek nem ugyanannyi vektorbdl allnak, azaz példaul k < r. Mivel
V bazis A-ban, ezért a WV bdzis vektorai is kifejezhet6k linedris kom-
bindci6ikként, azaz léteznek olyan ajj skalarok, hogy

W, =apvi+apvo+...+agvg, (i=1,...,71). (3.2)
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Mivel a W bazis vektorai linedrisan fliggetlenek, ezért a
CIW1 +cwa + ...+ cw, =0 (3-3)

egyenldség csak a c; = ¢ = ... = ¢ = 0 konstansokra 4ll fenn. A (3.2)
egyenlOségeit a (3.3) egyenletbe helyettesitve

c1(an vy +apvo + ...+ ayevy) + ca(ao vy +anvo + .o+ ayvi) +

vt o(anvi +apva+ ...+ arkvk) =0,
aminek V vektorai szerinti rendezése utan kapjuk, hogy

(a1161 + az162 + ... +ap6r) Ve + (1201 + a0 + ... + a0 ) V2 +

coot (ager + agrca + . ..+ agcr)ve = 0.
Ez azt jelenti, hogy a homogén lineéris

ajic1 +axycx+...+aqc, =0

apcy +apcr+...+ a0, =0

a1xC1 + apco + ...+ agcr, =0

egyenletrendszernek a c; = ¢ = ... = ¢x = 0 az egyetlen megoldésa.
Ez viszont a 3.6. tétel szerint nem teljestilhet, mivel a fenti homogén
egyenletrendszer egyenleteinek szdma kisebb ismeretlenjei szdménal
(k < r). Ez az ellentmondas bizonyitja, hogy indirekt feltevésiink hely-
telen volt, tehét valéban, egy altér barmely két bazisa azonos szdmu
vektorbol 4ll. O

Ha a hdromdimenziés térben tekintiink egy origén atmend sikot,
latjuk, hogy barmely két fiiggetlen vektora kifesziti. Azaz minden ba-
zisa kételem(i. Ha egy origén atmend egyenest tekintiink, azt minden
nemnulla vektora, mint egyelemti bézisa, kifesziti. A hétkoznapi élet-
ben is haszndlt fogalom, a dimenzid, megegyezik a bazis elemszdma-
val. Miutdn egy altér minden bdzisa azonos elemszam, értelmes a
kovetkez6 definicio:

3.31. DEFINIcIO (DIMENZIO). Az R”" tér eqy A alterének dimenzidjan
eqy bdzisdnak elemszdmadt értjiik, és e szamot dim A-val jeloljiik.

Az R" altere sajat maganak, és standard bazisa épp n vektorbdl all,
igy dimR"” = n. A nullvektorbdl all6 altérben nincsenek fliggetlen
vektorok, igy dimenzidja 0.

Miel6tt a kovetkez6 allitdst megfogalmaznank, defindlunk egy egy-
szer(i fogalmat. Mivel a matrixalkalmazasokban nincs olyan termé-
szetes elv, amely alapjan el lehetne donteni, hogy mely mennyiségeket
rendeljiink a sorokhoz, melyeket az oszlopokhoz, ugyanakkor a szami-
tdsok kozben ez kordntsem mindegy, ezért sziikség lehet a kovetkezd
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egyszer(i miiveletre: az m x n-es A matrix transzpondltjin azt az A’-vel
jelolt n x m-es métrixot értjiik, amelyet az A sorainak és oszlopainak
felcserélésével kapunk. Azaz

A’ = [ay] = [ag].

3.32. PELDA (MATRIX TRANSZPONALTJA). Az

1 0 1 01 2
A= , B= , C= , D=
[Z] [2 3] [3 4 5] {5 6]
mdtrixok transzpondltja

0 2

C =
1 3|7

A=1 2|, B’—[

N — O
Q1 &~ W
<
I
1
a G
1

Adott véges sok IR"-beli vektor altal kifeszitett altér dimenzidjat ugy
hatdrozhatjuk meg, hogy meghatdrozzuk a vektorokbdl képzett matrix
rangjat. Igaz ugyanis a kovetkez6 allitas:

3.33. ALLITAs (DIMENZIO = RANG). Egy midtrix rangja, sorterének
dimenzidja és oszlopterének dimenzidja megeqyezik. Ebbdl kovetkezdleg
r(A) =r(A).

BizoNyiTAs. A matrix rangja megegyezik a 1épcs6s alakjdban 1évé nem-
zérus sorainak szamadval. A 3.24. tétel szerint viszont e sorok lineédrisan
fiiggetlenek és kifeszitik a sorteret, tehat bazist alkotnak, igy szamuk
a sortér dimenzidjat adja. Az oszloptérrél lattuk, hogy a féelemek-
nek megfelelé oszlopok az eredeti métrixban linedrisan fiiggetlenek
és kifeszitik az oszlopteret, tehét e tér dimenzidja is a matrix rangja-
val egyezik meg. Az utolso 4llitds abbdl kovetkezik, hogy A sortere
megegyezik A’ oszlopterével. O

3.34. DEFINICIO (VEKTORRENDSZER RANGJA). Egy IR"-beli vektorokbdl
dllé vektorrendszer rangjan a vektorokbdl képzett mdtrix rangjdt, vagy ami
ezzel eqyenld, az dltaluk kifeszitett altér dimenzidjdt értjiik.

3.35. PELDA (DIMENZIO K1SZAMITASA). Hatdrozzuk meg az A mdtrix
sorterének és nullterének dimenzidjdt!

33 3 3 3
A:34543
3212 3
33 3 3 3
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MEeGoLDAs. Az A redukalt 1épcs6s alakja

1 0 -1 01
A— 01 210
00 000
00 0O00O0

Innen leolvashat6, hogy a matrix rangja 2, igy sorterének dimenzidja
is 2. A nulltér dimenzidja megegyezik az egyenletrendszer megoldds-
terének dimenzidjaval, ami megegyezik a szabad véltozok szdmaval,
esetiinkben ez 3. Vegyiik észre, hogy a sortér és a nulltér dimenzidja-
nak Osszege megegyezik a valtozok szaméval, azaz a matrix oszlopai-
nak szamédval, jelen példaban 5-tel. O

3.36. TETEL (DIMENZIOTETEL). Bdrmely A € R™*" mdtrix esetén a sor-
tér dimenzidjdnak és a nulltér dimenzidjdnak dsszege n. Képlettel:

dim(S(A)) + dim(N(A)) = n.

BrzonvyiTAs. A matrix sorterének dimenzidja megegyezik a matrix rang-
javal, azaz az [A|0] matrixa egyenletrendszerben a kotott valtozok szé-
maval. Megmutatjuk, hogy a nulltér dimenziéja megegyezik a szabad
valtozok szdmaéval, igy e két szdm Osszege valéban n, ami bizonyitja
az &llitast (1d. még a 4.37. tételben).

Elég tehdt megmutatnunk, hogy egy homogén linearis egyenlet-
rendszer redukalt 1épcsés alakkal eldéllitott megolddsdban a szabad
véltozok szama megegyezik a nulltérbdl kivélaszthat6 bazis elemsza-
maval. El6szor lassunk egy ilyen megoldast konkrétan. Példaul a 2.38. pél-
dabeli homogén linedris egyenletrendszer megoldasa

X1 —25—%t—u -2 —% -1
X s 1 0 0
x3| = —%t =s O +¢ —% +u 0f,
X4 0 1 0
X5 u 0 0 1

ahol x; = s, x4 = t és x5 = u a harom szabad valtoz6. A nullteret
kifeszit6 harom vektor koziil az els6ben x, = 1, de az 6sszes tobbiben
xy = 0, igy az els vektor fiiggetlen a tobbitél. Hasonléképp altaldban
is igaz, hogy a redukalt 1épcs6s alakbodl vald szarmaztatds kovetkezté-
ben a nullteret kifeszité minden megoldédsvektorban az dsszes szabad
véltozohoz tartozé koordinata 0, azt az egy koordinatét kivéve, ame-
lyikhez a vektor tartozik. fgy viszont mindegyik vektor fiiggetlen a
tobbitdl, vagyis e vektorok fiiggetlenek, és mivel kifeszitik a nullteret,
szamuk megadja a nulltér dimenzidjat. O
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A sortér és a nulltér merdlegessége Az A matrix sorvektorai érdekes tu-
lajdonsaggal rendelkeznek. Egy homogén lineéris egyenletrendszer
minden egyenletének bal oldala az egyiitthatématrix egy sorvektora-
nak és a megoldasvektornak a skaldris szorzata. Mivel e szorzat értéke
0, ezért e két vektor merdleges egymasra.

3.37. PELDA (VEKTOROKRA MEROLEGES ALTER). Hatdrozzuk meg az
dsszes olyan vektort R*-ben, mely meréleges a vi = (1,0,1,2) és v, =
(—1,2,—2,1) vektorok mindegyikére!

MEeGoLpAs. Olyan x vektort keresiink, melyre vi - x = 0 és v, - x = 0.
Ezt koordinatakkal felirva két egyenletet kapunk, melynek egytittha-
tomatrixa és annak egy 1épcs6s alakja a kovetkezs:

1 0 1 2 1 0 1 2
= ,
[—1 2 =2 1] lO 2 -1 3]

amibdl x = (—s — 2t,(s — 3t)/2,s,t), azaz

-1 -2
1/2 -3/2
= t
X=s 1 + 0
0 1

A megoldas tehat két vektor altal kifeszitett altér 0sszes vektora.
Masként fogalmazva, e feladatban meghataroztuk az 6sszes olyan
vektort, mely egy matrix sorvektorainak mindegyikére mer6leges. [

Az m X n-es A egyiitthatématrixd homogén linedris egyenletrend-
szer i-edik egyenletének alakja

apx1+apxy +---+ap,x, =0, azaz aj, - x = 0.

Eszerint a homogén linedris egyenletrendszer minden megoldasa me-
r6leges az A métrix minden sorvektordra. A merélegesség azonban a

%z

sortér dsszes vektordra is fonnall a kovetkez6 4llitds kovetkeztében.

3.38. ALLITAS (A SORTER ES A NULLTER MEROLEGESSEGE). A valds A
mdtrix sorterének bdrmely s vektora és nullterének tetszoleges x vektora me-
r6leges eqymisra, azaz s - x = 0.

BizoNyiTAs. A sortér minden vektora az A sorvektorainak valamely
c1,. .-, cm skaldrokkal vett linedris kombindcidja. Ezt felhasznélva

s X = (Cra1s + oape + - - + Cmams) - X
= C1ags - X+ a2 - X+ -+ -+ Cpamx - X
c10+c0+4+---4+¢,0=0. O
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Ez az allitas a kovetkezs definicidkra vezet: egy vektortér két altere
meréleges, ha barhogy valasztva egy vektort az egyik altérbdl, és egy
masikat a masik altérbdl, azok mer&legesek egymadsra. Eszerint az
el6z6 allitas agy fogalmazhat6é meg, hogy barmely valds matrix sortere
és nulltere merdleges egymdsra. Ennél azonban tobb is igaz, a nulltér
nem csak meréleges a sortérre, de az 9sszes olyan vektort tartalmazza,
mely mer&leges a sortérre. Az R" egy WV alterére mer6leges vektorok
alterét a W merbleges kiegészits alterének nevezziik és W--pel jeldljiik
(amit olvashatunk ,W perp”-nek).

A két fogalom kozti kiilonbséget mutatja a 3.12. dbra, melynek a)
része a 3-dimenziés tér két, egymasra merdleges 1-dimenziés U és V
alterét szemlélteti, mig a b) rész az U alteret, és annak 2-dimenzids
merdleges kiegészits U alterét szemlélteti.

Vegyiik az A matrix transzponaltjat! Az A’ egyiitthatomatrixt ho-
mogén linedris egyenletrendszer megoldésai mer&legesek A’ sorvekto-
raira, azaz az A oszlopvektoraira. E két-két altér merSlegességét szem-
lélteti a 3.13. dbra. E négy altér igen fontos lesz a tovabbiakban is, ezért
ezeket a matrixhoz tartoz6 négy kitiintetett altérnek vagy négy funda-
mentélis altérnek nevezziik. Ezek tehat S(A), N'(A), O(A) = S(A)),
N (A).

A linedris algebra alaptétele A nulltér az 6sszes olyan vektort tartalmaz-
za, mely mer&leges a sorvektorokra, azaz a sortérre. Vajon a nulltér
minden vektordra merd6leges vektorok egybeesnek a sortér vektorai-
val? A viélasz igen, melyet a linedris algebra alaptétele ad meg.

3.39. TETEL (A LINEARIS ALGEBRA ALAPTETELE). Minden val6s mitrix
sortere és nulltere merdleges kiegészitd alterei eqymdsnak.

BrzonviTAs. Lattuk, hogy a sortér merdSleges kiegészitd altere a null-
tér. Késobb latni fogjuk, hogy éltalanosan is igaz az, hogy barmely
V altérre (V1) =V (1d. ?? tétel). Ezt hasznalva kész is a bizonyitas.
Most azonban ezt nem hasznédlva megmutatjuk, hogy a nulltér meré&le-
ges kiegészitd altere a sortér. Legyen a valds A matrix sortere S, null-
tere \V, és ezek egy-egy bazisa {s1,sy,...,s;}, illetve {e, ez, ..., e, i}
S és N merblegessége miatt s;-e; = 0 minden i = 1,2,...,7 és
j=1,2,...,n—resetén. E két bazis egytitt R" egy bazisat adja, hisz n
elemti és fiiggetlen vektorokbdl 4ll. A fiiggetlenség abbol kovetkezik,

7z

hogy nullvektort el6allit6 tetszdleges

c1s1+---+¢s,+dier+---+dy—ey—, =0
c d

linedris kombinaci6 csak tgy allhat fenn, ha ¢ és d a két altér metsze-
tében van, igy azok mindketten a nullvektorok, ésigy c; = --- = ¢, =
dy=---=dy,=0.

b)
3.12. dbra: a) Két merbleges altér U/ és
V; b) Egy altér és merSleges kiegészit6
altere: U és U+,

) N

3.13. dbra: Az A métrix sortere merdle-
ges nullterére, oszloptere az A’ nullteré-
re. A berajzolt két iv az alterek mer6le-
gességét jeloli.

5(A) 1»
N(A)
V4

3.14. dbra: A linedris algebra alaptétele:
az A maétrix sortere és nulltere mer6le-
ges kiegészit6 alterek. Eszerint barmely
vektor, ami mer&leges a nulltérre, a sor-
térben van. Kés6bb megmutatjuk, hogy
ez azt is jelenti, R" barmely vektora egy-
értelmtien felbomlik egy sortérbe és egy
nulltérbe es6 vektor Gsszegére.
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Ha x egy olyan vektor, mely mer6leges N minden vektorara, akkor
x-¢=000=12,...,n—r). Ha

X=y181+- -+ Y8 +x1€1+ -+ Xp—r€4—p,

akkor az e; vektorokkal val6 beszorzds a kovetkezé homogén linearis
egyenletrendszerre vezet:

(e1-e)xy+ (e;-ex)xo+...+ (e1-e)x, =0

(ex-e1)x;+ (ex-ex)xp+...+ (ex-er)x, =0

(en—r-ep)x1+ (en—r-e)x2+...+ (enr ey y)x, =0

Ez pedig egyértelm{ien megoldhatd, mert egyiitthatomatrixadnak rang-
ja r. Ennek bizonyitasat az Olvaséra hagyjuk. Egy bizonyitas lathat6
a 3.11. feladatban, egy masik, egyszertibb a ?? feladatban. O

> A tétel 4llitdsa képletben kifejezve azt mondja, hogy S(A)+ =
N(A), ami egydttal azt is lejenti, hogy N'(A)+ = S(A).

» Ha a linedris algebra alaptételét az A matrix transzponaltjara alkal-
mazzuk, és folhasznéljuk, hogy A oszloptere megegyezik A’ sorteré-
vel, akkor azt kapjuk, hogy O(A)+ = N(A’).

» Késbbb azt is meg fogjuk mutatni, hogy ha U és V két merdleges
kiegészit6 altere egymadasnak IR"-ben, akkor a tér minden x vektora
egyértelmtien el6édll x = u + v alakban, aholu € Y ésv € V (Id. ??,
?? tételek). Ez itt azt jelenti, hogy IR” minden vektora egyértelmtien
felbomlik egy sortérbe és egy nulltérbe es6 vektor osszegeként.

Elemi bdzistranszformdcid' Az el6z6 paragrafusokban azt lattuk, hogy
az elemi sormfiiveletek eredményeként az eredeti métrix oszlopainak
egy masik bdazisban felirt koordinatas alakjat kapjuk meg. Ez adja az
oOtletet ahhoz, hogy az altérb6l vélasztott bazisok segitségével szemlél-
tessiik, és értsitk meg mi torténik akkor, amikor a matrix egy oszlo-
péban f&elemet (pivotelemet) vélasztunk, és oszlopanak tobbi elemét
eliminaljuk. Igy egy masik megkozelitéshez jutunk, melyet a tovabbi-
akban nem hasznalunk, ezért e paragrafus dtugorhaté.

A folyamat lényege egy kétoszlopos matrixon is j6l szemléltethetd.
Az egyszerliség kedvéért a két oszlop legyen az a és a b vektor, a ba-
zis, melyben e vektorok meg vannak adva, legyen a standard bazis.
Tegytik fel, hogy a; # 0. Ekkor az a; poziciéjat valasztva, a kikiiszobo-
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1és eredményeként a kovetkezoket kapjuk.

_ - . bi A
aq b] 0 bl - ,7;‘11
b
a by 0 bp— ;;az
aj; l’Jl' 1 1%-
Lam b 0 by, — %ﬂm
L ;m

Tudjuk, az oszlopok az elemi sormfiveletek utan az eredeti vektorokat
adjdk egy masik bazisban. Az a vektor nyilvanvaldan egy olyan ba-
zisban lett felirva, amelyben szerepel az a vektor is, mégpedig ez az
i-edik bazisvektor. Megmutatjuk, hogy mindkét oszlop az

€1,€2,...,€,1,a,€1,...,€y

bézisban lett felirva. Az a vektorra ez nyilvan igaz. Nézziik a b vek-
tort! Fejezziik ki az e; vektort az a = aje; + ...+ aje; + ... + apey
felirasbol:

1 1 1 1
e = ——aje1 — —dzey — ...+ —a—...— —apyey.
ai aj aj aj

Ezt behelyettesitjiik a b = bje; + ... + bje; + ... + byey, kifejezésbe:

b= (b — %al)q + (b — %az)ez +...+ b—l:a +.ooF (b — Zi1:117,,)em.
1 1 1 1
Tehat valoban, a b koordinatas alakja e moédositott bazisban épp az,
amit az eredeti matrix elimindldsa utdn kaptunk a masodik oszlop-
ban. Az imént targyalt 1épést elemi bazistranszformaciénak nevezziik,
mert egy masik bazisra valo attérés egy elemi lépésének tekintjiik, ami-
kor egyetlen bazisvektort cseréliink ki. A torténtek szemléltetésére a
matrixot fejléccel egytitt egy tdblazatba irjuk, a sorok elé az ey, ..., ey
bazisvektorok, az oszlopok folé az oszlopvektorok neve kertil.

a b a b
e1 | mm D ep |0 b — %al
() an bz (S} 0 b2 — z—iaz

= :

e | a; b a |1 b
en | am  bm en | 0 by — ‘%am

Osszefoglalva és egyuttal dltaldnosabban megfogalmazva a fentieket:

141
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3.40. TETEL (ELEMI BAZISTRANSZFORMACIO). Tegyiik fel, hogy az a vek-
tor E = { eq,..., ey } bizisra vonatkozo i-edik koordindtdja a; # 0. Ekkor
az E dltal generdlt & altérnek az

e],e,...,€_1,a,€1,...,€y

vektorok is bazisdt alkotjdk. Az & egy tetszbleges b vektordnak koordind-
tds alakja megkaphato e bdzisban elemi sormilveletekkel, ha a;-t vdilasztjuk
fBelemnek.

Az elemi bézistranszformacié alkalmas arra, hogy a béazisok valto-
zasan keresztiil egy mds néz6pontbdl vildgitsa meg a redukalt 1épcsés
alakra hozassal megoldhaté feladatokat. Példaként vizsgaljuk meg, mi
torténik egy egyenletrendszer megolddsakor. Megjegyezziik, hogy itt
nincs sziikség sorcserére, mert egy oszlopbdl szabadon vélaszthatunk
olyan sort, amelynek fejlécében még az eredeti bazisvektor szerepel.

3.41. PELDA (EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA ELEMI BAZISTRANSZ-
FORMACIOVAL). Oldjuk meg a 2.35. és a 2.43. példdban megoldott egyen-
letrendszert elemi bdzistranszformdcidval.

MEGOLDAs. A tabldzatokat egybef(izziik, a sorok fejlécein mindig je-
lezziik az aktudlis bazist, az oszlopok fejléceit a jobb érthetség végett
mindig kifrjuk, a kivélasztott f6elemeket kiilon jeloljiik:

a; ap az b H ‘ ai, ap az b H ‘ a; a a3 b H ‘ a; ap a3 b
el 1 1 2 Ofa| 1 1 2 O0fa| 1 0 3 =5(|a| 1 0 O 1
e 2 2 3 2|e| O -1 2]le| 0 0 -1 2|leac| O 0O 0 O
e3| 1 3 3 4 e| 0 2 1 4|les| 0O 0 3 —6]laz| 0 0 1 -2
eq| 1 2 1 5e| 0 1 -1 5fa| 0 1 —1 5{a| 0 1 0 3

A tablazaton kicsit lehet egyszerfisiteni, azt az oszlopot, amelyben mér
csak egy standard egységvektor van, felesleges kiirni, az oszlopok és
a sorok fejléceibe pedig elég csak azt a véltozét irni, amelyik a bazisba
vett oszlopvektorhoz tartozik. Igy a kovetkezét kapjuk:

x yzb|l |y zb| |z b | b
1 1 2 0f«x]| 1 2 0] x 3 =5 «x 1
2 2 3 2 0o -1 2 -1 2 0
1 3 3 4 2 1 4 3 —6|z|-2
1 2 1 5 1 -1 5|y| -1 5|y 3

Az egyenletrendszer megolddsa tehat x =1,y =3,z = —2. O



Feladatok

3.9° BAzIs: IGAZ — HAMIS

a) AV altérben a {vy,..., v} vektorrendszer bazis, ha tet-
szbleges v € V vektor egyértelmfien felirhat6 e vektorok
linedris kombindcidjaként.

b) Van olyan altér, melynek barmely nemnulla vektora ba-
Zis.

c) Van olyan altér, melynek van kételemti bazisa, és van
ett6l kiilonb6z6 hdrom linedrisan fliggetlen vektora.

3.10. Hatarozzuk meg a 3.27. példabeli vektorok altal ki-
feszitett altér egy masik bézisat tgy, hogy a vektorokat
mads sorrendben irjuk a matrixba. Legyen példaul a sor-
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rend wi = (1,1,2,1), wo = (3,1,3,2), wz = (6,0,3,3),
wy = (2,-2,-2,0). Fejezziik ki mind a négy vektort ezek
linedris kombinaciéjaként! Végiil irjuk fel mind a négy vek-
tor koordinétds alakjat e bazisban!

3.11. VEKTOROK SKALARIS SZORZATAI Igazoljuk, hogy a

Vi-vy Vvi-v2 V1 Vg
Vp V1 V3 V) V2 - Vi
Vi Vi Vi V2 Vi - Vk

matrix rangja pontosan akkor k, ha az R"-beli vy, vy,..
vektorok lineérisan fliggetlenek.

-, Vi
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Megolddsok

3.1. Mindegyik 4llitds hamis.

3.2. 1. Igaz. 2. Igaz. 3. Hamis, csak akkor igaz, ha egyik
a masik altere. 4. Igaz. 5. Igaz. 6. Hamis, a zérustér az
egyetlen zérusvektorbdl 4ll.

3.3. 1. Hamis, csak a homogén linedris egyenletrendszer
megoldasai alkotnak alteret, az inhomogéné eltolt alteret.
2. Igaz. Ez épp az oszloptér, ugyanis csak az oszloptérbél
val6 b vektorokra oldhaté meg az egyenletrendszer. 3. 4. 5.

3.4. 1. Igaz. 2. Igaz. 3. Hamis. 4. Igaz, ugyanis az alli-
tasbeli r(A|b) < r(A) feltétel pontosan akkor teljesiil, ha
r(Alb) =r(A), és ez pontosan akkor teljesiil, ha az egyen-
letrendszer megoldhaté. 5. Hamis, ha r(A) n, és az
egyenletrendszer tobb, mint n egyenletb6l all, akkor el6for-
dulhat, hogy r(A|b) = n+ 1, és ekkor az egyenletrendszer
nem oldhat6 meg!

3.5. Els6 ranézésre csak annyi latszik, hogy mindkét meg-
oldas egy kétdimenzids altér eltoltja. El6szor megvizsgal-
juk, hogy a két altér — vagyis az egyenletrendszer homogén
részére adott két megoldds — egybeesik-e. Elég megmutat-
ni, hogy az egyik altérben benne van a mdsikat generald
két vektor. Ha igen, a két altér megegyezik. Ezesetben el
kell donteni, hogy az inhomogén két partikularis megolda-
sa az altérnek ugyanabban az eltoltjdban van-e. Vagy egy-
szer{ibben, hogy a két partikuldris megoldas kiilonbsége
benne van-e az altérben. E kérdéseket egyetlen matrix lép-
cs6s alakra hozdsaval is megoldhatjuk. Az els6 két oszlop
az els6, a masodik két oszlop a masodik altér generatorait
tartalmazza, az 6todik oszlop a két partikularis megoldas
kiilonbsége.

1 0| -2 3 1 1 0] -2 3 1
0 1 1 -2 -1 . 01 1 -2 -1
-2 -3 1 0 1 0 0 0 0

-1 -2 0 1 1

o

Az eredménybdl latszik, hogy a két megoldas azonos.

3.6. Ha a;, jeldli az egytitthatomatrix i-edik sorét és x, il-
letve y a homogén egyenletrendszer egy-egy megoldasat,
azaz aj, -x=0,a;,,-y=0(01=1,2,...,m), akkor

aj, - (cx=dy) =caj, -x+daj,y=0+0=0,
tehat a két megoldasvektor barmely linedris kombinaci6-
ja is megoldas. Masként fogalmazva a homogén linedris

egyenletrendszerek megoldédsainak barmely linedris kom-
binécidja is megoldas, tehat a megoldasok alteret alkotnak.

3.7. Legyen x = (x1,xy,...,x,) az inhomogén egy partiku-
laris megoldasa, és jeldlje ag, ay,. . .,a, az A oszlopvektorait,

0 0 0 0

H a homogén, I az inhomogén egyenletrendszer altaldnos
megoldasat. Megmutatjuk, hogy x + H = I, ahol a bal
oldali tsszeadast elemenként értjiik.

x+ H C I: Meg kell mutatnunk, hogy ha x-hez adjuk a
H egy tetsz6leges y = (y1,Y2,.-.,Yn) € H elemét, az inho-
mogén egyenletrendszer egy megoldasat kapjuk. Valéban,
x, illetve y eleget tesz az

ajx; +axy + ...+ ayx, = b, illetve
a1 +ayy+...+agy, =0

egyenletnek. Ebbd&l

aj(x +y1) +ax(x2+y1) +.. tan(xn +yr) =
(a1x1 +apxy + ... +anxy) + (a1y1 +agy2 + ...+ anyn) =
b+0=0>,

tehat x + y megoldasa az inhomogén egyenletrendszernek,
azazx+ye€ I

x+ H D I: Meg kell mutatnunk, hogy ha z az inhomo-
gén egy tetszbleges megoldasa, azaz z € I, akkor taldlhat6
olyan y € H, hogy z = x+y. Valéban, az y = z —x
megteszi, mert

aj(z1 —x1) +ap(zp—x1) +...+an(zn —xq) =
(a1z1 + a2z + ...+ anzy) — (ayx1 +a2xp + ... + ayxy) =
b—b=0,

azaz z — x € H. Ezzel kész a bizonyitas.

3.8. Osszesen 16 altere van ng—nek. Van egy 0-dimenzids,

a Z = {0} tér. Az egydimenzids alterek a nullvektorbol és

egyetlen téle kiillonb6z6 tovabbi vektorbol allnak (7 ilyen
Itér van). A kétdimenziés alterek mindegyike a nullvek-

tprbol, két tovdbbi egymastdl is kiilonboz6 vektorbol és
zok 0sszegébdl all. Ezeket felsoroljuk:

{(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)}
{(0,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(0,1,1)}
{(0,0,0),(0,0,1),(1,0,0), (1,0,1)},
{(0,0,0),(1,0,0),(0,1,1),(1,1,1)},
{(0,0,0),(0,1,0),(1,0,1),(1,1,1)}
{(0,0,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}
{(0,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}

7

’

0,0,0),(0,1,0),(1,0,1),(1,1,1
0,0,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,1,1
0,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0

7

7

Végiil altér maga IF; is.

3.9. 1.Igaz. 2. Igaz, barmely 1-dimenziés altér ilyen. 3. Ha-
mis, ha van kételemt bazis, akkor a linedrisan fiiggetlen
vektorrendszerek elemszama legfcljebb 2.



3.10. A matrix és annak redukalt 1épcsés alakja:

1 1 21 1o} 3

3 1 32 o1 3 3
=

6 0 3 3 00 0 0

2 -2 -2 0 00 0 0

Eszerint bazisvektoroknak vélaszthatjuk a w; = (1,3,6,2)
ésawy = (1,1,0, —2) vektorokat. A tobbi vektor kifejezhe-
t6 ezek linearis kombindcidjaként:

2 1 1 1 1 1
3 103 3| 1 2| 1|3 1
3l "206|l T2 | ol 3l 7206l T2 0
-2 2 -2 0 2 -2

A redukalt 1épcs6s alak nemzérus soraibdl allé

10 1/2

0 1 1/2
matrixbol kiolvashat6, hogy a fenti altérnek B = { w1, wy }
béazisa, és ebben a bazisban a négy vektor koordinatés alak-

1/2
3/2
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ja rendre

o R RS A R
ol ’ 1 7 3/2| 7 /2| °
B B B B
3.11. E maétrix rangja pontosan akkor k, ha oszlopvektorai
linedrisan fliggetlenek, azaz ha az oszlopvektorok barmely
linedris kombinécidja csak tgy lehet a nullvektor, ha min-
den egytitthat6 0. Tekintstink az oszlopvektorok egy cy,.. .,

cx skaldrokkal vett, nullvektort adé lineédris kombindcidjat.
Ennek i-edik koordinétdja

O=c1vj-vi+cavi-vy+ -+ v vi

=v;-(c1v1 +cava + -+ cpvy).

Tehat azt kaptuk, hogy az x = c¢yvy +covo + - - - 4 ¢, vy vek-
tor olyan, hogy a vj,..., vi vektorok mindegyikével vett
skaldris szorzata 0, igy ezek barmelyik linedris kombindci-
6javal vett skalaris szorzata is 0, tehat példaul az x vektorral
vett szorzat is 0, azaz x - x = 0. Ez viszont csak x = 0 esetén
llhat fonn, és mivel a v; vektorok linedrisan fiiggetlenek,
csak a ¢; = 0 konstansokkal vett linedris kombinaci6juk
lehet 0, aholi =1,2,...,k.
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Gauss —Seidel-iteraci6, 110
Gauss —Jordan-médszer, 95

hiromszégmodszer, 23

hajldsszog, 52

Hamming-kéd, 101

hipersik, 75

homogén linearis egyenletrendszer
inhomogénhez tartozo, 92

implicit, 64
inkonzisztens, 8o
irdnyitott szog, 36
iranyitott szakasz, 21
irdnyvektor, 65

ISO 31-11, 22

jol kondiciondlt, 104
Jacobi-iteracio, 110
jobbrendszer, 35

kotott véltozo, 91
kotott vektor, 21
kod

hossza, 57
koédszo, 57
koédvektor, 57
kiegészit6 altér, 144
kifeszitett altér, 125

kittintetett altér, 144
kollineéris vektor, 23
komplanaris, 24

konstans tag, 78
konzisztens, 8o
koordinéta, 42
koordinatarendszer, 42
korrelaciés egyiitthato, 55

1épcs6s alak, 89

levéldiagram, 122

lineéris
egyenlet, 78
egyenletrendszer, 79
kombinéci6, 25

linedris egyenletrendszer
konzisztens, 80

linearis egyenletrendszerek
homogén, 8o
megoldasa, 8o

linedris egyenletrendszer
alulhatérozott, 8o
talhatarozott, 8o

linedris egyenletrendszerek
ekvivalens, 8o
inhomogén, 8o

linedrisan Osszefligg®, 27

linedrisan fiiggetlen, 27, 50

matrix, 81

rangja, 118

ritka, 82

stirdi, 82

soronként dominéns f64tl6ja, 112
megoldas

altalanos, 92

partikularis, 92

trividlis, 120
megoldasvektor, 8o
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megoldhato, 8o

négy kitlintetett altér, 144
norma

euklideszi, 23
nulltér, 124
nullvektor, 22
numerikusan instabil, 104
numerikusan stabil, 104

origo, 22
ortogonalis, 45
ortonormadlt bazis, 45
oszlopmatrix, 81
oszloptér, 127
oszlopvektor, 43, 81
osztalyfelbontds, 41
osztalyozas, 41

péarhuzamos vektor, 23
parallelepipedon, 29
parallelogramma, 29
paritasbit, 59

particio, 41

partikularis megoldds, 92
pivotelem, 89

részleges féelemkivalasztas, 106
részleges pivotélas, 106

rang, 118, 138

redukalt 1épcsés alak, 94
reflexiv, 41

relacio, 41

ritka matrix, 82

rosszul kondiciondlt, 104
rref fliggvény, 98

skélazas, 107

skalér, 21

skaléris szorzat, 31

sorlépcs6s alak, 89

sormatrix, 81

soronként domindans f64tl6, 112
sortér, 127

sorvektor, 81

standard bazis, 133

$z0g, 52

szabad véltozo, 91

szabad vektor, 22

személyi szdm, 56
szimmetrikus relacio, 41
szimultdn egyenletrendszer, 98

tavolsag, 32
tulhatéarozott, 8o
tizedespont, 15
tizedesvesszd, 15

torzor, 25
transzponalt, 137
tranzitiv reldcio, 41
trividlis megoldads, 120

vegyes szorzat, 40
vektor, 22
Osszeg, 23
abszolut értéke, 23
azonos iranyu, 23
egyiranyu, 23
ellenkez irany1, 23
hossza, 23, 32
jelolése, 22, 82
kollineéris, 23
koordinatdinak elvalasztasa, 82
koordinétés alakja, 42
matrix alakja, 81
parhuzamos, 23
vektoregyenlet, 64
vektori szorzat, 37
vektorok
merdblegessége, 52
szoge, 32, 52
tavolsaga, 52

zérustér, 123
zérusvektor, 22
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