10. fejezet

Egyvaltozo6s valés elemi fiiggvények

Racionalis fiiggvények

D 10.1 Valos [komplex]| egyiitthatos n-edfoki racionéalis egész fiiggvényen, mas néven
polinomfiiggvényen olyan,

f(@) = apa" + a1z P+ +an, ag£0, neN

alaku fiiggvényt értiink, amelyben az ay, . . . , ap, egylitthatok adott valés [komplex| szamok,
x értéke pedig tetszbleges valos [komplex| értéket felvehet. Az n szdmot f fokszamédnak
nevezziik, és f*-gal jeloljiik. A zérusfiiggvény foka —oo. Az ag egylitthatét a polinom
f6egyiitthatojanak nevezziik. Racionalis fiiggvényen két polinomfiiggvény hianyadoséat
értjiik, amit raciondlis tortfiiggvénynek hivunk, ha a nevezd nem konstanstiiggvény.

D 10.2 Az f polinomfiiggvény g polinomfiiggvénnyel val6 maradékos osztasin olyan
q és r polinomfiiggvények meghatarozasat értjiik, amelyekkel f = gq +r, és r* < g*. (E
maradékos osztas egyértelmiien elvégezhetd, ha g nem a zérustiiggvény.)

T 10.3 Az egyvaltozos valos (vagy komplex) f polinomfiiggvénynek az (x — c¢) elséfokii
polinomfiiggvénnyel valé maradékos osztasanak maradéka az f(c) értékii konstansfiiggvény.

T 10.4 Polinomfiiggvény gyoktényezds alakja: Minden valos vagy komplex egyiitthatos
nemkonstans egyvaltozos n-edfoka f polinomfiiggvényhez talalhatok olyan c1,ca,...,cs €
C, (s <n), és ki, ko,..., ks € NT szamok, hogy minden z-re

fl@) = ap(z — c1)"(z — ea)k2 .. (x — o),

ahol ay az f polinom féegyiitthatdja, és k1 + ko + ... + ks =n. (Acj (j = 1,2,...,5)
szdmot az f polinom kj;-szeres zérushelyének nevezziik.) Ha f minden egyiitthatéja
valos, és a nemvalos cj (j = 1,2,...,s) szdm kj-szeres zérushely, akkor van olyan ¢ (I =
1,2,...,81 # j), hogy ¢; =¢; és kj = kj.

T 10.5 Valés polinomfiiggvény valds gySktényezds alakja: Ha a valds egyiitthatos

f polinomfiiggvény valds zérushelyei ¢, ca,..., cp, akkor f felirhaté
flx)=(z— cl)k1 (x — cz)k2 vz — cr)k”p(x)
alakban, ahol k1,ks, ...,k € N, és p olyan valés egyiitthatés polinom, amelynek nincs

valos zérushelye.

T 10.6 Valés egyiitthatos polinomfiiggvény valds szorzatalakja: Minden valés
egytitthatés polinomfiiggvény felirhaté els6foki és negativ diszkrimindnsi méasodfoka poli-
nomfiiggvények szorzataként.
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10. Egyvaltozos valos elemi fiiggvények — Racionélis fiiggvények

P 10.7 Horner médszer. Egy polinom helyettesitési értéke kiszamithaté az alabbi
zaréjelezést felhasznélva is:

f(c) = apc™ + alc"_l + o tap_1ctap = (...((apc +ay)c+ag)c+ -+ +ap_1)c+ an.

A kiszamitott ag, agc+aq, (agc+aq)c+ag,. .. részeredmények az f(x) : (x —¢) maradékos
osztds hanyadosdanak egytitthatoéit adjak. Az eljarast az . n. Horner-sémaban dbrazoljuk.
Ez példaul az f(z) = agz® + a1x® + agz + az polinomfiiggvénnyel felirva a kivetkezo:

lao| @ | ay | a3 |
c¢|ag|age+ ay | (age + ar)e+ az | ((apc + a1)e + ag)c + ag |

ahol tehat f(c) = ((agc + ar)c+ ag)c+ as, és

/() — aga® + (age + a1)z + ((age + ay)e + ag) + fle)
xr —C Xr —C

T 10.8 Rolle gyoktétele. Egészegyiitthatos polinomfiiggvénynek csak olyan racionalis
zérushelye lehet, amelynek nem egyszeriisithetd alakjaban a szamldlé a polinom konstans
tagjanak, a nevezd a legmagasabb fokii tag egyiitthatéjanak osztdja. Ha egy egészegyiitthatés
polinomfiiggvény fGegyiitthatéja 1, akkor annak minden raciondlis zérushelye egész szam.

Feladatok

Végezziik el az alabbi f polinomnak a g polinommal val6 maradékos osztasat, azaz
hatarozzuk meg a ¢ hanyadost és az r maradékot!

12 f(x) =223 + 222 — 40 — 2, g(x) = 22 + 3z + 1,

2. f@)=2’—-a'+a23 -2t +x-1, g(x) =2+ 22 +1,
3. f(x)=2a%—2°+2%+22+3, gx) = 2% -2

4. f(z) =20 4229 — 23 - 222 + 8z + 3, g(a) =2® —z +3,
5.  f(z) =23 +2i22 + 32+ 60, g(2) = 2+,

6. fo)=22+22+2+1, g(z) =22+ (1 +i)z+1,

7. f(x)=2%% -1, g(x) = 23 -1,

8. f(x)=2% g(x) =2 +2+1,

Irjuk fel

a) gyoktényezds alakban (T 10.4),
a) valos szorzatalakban (T 10.6),
a) valos gyoktényezGs alakban (T 10.5) és
a) a D 10.1 szerinti polinom alakban
azt a legkisebb fokszadmu f polinomot, amelynek fSegyiitthatdja 1, zérushelyei
C1,C2,...,Cr, mégpedig c1 ki-szeres,. .., ¢, pedig k,-szeres zérushely.
9° a=-1 =% k=2 k=1,
10. ¢; =1, c9— 2, c3— —1, k1 — 1, kg — 2, kg — 1,
11. c1 — a, Czib, c3 — C, k1:k2:k3:1,
12. c1 =1, co =1, cg= —1, k1 =ky=ks =1,
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10. Egyvaltozos valos elemi fiiggvények — Racionélis fiiggvények

13. 61:1, CQZi, ng—i, k1:1, k2:k3:2,
142 c1=1, co=1+14, c3=1—1i, k1 =1, kg = k3 =2,
15. c1— 1, ¢p— i, 3 — —i, c4— 1414, 5 —1—i, ky — kg — kg — kg — ks — 1,
16° ¢1 — i, c9— —i, k1 — 2, ko — 1,
17. C1:i, CQZ—i, k1:2, k2:3,
18> c1 =14, cg=2+1, c3=2—1, k{ =ko = kg =1.
19X Mutassuk meg, hogy a
d™(z? — 1)"
dxm
. n. Legendre-polinom zérushelyei kiilonbozdek, valosak és a (—1,1) inter-
vallumba esnek. [Utmutatas: Vizsgaljuk meg az (22 — 1) fiiggvénynek és
derivaltjainak zérushelyeit.|

P,(z) =

A Horner-modszert felhasznalva szamitsuk ki az aldbbi f polinomok helyettesitési
értékét a megadott ¢ helyen. (A kalkulatort hasznalo feladatoknél tegyiik ¢ értékét
a memoriaba, és minden szorzaskor onnan hivjuk eld.)
200 f(zx) =28 —a* + 223 t 2 -1, c= -2,
21> f(z) — 320 — 425 + (13 + 8i)2* + (1 —20)23 + 4z, ¢ — 2i,
22. f(x) = 625 +52* + 423 + 322 + 22+ 1, ¢ = —4.
235 f(x) = /b — 323 + V1722 +0,39392 + 2, ¢ = 1,39,
245 f(a) = 17,39a* —1,56a3 + 0,11a®> + a — 1, ¢ — cos 1.
Horner-modszerrel végezziik el a megadott f polinom g-vel valé maradékos osztasat!
250 f(r) =2+ 23+ 22 v+ 1, glx) —x—1,
() =2 —2" +2° - 2% + 2, gla) =2 +1,
(z) = 3,112° — 8,2923 + 5,442 — 9,99; g(x) = x — 1,35
285 f(z) = 23cosl,1 —a?sinb5,4 + cos2,1; g(x) — x — tg0,5
() = 2% + 222 — 2+ 2, g(x) =z —1,
30. f(x)=a°+ (1 +20)a* + (6 +i)a? +4+4i, gz) =2 +2+i.
A Horner-modszer segitségével alakitsuk at f(x)-et (z — xp) polinomjava!
31> f(z) = 2% +22% —32% — 4o + 1, o — —1,
32. f(z) = 2* +42% + 32% — 22— 2, mp — —1,
33. f(x)=2°, zo— 1.
34. Milyen a és p értékekre oszthaté maradék nélkiil az f(z) = z* + pa®2? —
5a3z + a* polinom az x — a polinommal?
A Rolle-féle gyoktétel alkalmazéasaval szamitsuk ki az alabbi racionéalis egyiitthatos
egyenletek racionalis gyokeit, és e gyokok felhasznélasaval irjuk fel az egyenletek
bal oldalan 4ll6 polinomot alacsonyabb foku, racionalis egyiitthatos polinomok
szorzataként.
35° x4+%x3+%x2+x—1:0, 36. x3+2x2—2x—%:0,
37. 2+ 23 —222-32x-3=0, 38. z* + 1023 + 3522 + 50z + 24 — 0.
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10. Egyvaltozos valos elemi fiiggvények — Péros, paratlan és periodikus fiiggvények

Abrazoljuk az alabbi polinomfiiggvényeket a T 9.26 segitségével:

39> f(z) = Ha*(z+1)(z — 3)%, 40. f(z) = sz(z +2)*(z — 1)3,

41. f(z) = %x(x +3)%(x — 2)2, 42. f(z) = %x2(cc—2)2(:v+ 1)2(x+2).
Abrazoljuk az alabbi racionalis tortfiiggvényeket a szamlalo és a nevezd zérushelyeinek

meghatirozasa, a oo-ben, a —oo-ben és a hézagpontokban vett hatarértékek kiszdmitasa
segitségével:

43. r(z) = 0D a4? r(z) - P,
- x 2 Tr— 2 xT 2
457 r(x) = L 46. r(x) = L2

Paros és paratlan fiiggvények, periodikus fiiggvények

D 10.9 Az egyvaltozos (valos vagy komplex) f fiiggvényt paros [paratlan] fiiggvénynek
nevezziik, ha az értelmezési tartomanyaba esé minden x-szel egyiitt —x is az f értelmezési
tartomanyaba tartozik, és f(—z) = f(z) [f(—z) = —f(x)].

T 10.10Ha az egyvaltozos valos f fiiggvény értelmezési tartomédnya szimmetrikus a 0
pontra nézve, akkor elGillithaté egy paros fi és egy pdratlan fo fiiggvény Osszegeként,

éspedig fi(x) = 3 (f(z) + f(=2)) & fa(w) = 5 (f(z) = f(=2)).

D 10.11Az egyvaltozos nem konstans (valés vagy komplex) f fiiggvényt c szerint pe-
riodikusnak és a ¢ # 0 szamot az [ fiiggvény periddusanak nevezziik, ha minden
x € Dom f esetén x + ¢ € Dom f, és f(z + ¢) = f(x).

T 10.12 Ha c az egyvaltozos f fiiggvény periédusa, k pedig nullatol kiilénbézds egész szam,
akkor kc is periédusa f-nek. Ha f valos valtozos, akkor priédusai kozott van egy legkisebb
pozitiv periédus, melynek egészszamii t6bbszordsei adjak f Osszes peridodusat.

Feladatok

Allapitsuk meg, hogy az alabbi fiiggvények koziil melyek parosak és melyek paratlanok
(1. D 10.9). Azokat, amelyek nem tartoznak egyik osztalyba sem, bontsuk fel (D
10.10 segitségével) egy paros és egy paratlan fliggvény Gsszegére!

47. 2 necz)\ {0}, 48. 2"l p ez, 49. sinz,

50. cosz, 51. tguw, 52. zxsinx,
53. zcoscz, 54. 22— :1:4, 55. x + a:3,
56. z° — 57. (z+1)sinw, 58 |z —1|.

Legyenek az f, f1, fo fliggvények paros fliggvények, a g, g1, g2 fiiggvények paratlanok
egy H halmazon. Az alabbi fliggvények koziil melyek parosak, melyek paratlanok?

59? f1+f27 60. gl+g27 61. f+g7
62. fifo, 63. 9199, 64. fg,
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10. Egyvaltozos valos elemi fiiggvények — Arkuszfiiggvények

1
65. ﬁ, 66. -, 67. i,
f2 g g
68. fog, 69> f/, 70. ¢

Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények koziil a periodikusak legkisebb pozitiv p
periodusat!

71. sin3x, 72° cosax, a >0, 73. sinar+cosazx, a > 0,
74. sin’z, 75. sin/z, 76. 3tz —tgL.

77. Mutassuk meg, hogy p szerint periodikus fliggvények Osszege, kiilénbsége,
szorzata, hinyadosa vagy szintén periodikus p szerint, vagy konstans.

Trigonometrikus fiiggvények

Feladatok

A sin, cos, tg, ctg fiiggvények grafikonjabol kiindulva fliggvénytranszformaciok
segitségével abrazoljuk az alabbi fiiggvényeket!

78> 3sin2x + 1, 797 3sin(2r — ) — 2, 80. coskx, k#£0,
81. sin %, k#0, 82. —2ctg(x + g), 83> asin(bz+-c), a,b, c#0.
Vazoljuk fel az alabbi fiiggvények grafikonjat!
1 o1 1
84, ——, 85. sin—, 86. xsin —,
sin x x x
1
87. x?sin-—, 88. |[sinz|, 89. sgnsinz,

x
90. Ent(2sinz).

Hozzuk egyszertibb alakra az alabbi fiiggvényeket, majd abrazoljuk dket.

91. coszsinz(l — 2sin’z), 92" sinz + cosz,
93> /3sinx + 2coszx, 94° asinx + becosw,
95. sin (:1: — W) + sin (:1; + W), 96. Hﬂ

3 3 1—tgx
Binyonyitsuk be, hogy ha o + 3 + v = 7, akkor

97. sina+sin( +siny = 4cos%cos§cosl

2
98> tga +tgf+tgy =tgatgftgy.
Differencialjuk az alabbi trigonometrikus fiiggvényeket:

1 i 3
99. tg? 100. sin /7, 101. ( e ) ,

3x cos 2x
102. sin(cos ), 103. Vsin 22, 104. ctg? g
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10. Egyvaltozos valos elemi fiiggvények — Arkuszfiiggvények

Arkuszfiiggvények

D 10.13 Az arkuszfiiggvények a trigonometrikus fiiggvények megadott intervallumra valo
lesziikitéseinek inverzei, nevezetesen:

. . T T
arcsinx =y & siny = x, [—2,2}, arctgxr =y & tgy =z, (—2,2),

arccosz =y & cosy =z, |0,7], arcctgzr =y & ctgy =z, (0,7).

T 10.14 Az arcsin és az arccos fiiggvények a (—1,1) intervallumon, az arctg és az arcctg
fliggvények az egész szamegyenesen differencidlhatok. Derivéltjuk:

L (arceosz) — ———, (arctga) — ——, (arcotg) — —
—F—F, (arccosr) — —F—, (arcC r) — , (arcc r) — ——5.
V1 —x? V1 — a2 & 2 8 1+ 22

1+z
T 10.15 Az arkuszfiiggvényekre, értelmezési tartomanyuk minden x pontjiban, fennéllnak
az alabbi Osszefiiggések:

(arcsinz)’ —

. 4 T
arcsin T + arccosr = bR arctg x + arcctgx = 3

Feladatok

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvényértékeket:

105X arccos(—0, 25), 106 T — arctg 200, 107 *arcctg 10.
Kalkulator hasznalata nélkiil szamitsuk ki az alabbi fiiggvényértékeket:
108. arctg1, 109. arcctg v/3, 110. arcsin(1/2),
111. arccos(—v/2/2), 112. arccoscos 7, 113. arctgtgl,6,
114. arcsinsin 10, 115. arcsinsin 13, 116. arcsinsin(—13).

Hatarozzuk meg az aldbbi fiiggvények derivaltjat és a derivalt értelmezési tar-
toméanyéat!

117. arccos(1 — 2x), 118. arctg(l — z?), 119. ctgarctg z,

2z

120. arcsin T2 121. arcsincos x, 122. arcsin V1 — z2.
x

123" Mutassuk meg, hogy az alabbi fiiggvények koziil barmely kettd kiilonbsége
konstans Hatéarozzuk meg e konstansokat!

arcsin(2z — 1), 2arcsin \/_ —2arcsiny/1 —x, 2arccos/1 — x,

2arctg /17 —2arctg\/ —Z, 4arctg1+\f, —Zlal"(jtgH\fv1 &

1247 A BASIC programozasi nyelvben az ATN( ) fliggveény kiszamitja az arctgx
értéket. Igazoljuk a programozasi kézikonyvekben az arcsin és az arccos
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10. Egyvaltozos valos elemi fiiggvények — Arkuszfiiggvények

fliggvényekre javasolt alabbi formulédk helyességét:

arcsinz = ATN (z2—),  arccosz = —ATN (ﬁ) 1 1,5707963.

A mellékelt 4brak valamelyikét felhasznélva igazoljuk az alabbi azonossagok helyességét
az x > 0 esetben, majd az Osszefiiggést trigonometriai atalakitasokkal bizonyitsuk

minden lehetséges z-re!
125° cosarcsinx = sinarccosz = v 1 — x2,

[N

1
1267 tgarcctg x = ctgarctgr = —,
x

V1—22

T

x

V1—2?
x

129. sinarctg x = cosarcctgr = ———

V1 -+ 22
1
V1t 22

Igazoljuk az alabbi Gsszefliggések helyességét! Mind a négy feladatban k € Z.
T+ 2k, ha 2km — § <o < 2km + §,

—x+ (2k+1)m, ha k+ )7 -5 <2< (2k+1)7+ 3,
x+2kw,  ha 2km <z < (2k+ )7,

—x +2km, ha 2k — )7 <z < 2km,

133. arctgtgr = o + kr, hakr —§ <z <km+ 3,

134. arcctgetge — x + km, ha kr <z < (k+ 1)7.

1277 tgarccos r = ctgarcsinx =

128”7 tgarcsinx = ctgarccosx =

130. sin arcctg x = cosarctgr =

1312 arcsinsinx — {

132. arccoscosx — {

135. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanyat, értékkészletét,
és rajzoljuk fel a grafikonjukat!
sin arcsin, cosarccos, tgarctg, ctgarcctg,
arcsin sin, arccoscos, arctgtg, arcctgctg.

Kalkulator hasznalata nélkiil — alkalmas trigonometriai azonossagok alkalmazaséaval
— szamitsuk ki az alabbi fiiggvényértékeket:

1367 cos (2 arcsin(—%)), 137. tg (2 arctg %),

138. sin (arccos % + arcsin 15—3), 139" cos (arccos % + arcsin %)

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!

140. arcsin x = arccos z, 141. arccos x = arctg z,

14272 arcsin x = arccos 2z, 143. arctg(x — 1) — arctg(x — 2) = 7 /4,
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10. Egyvaltozos valés elemi fiiggvények — Logaritmusfiiggvények

144. arcsin /= + arcsin y/1 — x = arcsin 2z.
Szamitsuk ki az alabbi hatarértékeket:

arcsi arct arcsi
1457 ljy AT 146. lim S 8T 1477 liy S8R9
z—0 x —0 x z—0 arcsin bz
t t 1
148, lim 89T 149, lim 28T 150. lim arctg ~— .
z—0 arctg bx r—o00 arctg bx r—1 —1

1512 Bizonyitsuk be, hogy =% < arctgx + arctgy < § esetén

+y
_my‘

z
arctg xr + arctgy — arctg 1

Az el6z6 feladat eredményét, valamint az arctgxz < x (ha x > 0) egyenlGtlenséget
felhasznalva bizonyitsuk be az alabbi egyenlségeket! (A 155. feladatban szerepls
formula segitségével szamitotta ki 7 értékét 100 tizedesjegy pontossaggal 1706-ban
John Machin.)
152?arctg%+arctg% =1 153. 2arctg%+arctg% =7,
154. 3arctgi+arctg% =1 155. 4arctg% —arctgﬁ =7
156 Igazoljuk az alabbi egyenlGséget:
arcsi 4Jraucs' 5+acs' 16 m
rcsin — ++ arcsin — -+ arcsin — = —.
5 13 65 2
Bizonyitsuk be az alabbi azonossagokat!
15772 arctg (\/EJr Vi + 1) = 5 tarctg\/z, >0,
158 arct #
) & 2 +x+1
159. Adjunk 'geometriai bizonyf{tast’
az arctgl + arctg2 + arctg 3 —
m egyenldségre az alabbi dbra segitségével:

1 1
= arctg — — arctg oy x> 0.
x x

Logaritmusfiiggvények

T 10.16 Az log, = fiiggvény a (0,00) intervallumon, az log,|z| (specidlisan az In|x|)
fiiggvény pedig a 0 kivételével minden valos helyen differencidlhaté, és

1
(log, )/ — —loge — ——, (z>0),

1

zlna’

(e #0), (nfal) =, (#0)
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10. Egyvaltozos valés elemi fiiggvények — Logaritmusfiiggvények

D 10.17Ha az f fiiggvény az értelmezési tartomanyan pozitiv és differencidlhato, akkor
az In f fiiggvény is differencidlhaté, és (In f) = f'/f. Az In f fiiggvény derivaltjat az f
fiiggvény logaritmikus derivaltjinak nevezziik. Logaritmikus derivalason pedig az
f' fiiggvénynek az

= fn gy

képlettel valo kiszamitasat értjiik.

Feladatok

Kalkulator hasznélata nélkiil szamitsuk ki az alabbi értékeket:
160. a) 1083% 1) 1g10°, ¢) ™3, d) Ine?,
e) 6—211137 f) glog, 9, g) ]logy 9’
161. a) 1gV/100, b) logg27, c) logy; 9, d) logsy 512, e) logy /536,

f) logg 316’ g) logy /4 10124, h) In 3%/;2, i) In {/e.
Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények értelmezési tartoményat és értékkészletét!
162. f(x) = log, a, a#1, 163. f(z) = log, z, 164. f(z) = Inz?,
1652 f(x) = Insin z, 166. f(x) = Incos z, 167. f(x) = Intgx,
168° f(x) = Inarcsinz,  169. f(x) = Inarccosz, 170. f(x) = arcsinln z.
Bizonyitsuk be a kiilonb6z§ alapt logaritmusokra vonatkozo alabbi azonossagokat!
(A feladatokban szerepls konstansokra fennall, hogy a,b, c,a; > 0,de a,b,c,a; # 1,
aholi=1,2,...,nésneNT.)

log,. b

1712log, b = 172°log, b - logya = 1,

log.a’

1
173. log,, a2 -log,, ag-...-log, a1 =1, 174.log,n b= —log, b,
’ n

1

175. log,» b" = log, b, 176. log, b = —log;/, b = —log, 5

1 log,, ¢ 1 log, ¢
177. log,, ¢ = — T~ Trlog, b’ 178. 1og% C= 11 = Toleg, B

log,c ' logyc log,c  logyc
1
179. logy, 4, C= —3 i
' logachr'”Jrloganc

Ahol jelezve van, ott kalkulatorral, ahol nincs, ott kalkulator nélkiil szamitsuk ki
az alabbi értékeket! Ahol sziikséges, alakitsuk at a kifejezést az el6z6 feladatokban
megismert 6sszefliggések segitségével.
1805In2, 1g2, In10, lge, In,
181Flogy 3, logs 2, log, e, logy 10, logs 5 3,8.
lg4 lg 5 1
"1-1g5" 1+1g0,5" 1/logy 30 + 1/logg 30 + 1/logs 30’
183. logy7 125 - loggos 9, loggy 256 - log, 9, log, 9 - logs 5 - logys 4,

182
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10. Egyvaltozos valés elemi fiiggvények — Logaritmusfiiggvények

184 Szamitsuk ki a 1g8, Igh, 1g0,72, lg /7,5 értékeket gy, hogy csak a négy
alapmiiveletet, a lg2 ~ 0,30103 és a lg3 ~ 0,47712 értékeket hasznaljuk.

185.° Bizonyitsuk be, hogy ha az In x fliggvény grafikonjat az x-tengely iranyaban
k-szorosara nyujtjuk, ugyanazt a gérbét kapjuk, mint amikor a grafikont az y-
tengely irAnyaban eltoljuk egy alkalmasan valasztott ¢ szdmmal. Hatarozzuk
meg c értékét k fiiggvényében!

Milyen transzforméciokkal kaphatjuk meg az alabbi fliggvények grafikonjat az In

fiiggvény grafikonjabol?

3/2
186. log, ., 187. logs %, 188. In /T — 7.
Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!
189. log,  o(32% + 12z + 14) = 2, 190. In2? + In 28 = 10,

191. logsy(2z) — logg(4x) + logy x — 3, 192. log, 8 — logy,, 64 — log,, 4.
Differencialjuk az alabbi fliggvényeket!

1
193. In(5z + 1), 194. lgg +n3, 195. In -,

X
196. In?(1 — 2z), 197. lnsinz, 198. lgcos z,
199. logs(z? — 1), 200. 15, 201. 2" In .

202° Szamitsuk ki az In x fliggvény n-edik derivaltjat!
203. Mutassuk meg, hogy az y = lnsinz, (0 < x < w) fliggvény kielégiti az
y" + (y)? = —1 egyenletet!

204. Mutassuk meg, hogy az y = ¢1 sinlnz+cy coslnz, (x > 0) fiiggvény tetszileges

c1, ¢a € R egyiitthatokkal kielégiti az x2y” + zy’ + y = 0 egyenletet!

205. Mutassuk meg, hogy 0 < a < b esetén
1 Inb—Ina
b < b—a
206. Bizonyitsuk be, hogy x > 1 esetén Inz < 2(\/x — 1).
2075 Jelolje w(x) az x szamnél kisebb primek szdméat. A primszamtétel szerint

1
0

1
m(x)Inx .

AT,
Becsiiljitk meg e tétel segitségével a 107-nél kisebb primek szamat.

208. A zenei hangkoz nagysagat a két hang frekvencidjanak hanyadoséval mérjik.
Az oktav hangtavolsag esetén a frekvencidk hanyadosa 2. Johann Sebas-
tian Bach kora ota a "joltemperalt" zongoran az oktav 12 egyenl$ nagysagu
— kisszekund nevii — hangkdzre van osztva (wohltemperiertes Klavier). n
kisszekundnyi hangkéznek milyen frekvenciahdnyados felel meg? Az x és y

(x > y) frekvenciaju hangok kozti hangkdz hany kisszekundbol all7
Logaritmikus derivalassal (D 10.17) szamitsuk ki az alabbi fiiggvények derivaltjat!
(2?2 +2)(z + 9)1/2

r—1

209" . 210. (z+1)(z+2)(z+3), 211. (2z + 1)(x? + 1)a*/®,
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10. Egyvaltozos valés elemi fiiggvények — Exponenciélis fiiggvények

—1 2z + 1 vz 11
212. { % 213, 1 ©@ +2 ) o4 v :
x?+2 (x —2)(x? +2) (x —=T)v2x +1
2157 (1 + x)t=2, 216. (1 — 32)n, 217. /322 — 6z + 7.

Exponencialis fiiggvények

T 10.18 Az a*, (a > 0) fiiggvény az egész szamegyenesen differencidlhato, derivaltja
(a®) = a”Ina,

specidlisan (¢*) = €, és igy minden nemnegativ egész r-re (e*)(") = %, Szokés az e

alapt exponenciilis fiiggvényt exp-pel jelélni, azaz exp : x — e®. FE jelolést hasznélva

exp(r) = exp.

Feladatok

Milyen transzformaciokkal kaphatjuk meg az alabbi fliggvények grafikonjat az exp

fliggvény grafikonjabol?

218. 27, 2195571 220. (3%/271)3,

221. Ha a < 0, akkor az a” fiiggvény mely valos = értékekre van értelmezve?

222. Melyek azok az x( valos szamok, amelyek megoldéasai az f(x)g("”) = f(a:)h(x)
alakt egyenletnek?

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazén:

223. (2z + 1)*73 = (2z + 1)°732, 224. (z — 3)%/* = (z — 3)°,

225. (v + 1)20 = (22 22 + 1)22HL

Szamitsuk ki az aldbbi x — y fliggvények derivaltjat!

226. y =27, 227. y = 7", 228. y = 2%,

229, y — 277, 230. y — 287 231,y — 51/% 1+ 1/5%,
232. y = exp /2 +,/exp T, 233" —y = 3, 234. e¥I07 L Iny = 0.
Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények derivaltjat az a® = e?2 @ atalakitas segitségével!
235> (z1n)?, 236. 25"7 237. 7,

238. 22V3¢, 239. (1 —2)*, 240. (sinz)t®?.

241" Ha az f fliggvény konstans, akkor (f(x)g(m)y = f(2)99 ¢/ (z)In f(z); haa g
fiiggvény konstans, akkor (f(2)9®)) = g(z) f(2)9®)~" f'(x). Mutassuk meg,
hogy &ltalaban az f(x)9(*) fliggvény derivaltja az el6z6 két eredmény Gsszege:

(F@)7@) = ()@ () In f(z) + g(2) ()7L ().
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10. Egyvaltozos valés elemi fiiggvények — Exponenciélis fiiggvények

242° Bizonyitsuk be, hogy (ze*)™ = (z 4 n)e”.

243° Az e fliggvény n-edik derivaltfiiggvénye kifejezhets (e_mz) ) — e H,(zx)
alakban, ahol H,, az n-edfok(i Csebisev-Hermite polinom. Mutassuk meg,
hogy H,, eleget tesz az aldbbi rekurziv Gsszefiiggésnek:

Hp1(x) + 2zHyp(z) + 2nHp—1(z) = 0, (n>1).
244° A Stirling-formula (ejtsd: szt6'ling) szerint

~

n! 2 n(n>ne (—%)
.= ™ - XP\——/—
e) “P2n”

ahol *,, egy, a (0,1) intervallumba es6 valés szam. Ennek felhasznalasaval
milyen alsé és fels§ becslést adhatunk n!-ra?

2455 Az el6z6 feladat eredményét felhasznilva, becsiiljiik meg 12! és 60! értékét!
Az el6bbit szamitsuk ki pontosan is!

246k A Stirling-formulat felhasznalva adjunk meg also és felsé becslést az 1-3-5 -
... (2n — 1) szorzat értékére, majd szamitsuk kozelitSleg az 1-3-5-...-99
szorzat értékét.

Mutassuk meg, hogy a megadott fliggvények a veliik megadott egyenletet kielégitik:

247. f(z) =™, f(z+y) = f(2)f(y),

248. f(z) = 222U f(2) =1 - f2(w),

249. y — c1e® + c2e?, ¢1,¢,a,b € R konstansok, 3" — (a + b)y’ + aby = 0.
250.° Mutassuk meg, hogy az
fl(@) = kf()

(k adott konstans) egyenletnek minden f(z) — ce*® alaki fiiggvény megoldasa
(c tetszGleges konstans), tovabba mutassuk meg, hogy méas megoldéasa az
egyenletnek nincs is. (Utmutatas: legyen f(z) egy tetszdleges megoldas, és
vizsgaljuk az f(z)e** fiiggvényt.)

251X Mekkora 8sszeg lesz egy év elteltével egy 10000 Ft értéki, 15% kamatozast
betéten, ha kamatos kamattal szamolunkf, és a kamatot

a) évente,

b) havonta,

¢) naponta,

d) ’folyamatosan’ szamoljuk (ami azt jelenti, hogy évente n-szer szamoljuk,

és ennek vessziik a hatarértékét, ha n — 00)?

2525 Mekkora 6sszeg lesz E év elteltével egy A Ft értéki, K% kamatozasi betéten,
ha kamatos kamattal szamolunkt és a kamatot az el§z6 feladatbeli a), b), ¢),
d) pontoknak megfelelgen szamitjuk?

253. Egy évi s% kamatozast betéten levs Osszeg hany szézalékkal kamatozik,
ha nem csak kamatot, hanem folyamatos kamatozassal kamatos kamatot
szamitunk?

T ami azt jelenti, hogy a kamatot hozza kell adni a betét értékéhez, és legktzelebb e megnivelt értékre szamitunk

kamatot
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10. Egyvaltozos valos elemi fiiggvények — Hiperbolikus fiiggvények

2542 Egy radioaktiv anyag elbomlisakor a tomeg megvaltozasanak sebessége az
anyag tulajdonségaitol fiigg, de minden pillanatban aranyos az anyag tomegével;
legyen az aranyossagi tényez6 k. Mutassuk meg, hogy az az idG, amely alatt
az anyag fele elbomlik, nem fiigg a tomegétdl, azaz csak az anyag jellemzéje
— ezt nevezik felezési idonek —, és ez az id6 —In2/k.

255X 3 gramm 14-es szénizotépbol mennyi marad meg 1000 év elteltével, ha felezési
ideje 5730 év?

256. (Kormeghatarozas 14-es szénizotoppal) Az é16 szervezetekben a stabil 12-
es és a radioaktiv 14-es szénizotop ardnya mindaddig allando, amig a sz-
ervezet él. Pusztulasa utdn azonban az 5730 év felezési idejii 14-es szénizotdp
mennyisége csokken. Egy barlangban talalt emberi haj csak 40%-at tartal-
mazza az €16 emberi haj szénizotopmennyiségének. Hany éve halt meg a haj
viselGje?

257. Egy populacio egyedeinek szamat az id6 fiiggvényében leiro fiiggvény nem
folytonos, hanem szakaszonként konstans, hisz csak egész értékeket vehet fel.
Ha azonban az egyedek szama nagy, e fiiggvény jol kozelithets egy folytonos,
s6t differencidlhato fiiggvénnyel. Tegyiik fel, hogy egy falu lakossaga minden
évben a lakosok szdmanak 2%-aval novekszik. Mennyi id6 alatt duplazodik
meg a falu lélekszama? Hany lakosa lesz a falunak 30 honap mulva, ha ma
ezren lakjak?

Hiperbolikus fiiggvények

D 10.19A szinusz hiperbolikusz (sh), a koszinusz hiperbolikusz (ch), a tangens hiperbo-
likusz (th), és a kotangens hiperbolikusz (ch) fiiggvények definicioi:
e? —e " e’ + e % e’ —e ™™  shx

1
hz = —— choe:= —— thz = = thxy i— —.
S 2 » (A% 2 ) AT et +e % chz’ e thz

T 10.20 Az sh, ch, th, cth fiiggvények egész értelmezési tartomanyukon differencidlhatok.
Derivéaltjuk:

-1

—5—, (cth z) = —5—

(shz) =chz, (chz) =shz, (thz) = :
ch”z sh” z

Feladatok

Szamitsuk ki az al&dbbi fiiggvényértékeket:

258X%sh 1, sh(—1),sh1 +chl, thl, cthl,
259. shin2, ch1ln2, cth(% In %), sh5 + chb.
Igazoljuk az alabbi azonossagokat:

260. Paritasi 6sszefiiggések: sh(—z) = —shz, ch(—xz) =chz, th(—z)= —thz,
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10. Egyvaltozos valés elemi fiiggvények — Area fiiggvények

261.chx +shx —e*, chax —shx —e™7,

262. Osszegzési képletek: sh(z 4 y) = shaxchy £ chashy,

thax £thy
h(x +y) =chxzchy +shxshy, th(rxr+y)—=-———"
ch(a )~ chachy£shashy, thiey) ~ 1l
2th
263. sh2z = 2shzchz, c¢h2z =ch?xz +sh®z, th2z = 3;
1+thx
264" Négyzetes dsszefiiggések:
1
2 2. 2 1 2, _
ch®xz —sh“"xz =1, th mjrch%*l’ cth” z sh2aj71.

h2z —1 h2
ch 2z ,ch2x:C £+1,
2 2

265" Linearizalé formulak: sh?z —

266. Bontsuk fel az e” és az e " fliggvényeket egy paros és egy paratlan fiiggvény
Osszegére.

267. Mutassuk meg, hogy minden valos v szdmra (shx + chz)” = shvz + chvzx.

268" Fejezziik ki az sh és a ch fliggvényeket a th segitségével!

269. Fejezziik ki shx-et és chz-et th 5 segitségével!

Differencialjuk az alabbi fliggvényeket x szerint!

270. ch(322 —x + 1), 271. /1 + sh? 4z, 272. sh(e37),
273. ¥ chx, 274. sh(cosx), 275. sh3z chbzx.

276. Mutassuk meg, hogy az y(z) — ach? +C, (a £ 0, C € R) fiiggvény kielégiti

az vy’ — é\/ 1+ y? egyenletet! (Ez a differencialegyenlet, és igy a megoldasat
ado y(x) fliggvény irja le egy két végeén felfiiggesztett, csak sajat sulyaval
terhelt lanc alakjat. Ezért szoktdk a ch fiiggvény grafikonjat lancgérbének
nevezni.)

277. Ha egy m tomeg( test a sebességének négyzetével ardnyos légellenallas mel-
lett szabadon esik, akkor sebessége eleget tesz az m% = mg — kv? differ-
encidlegyenletnek, ahol k a test aerodinamikai tulajdonsagaitol fliggs allando.

Mutassuk meg, hogy a

o(t) = \/Tth(\/%-t)

fiiggvény kielégiti a fenti egyenletet. Hatarozzuk meg a hatarsebességet, azaz
a lim;_o v(t) hatarértéket.
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10. Egyvaltozos valés elemi fiiggvények — Area fiiggvények

Area fiiggvények

D 10.21Az areafiiggvények a hiperbolikus fiiggvények inverzei:
arsh: R — R;z — y,aholshy = z,

arch : [1,00) — [0, 00);x +— y,aholchy = x,

arth: (=1,1) —» R;x +— y,aholthy = x,

arcth: R\ [-1,1] = R\ {0};z — y,aholcthy = .

T 10.22 Az areafiiggvények kifejezhetbek a logaritmusfiiggvénnyel:

1.1
arshz = In(z + Va2 + 1), (z € R), arthx:§ln1+x, (lz| < 1),
-z
1 1
archz = In(x + Vz (x > 1), arcthxzalnerl, (lz| > 1).
x_

T 10.23 Az arch fiiggvény az (1, 00) intervallumon, a tobbi areafiiggvény az egész értelmezési
tartomdnyan differencidlhato, és

1 1 1 1
rP_ L I __ - . =
(arshx)’ = a1 (arth z) =2 (arch x) pop— (arcthx) a2

Feladatok

Igazoljuk az alabbi azonossagok helyességét!
278> arshshx = arththx =z, archchx = |z,

279%charsha — /1 + 22, sharchz — V2?2 -1, hax > 1,
tharcthz = 1 ha 2| > 1, ctharthe =1 hax e (—1,1)\ {0},

x 2?2 —1
280 tharshy = ——., tharchpz = ——
V14 a2 x

x 1
harthe = ———, charthes = ———.
sharth z — charthz —

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan (a, b adott konstan-
sok)!

281" arshx — archx, 282" arshx — arthz,

283" arshx — arsha + arsh b, 284. archx — archa + arch b,
285. arthx = artha + arth b, 286. arsh x = arth a + archb.
Differencialjuk az alabbi fliggvényeket:

287. arsh 23, 288. arth 1, 289. arsh(sin 3z),
290. arth?(3z), 291. exparchz, 292. arsh 27,
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10. Egyvaltozos valés elemi fiiggvények — Area fiiggvények

Gudermann fiiggvénynek nevezziik az u — ¢ = 2arctge” — g fiiggvényt. Bi-
zonyitsuk be e fiiggvényrél az aldbbiakat:
293. Rany — (-3, %), 294. paratlan, 295. invertalhato,

296 p = arctgshu = arcsin th u,
297.shu —tgyp, chu— — thu = sin ¢,

cosp’
_ 1 l+singp 14sinp
298. u=31In Tosmp In cosg

2995 Azonos magassagban és egymastol 2 m tavolsagra 1évs két pont kozott kifeszitiink
egy kotelet, mely a végpontoknal 10°-os szoget zar be a vizszintessel. Tudva,
hogy a kitél alakja az a ch 7 fiiggvény valamely eltoltjaval irhato le, szamitsuk
ki a kotél belogasat.
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