12. fejezet

Hatarozatlan integral

Hatarozatlan integral

D 12.1 Azt mondjuk, hogy az egyvaltozos valos f fiiggvénynek a H halmazon primitiv
fiiggvénye az F' fiiggvény, ha a H halmazon f és F értelmezve van, tovibba F' differ-
encidlhaté a H halmazon, mégpedig

F'(z) = f(z), ha ze€H.
Az egyvaltozos valos f fiiggvény primitiv fiiggvényeinek dsszességét az f hatarozatlan
integraljanak nevezziik és a kovetkezdképpen jelljiik: [ f(x)dx, vagy [ f.

T 12.2 Ha az egyvdltozos valés f fiiggvénynek valamely I intervallumon primitiv fiiggvénye
F és G, akkor van olyan valés C' szam, hogy az I intervallum minden = elemére G(x) =
F(z)+ C.

D 12.3 Az elemi fiiggvények differencidlasi szabalyaibdl ad6do integréalasi képleteket alap-
integraloknak nevezziik. A fontosabbak:

anrl 1
/a:”dac: +C*, han # —1, /—dlen]x\—}—(}’*;
n+1 x
ax
/exdx:ex+0, /axdx:——i—C’;
Ina
/cosxdx:sinaz+0, /sinxda::—cosx+0;
1 « 1 «
/ 5—dr =tgz + C7, / ——dr = —ctgz + C7;
cos® sin” x
1 1
/mdazarcsinx+0—arccosm+0, /1+x2 dr — arctgx + C;
/Chl’d!L‘:ShIE+0, /Sh$d1}:Ch$+0;
1 1
/ 5—dr =thz+C, / 5—dv = —cthz + C;
ch”x sh” x

1
———de=Inlz + Va2 +1|+C =arshz + C,
[ g e =l V20
1
————dr=In|z + V22 - 1|+ C = archz + C,
/\/m2—1 | |

1 1
/1_x2dx:§1n

z+1 Lo arthz + C*,  ha |z| <1,
x—1 - \|arcthz +C*, halz|> 1.
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12. Hatarozatlan integral — Az integralas altalanos szabalyai

Ahol C* jeloli az integrécios konstanst, ott ezzel azt jelezziik, hogy az integrandus értelmezési
tartomanya tébb intervallumbol 1l (az x™ fiiggvénynél csak negativ n esetén), az Gsszefiiggés
pedig csak egy, de barmelyik intervallumon érvényes. Az egész értelmezési tartomanyon
érvényes Osszefiiggést ugy kapunk, ha minden intervallumon kiilon konstanst hasznédlunk.

PL.:
/ do — ln:c ha z > 0,
v —x), ha z < 0.

T 12.4 A fiiggvények differencidlasi szabalyaibdl kozvetleniil adédnak az integralas alibbi
altalanos szabalyai:

(1 JG@ £g@)de = [ fa)det [ gla)da

@ [tk s@)de k- [ f@yda (ke R

v+l
®) [r@r@ar=E e werwr -,
@) P e () + €

Ha [ f(z)dx = F(x) + C, akkor bdarmely a és b (a # 0) konstansokkal

/f(ax +b)dx = éF(ax +b) + C, specialisan /f(ax) dx = %F(ax) +C.
Ha [ f(u)du = F(u) + C, akkor barmely differencidlhaté g belsé fiiggvénnyel
(6) [ Hg(a)g @) do — F(g@) + C.

P 12.5 Szamitsuk ki az > hatérozatlan integraljat. A (3) szabalyt alkalmaz-

1
(sin” z) Vctg z
3
_1 (ctgx)® 4 4/
uk: / /ctx 4-cta;'dx:—7+0:—f ctgdz + C.
? (sin? z \/ctgx & g2) % 3 8

P 12.6 Szamitsuk ki az f(x) = Sinfic(%sx fiiggvény hatarozatlan integraljat. Mivel
sin

(1 + sin? x)/ = 2sinxcosx, a (4) szabdly alapjan

/f(;r)da:;/2f(x)dxlnm+0.

P 12.7 Szamitsuk ki az / , (a,b > 0) hatdrozatlan integralt. Atalakitis utan az

a+ ba?
5) szabélyt alkalmazzuk:

/f / du 1( ! arctg\/gm)qt(? ! arctg\/;x+0
— -7 0 o b _
(e W)

1 o
P 12.8 Legyen f(z) = ERE Allitsuk el6 /f () dz-et! A (5) szabéllyal:

2 p41 9 5 )
3/ :—arctgi+0.

/f(ﬂr:)dac/(%+%2+ <2$+1>2 /3 /3
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12. Hatarozatlan integral — Az integralas altalanos szabalyai

sin x
vcos 2z

/f( )d sinx
x)ar = _—_— =

1
= 7 arch(v2cosz) + C.

P 12.9 Szamitsuk ki az dx hatarozatlan integré]t. A (6) szaballyal:

2cosx da::

Feladatok

Az 6sszeg- és kiilonbségfiiggvény, illetve a konstanssal szorzott fiiggvény integralasi
szabalyat alkalmazva oldjuk meg az alabbi feladatokat. (A gyGkos kifejezéseket
irjuk at tortkitevgs alakba.)

1. /7x4 dx, 2. /{’/Ed:z;,
3. /(tz + 6t — 5) dt, 4. /'(\/E+ V?) da,

) 1
. 2e"’ + — .
/\/a:\/:zr\/zdx, 6 /( e +x+coszm) dx

Oldjuk meg maradékos osztas utan az alabbi feladatokat:

-3 4 3
7 /Wd, 8> /”3 dz,
x+5 1— 22
-9 ) 4 5
10. / ff” dz, 11. /Ldas, 12. /de,
x2 4+ a? x3 — a3

e3T 1
13. / + dz.

e’ +1
A T 12.4 alatti (3) és (4) integralasi szabélyok alapjan oldjuk meg az alabbi
feladatokat:

100 x x
4. fee-9Mar 15 [G g 16 [T dn

ZI?2 dx > 3 ° n
17. /7, 18! /\/1 — 3z dx, 19. /(a+bx) dx,
(

2
3

8x3 + 27)
20 /r231+r3dr 21, [_EdT_ 22 /de
) ’ ) \3/3:4+1’ ) V1—x2
23. /sin3xcosxdm, 24° /cos3xdx, 25. /sin?’xdx,
.3
26. /sin5xda:, 27. /sin2xcos3xd:1:, 28. /sm4x dx,
cos
29 sin® d 30. sinx 31. sinx + cosx
. ——dx,
1 —cosx \/cos3 sinx — cosa:
d In? d
* /—”j 33. / N 34, /37:1:
J Vsinx cos3 z x Inx
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12. Hatarozatlan integral — Parcialis integralas

35. /sthch?’xdx, 36. /cthdx 37> /\/chx+1da:,
7 8r — 7 2¢ + 3
38. / da, 39. / dz, 40. / da,
dr—1" 42 —Tr 11" x2+3m—10 o
4
41, SoAT L 4o /7dac, 43. /
222 —3x + 1 —3x+1 22 + a? a3+x3
dx
44> /7 45° / , 46. /
smxcosx sinx sh:z;ch:v
2
e
47, / 48. /7d, 49. / da,
sha’ 1+ e2 v a® +1 v

A T 12.4 alatti (5) és (6) integralasi szabélyok alapjan oldjuk meg az alabbi
feladatokat'

50. / 51 [ s [
2+3 2’ ) 3x2+6a:+5’ ©J) 322 —22 -1’
zdx
53. /7d . 54, / 55 [ 24T
22203 :L'2—6x—16 4+ 2t
d
56> /de, 577 /7dx, 58. / v ,
at — x4 a8 —2 V912 — 62 + 2
dx dx dx
59 / . 60° / . 61 / ,
\/9:(:2—6x+5 V922 — 62 — 3 V3 + 6z — 922
62. / 63. [ 64 /dx
\/3907 ) V2 — 322 ) (1+ 2)yz’
eVE er dx
65. / : 66. /7d 67" /7d ,
NE7 V1 — e2z v a4+ a% v
68 /sinln:cd 69> shx 70 / dx
x ’ w/ch2x xlnz’
92,2
71. /d"’: . r2r / — dx . 73r / 2 b dr
zlnz-Inlnx sin“ x + 2cos? x a?sin”x + b2 cos? x

Parcialis integralas

D 12.10A szorzatfiiggvény differenciilési szabalyiaboél nyerhetd

[ £ @gw)de — f@)g(@) - [ fa)g

képletet a parcialis integralas képletének nevezziik, és ha ezt a képletet alkalmazzuk,
akkor azt mondjuk, hogy az illetd fiiggvényt parcidlisan integraljuk.
A parcialis integralasra kiiléndsen alkalmas fiiggvények tipusai:
1. tipus. A
p(z) - tlax +b) (a,b € R; a£0)

alaku fiiggvények, amelyekben p: polinomfiiggvény, t: a sin, cos, sh, ch, exp valamelyike.
Ebben az esetben legyen f'(x) = t(ax +b) és g(x) = p(x). Annyi parciélis integraldsra
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12. Hatarozatlan integral — Parcialis integralas

lesz sziikségiink, amennyi p foka.
2. tipus. Az

2'In"z (neN,veR, v£-1)
alaku fiiggvények. Ebben az esetben legyen f'(x) = a2V és g(z) = In" z. Itt n parciélis

integrélasra lesz sziikség.
3. tipus. A

ti(ax +b) - ta(cx +d) (a,b,d € R; a #0, c#£0)

alaku fiiggvények, ahol t1 és to az 1. tipusndl a t-ként felsorolt ot fiiggvény valamelyike.
(Az f'(x) és g(x) megvélasztasdhoz lasd P 12.11.)
4. tipus. A

p(z) - a(z)

akaku fiiggvények, amelyekben p: polinomfiiggvény, a: arkusz- vagy areafiiggvény. Ebben
az esetben legyen f'(x) = p(x) és g(x) = a(x).

P 12.11 A 3. tipusi fiiggvények parcialis integralasanal egyenletet irhatunk fel a kiszamitando
hatarozatlan integralra, mely egyenlethez két modon is eljuthatunk. Szemléltessiik ezt az

I= /e‘”j sinbx dz (a,b # 0 konstans)

kiszamitasan. FEljarhatunk tdgy, hogy I-t két kiilonbéz6 médon parcidlisan integraljuk,
egyszer f'(x) = sinbx és g(x) = e valasstassal, majd f'(x) = e, g(x) = sinbx
valasztassal:

cos bx
b

e b
[ = —sinbzr — f/eamcosbxda:.
a a

I=—e%

+%/eamcosbxda:,

b o N .
Az elsé egyenletet —-val, a masodikat g—vel szorozva és Osszeadva kapjuk, hogy
a

a2 + b2 e axr ax

b
a[+%[: L= sinbe———cosbz, amib6l I = —5——s(

asin bz —bcosbx)+C.

Eljarhatunk gy is, hogy a fenti els6 egyenletben tovabb integraljuk parcidlisan a masodik
tagot f'(z) = cosbx, g(x) = e vélasztissal:

b inb ax 2
I= —eax¥ + % ( aw% —% eaxsinba:d:n> = eb—Q(asinbx—bcosbm) - Z—QI.

EDbbdl ismét

eam

= w(asinbx —bcosbzx) + C.
a
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12. Hatarozatlan integral — Integréalas helyettesitéssel

Feladatok

A parcialis integralds modszerével oldjuk meg az alabbi feladatokat:

742 /J;cosxd:v,
77. /mcos 2x dx,
80. / 23 cosz dz,
83. /:ve_x dx,
86. /ezx cosx dx,
89. /e‘” sin? z dr,

02 arcsin \/z p

x?
vi—=a
95° /marctga:dm,

z? arctgx

98.
14 22

?

101. /ln2xdx,
104. /ln(xZ +1) du,

107. /.772 In(1 + z) dx,

Incoszx
110. / = e,
COS“ T

75. /xsin 2x dx,
78. /x2 sin 2x dzx,
81. /mcos?xdm.
84. /$26_2x dz,
87° /ea"” cos bx dx,

90. /arcsin:rdx,

1
93. /arccos —dx,
x

-1
96. /arctgx dx,
r+1
T arctgx
99. —dx,
SVl 4 2?

102. /ln?’xdx,

105. /ln 872
3
Inx
108. /—dx,

111. /xsh:z: dx,

113. /(21; — 2% shxde, 114. /chazcos Sz dx.

1

76. /x2 cos 2x dx,
79. /x?’ sinx dx,
82. / 3% da,

85. /e_z sin x dux,
88. /66"” cos 4x dx,
91. /(arcsin z)? dz,
94. /arctg g dx,

97. /arctg Ve dz,

100?/11196 dzx,

nz)’
103./() da,

x

4
106. /lg—d:ﬁ,

x
109. /:c” Inzdz, (v# —1),

112. /x3 ch 3z dz,

: _ —1 . ~1 -2 +
115. Igazoljuk, hogy [cos" xdx — ; cos™ " xsinz + "= [cos" “xdx (n € N").

116. Igazoljuk, hogy [sin" xdx = %sin"’

1
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12. Hatarozatlan integral — Integréalas helyettesitéssel

Integralas helyettesitéssel

D 12.12Az f(x) fiiggvény helyettesitéssel torténd integralasarol beszéliink, ha

1. az x véltozé helyébe valamely t véltozonak egy invertalhato és differencialhaté u(t)
fiiggvényét helyettesitjiik; kimutathaté, hogy ekkor a dx helyébe az u'(t) dt kifejezést
kell irnunk, és a szamitast a kovetkezdképpen kell folytatnunk:

2. elvégezziik a t szerinti integralast;

3. végiil az u fiiggvény U inverzét véve a t = u(x) helyettesitéssel visszairjuk az eredeti x

valtozot. Képletben:
f(z)de = ( [ flu(t)d'(t)dt .
[ty = ([ statena'te )t_u@)

Megjegyzés. A gyakorlatban esetenként nem kézvetleniil az x valtozo helyébe vezetjiik
be az u(t) fiiggvényt, hanem az f valamely belsé fiiggvényét helyettesitjiik valamely
mads fiiggvénnyel, vagy egyszeriien x valamely fiiggvénye helyébe irjuk a t viltozot. Ez
az utobbi eset azonos a (6) képletben leirttal.

T 12.13 A leggyakoribb helyettesitések: Legyen R(x,y) egy raciondlis tortfiiggvény.
Az alabb konkrétan megnevezett f és g fiiggvényekbdl felépitett R(f,g) fiiggvények in-
tegralasdhoz hasznalatos helyettesitések:

x
Az R(sinx ,cosx) tipus esetén a tg 5= t helyettesités. Ekkor

2t 1—¢t2 2dt

sing = ——, cosx = ——>, dr=-—s5.
1+ t2 1+t 14 t2

Ha R(sinx, cos x) = R(—sinx, — cos x), akkor hasznalhat6 az altalaban egyszeriibb tgx =
t helyettesités is. Ekkor

t2 1 dt
=2 2., —
WS e e

Az R(shz,chzx) tipus esetén vagy az (R(e®) esetben hasznalhato) e = t helyettesités,
amikor dx = %, vagy a th § = u helyettesités, amikor
2u 1+ u? 2du

5 Chw:m, dr —

shx = .
—u 1 — u?

Az R (a:, v1-— :c2) esetén a helyettesités x = sint.
AzR(:l?,\/ac2 + 1)
Az R (m, Va? — 1) esetén a helyettesités x = cht, ha x > 0, és

azR(x,\/:L‘z—l

a (&

k
Az R (xb,xd, e ,a;l> (a,b,c,d,... k1 € NT) esetén a helyettesités x — u, ahol \ a

esetén a helyettesités x = sht.

N——

esetén a helyettesités x = —cht, ha z < 0.

kitev6k nevezdinek legkisebb kozds tébbszordse.
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12. Hatarozatlan integral — Integréalas helyettesitéssel

P 12.14 Gyakran az alkalmas helyettesités megtaldlasahoz az integradlando fiiggvényen

atalakitést kell végezniink. Keressiik példaul a v/ 1+ 2x — 2?2 fiiggvény hatarozatlan in-
tegraljat. EI6bb atalakitjuk a fiiggvényt:

I—/\/md:r—/\/2—(x—l)2dx—\/i/\/l—(ZU\;;)zdm.

-1
Ez utobbi alak az v = % helyettesitéssel R (u, V1-— u2> tipusi lesz, amelyre a T
12.13 szerint az u = sint helyettesitést alkalmazzuk. A tébb 1épésbdl 4116 helyettesités
-1
— sint. Ekkor dx = v/2costdt, és

V2
1 2t in 2t
I:\/i/cost-\/ﬁcostdt:2/cos2tdt:2/ﬂ%dt:t+SH; + O =

. x
egy lépésben is elvégezhetd:

in "1 gint.costs O nf- 1, 21 <$_1>2+C
= arcsin sint - cos = arcsin —— + ——— — [ — =
V2 V2 V2 V2
r—1
— arcsin +(z—-1DV1+2z—22+C.
o DY

P 12.15 Elsfordulhat, hogy a fentiekben ajanlott he]yettes1tesne] kevesebb szdmolassal

vV a?
Az ajanlott helyettesités: x — cht. Ekkor dr — shtdt és I — /

/ dt
cht’ o
t
Ez ut6bbit megoldhatjuk a th g = u helyettesitéssel: a (13) képletek szerint [ = . +u2 =
u

(a: > 1) integralt.
/ shidt
;U\/x chtsht .

jaré helyettesitést is taldlhatunk. Szdmitsuk ki példaul az /

2

1 ht -1 -1
2arctgu+C. Acht = 1J_ru2 egyenletb6l u = \/th+1 = \/$ tehat/x\/xi
-1
2 arct C.
arctg 1 +

1 1
Szamitsuk ki ugyanezt a feladatot t = — he]yettes1tesse]. Ekkor dx = 2 és

1 1
I/t~( ) / = arccost + C = arccos — + C'.
/t;z_l 2 \/1_t T

Lathaté, hogy ez utébbi helyettesités kevesebb szdamolassal jar.

Megjegyzés. Az / hi integralt mas modon is kiszamithatjuk. Bdévitve a tortet chit-vel
c

és ch®t helyére (1+ sh? t)-et irva, u = sht helyettesitéssel

htdt d
I:/ ¢ 5 :/ u2 = arctgu + C' = arctg(sht) + C = arctg Va2 — 1+ C.
1+ sh*t I+u

Miés atalakitassal és u = ¢! helyettesitéssel:

dt ,
/cht / e + et /2t+1 1 arctg() +

Azx = cht egyen]osegbo]t =archt =1n (.CL‘ +Va? — 1), tehat I = 2 arctg (w +Va? - 1>+
C.

Differencidlassal meggybzédhetiink arrél, hogy mind a négy médon a megadott fiiggvény
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12. Hatarozatlan integral — Integréalas helyettesitéssel

hatéarozatlan integraljat kaptuk meg az (1,00) intervallumban. Ez azt is jelenti, hogy az
eredmények jobb oldalan elsé tagként 4ll6 fiiggvények legfeljebb konstans dsszeadandéban
térhetnek el egymastol.

Feladatok

A T 12.13 alatt felsorolt helyettesitések valamelyikével vagy mas alkalmas helyettesitéssel
oldjuk meg az alabbi feladatokat (a, b, ¢ konstansok és a > 0).

117?/ 1 — 22 du, 118. /\/&2 _ 22du, 119. /\/a2 + 22 dz,
2
X

120. /\/5+3x2 da, 121. /7013:, 122?/x\/c+xd:v,

m
dx 3 dx
123. /7 124. /\/ 22— 1)%de,  125. /7
T Cc+x ( ) (1 _332)3

va?+1
126?/ 1+ 22 du, 127. /xjdx, 128?/,/ Y dr,

T x—1
129'>1/1 dz, 130?/\/3—2:5—332 dr, 131. /\/5—31’2 dz,
132. /\/x2+2:1;+2dx 133> /\/3:1;2—3x+1d:1; 134. /\/5—2x+:c2dx
135./\/15+2x—x2d:c 136. /

a2+x2)«’a2+x2

137 / du 138, [ _29%_ 139 /7
) a:\/a:2+a2’ ) \/1+a:27 ) \/1+2x2’
d d d
140. [, 141. [ =" 142, [ =
Al Vo + Yz VvV (l+ Jx)
d
143, [V gy 144./4\/de, 145. /—”
x(x + 1) Vs 1 sinx + cosx
1 —cosz d d
146>/,/ €08 147. /795 148. /7‘/’3
1+cos,2 1+sinzx 1-+cosx
dx dx
149. / 150_/7, 151. /7
cosz’ 5+ 3coszx J 5+ 4sin2x
d 322 —1
152?/7'4, 153?/'3730, 154?/‘7373@,
1 —sin*z sin® x cosd x (2 +1)
Inl - d
155. / DT 156?/ L 157?/\/ew “1d,
x V1 —sin*z '
d
159. /—dx 160?/756 .
ct+becosx
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12. Hatérozatlan integral — Racionélis tortfiiggvények integraldsa

Racionalis tortfiiggvények integralasa

T 12.16 A valos egytitthatos raciondlis R(x) tortfiiggvény maradékos osztassal

P(x)
R(z) = g(z) +
(@) = ala) +
alakra hozhato, ahol P(x) fokszama kisebb Q(x) fokszamanal.

T 12.17 A Q(x) valos egyiitthatos polinomfiiggvény egyértelmiien elGallithaté elséfoki, és
negativ diszkriminansi mésodfoki polinomfiiggvények szorzataként:

Qz) = ag(z — 21)™ -+ (z — 2) (2% + bz + 1)+ (@ + by + )

T 12.18 Ha Q(x)-nek az el6zd tétel szerinti felbontasa ismeretes, akkor SE:E; tortfiiggvényt
x
a
1 1 1
P(x): Ag) + Aé) +...+i+...
Q) x—x1 (z—x1) (x —z1)™
k k k
A
z—ap  (v—xp)? (x — @g)
BY 1 oM BW 1 o) B, o)
1 1 2 2 _ S} b
z2tbizter (224 ba+ o)’ (@2 + by + ¢)”
l l
. Bil)erCil) Bél)erCél) Bél)x—FCél)
2 bzt (22 b+ o)’ (22 + bz + )"

képlet szerint elemi tortfiiggvények (parcidlis tortek) dsszegére bonthatjuk. Az itt még
ismeretlen AW, BO 0 szamok meghatarozasara egyenletrendszert irhatunk fel.

P 12.19 Szdmitsuk ki az xﬁix‘l fiiggvény hatdrozatlan integraljat.
A nevez6t a T 12.17 szerinti alakra hozzuk: 28 + 2* = 2%(2? + 1). Ezt felhasznélva a
fiiggvényt elGallitjuk elemi tértek Osszegeként:
1 Aq Ay Ay Bx+C

22 +1) =z 2 2241

A jobb oldalt 6sszevonva, a két oldal szamlilojanak azonosan egyenlének kell lennie:
1= A123(2? + 1) + Aga®(2® + 1) + Aza(2® + 1) + Ag(2® + 1) + (Bz + C)at.
Atrendezve x hatvanyai szerint:
1= (A1 + B)a® + (Ay + O)a* + (A1 + A3)a® + (Ag + Ag)a? + Asz + Ay
A megfelel egyiitthatok dsszehasonlitdasédval:
Ay =1, A3=0, A1 +B=0, A9 +C =0, A; + A3 =0, Ay + A4 = 0.

Ezekbsl Ay =0, Ay = —1, B=0, C = 1. Tehat

As
St

/ e ( AR AN )d L atgziC
_ 4 [ p— arctg x .
26 + 22 2 24 2241 r 33 &
Amennyiben Q(x) gybkei kézitt tobb egyszeres gyok van, az A(-i), B(i), C’(.i) szamok
J J J

meghatarozasat célszeriibben az alabbi példiaban szemléltetett médon végezhetjiik.
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12. Hatarozatlan integral — Vegyes feladatok.

2

x
P 12.20 Szdmitsuk ki az 7 7 liggvény hatdrozatlan integraljat. Elemi tértek sszegére

bontjuk a fiiggvényt:

z2 B —z2 B —z2 A . B +C’:U+D
1—x4*x4—1*(x2—1)(a;2+1)*m—1 r+1 2417

Ebbol —22 = A(z +1)(2z® +1) + B(z — 1)(z 2+1) (Cz + D)(z% - 1).
Legyen x =1; akkor —1 =4A | azaz A = _Z
Legyen x = —1; akkor —1 = —4B azaz B = 4

Legyen x =0; akkor 0 = A— B — D, azaz D = — ?
AC-tazzx egyuttha,tmbol dllapitjuk meg: A+ B — C =0, azaz C' = 0. Tehét

/1—1: 7/ - dw/( (x1—1)+4(x1+1)_2(1:21+1)>dx

x+1’

1
— —arctgz + C.

1 1
:—Zln|x—1|+zln]m+1\—garctgm+0:fln 5

4 rz—1

Feladatok

Integraljuk az alabbi racionalis tortfiiggvényeket, illetve helyettesitéssel ilyenekre
visszavezethets fiiggvényeket.

1617 — 162, — L 163, — 2213
T3 -8 T2 -2 -3 “(x—=2)(z+5)’
164. 277 165. — 1 166 a
Tt — o Tzt — g2’ (D) (z+2)(z+3)
3 2 3 2
pg7p s 0T Tl =S gt — 207 T4 169. 1
(x —2)4 ’ 3(z —2)2 7 (x +1)%2(22 + 1)’
T 1 8
170. —— 1710 1720 — > (u = ),
231 235ty (U ), 7o 3 ()
6d gt 1 d
173. 2% 1742 L 175, [ YEAr
et —3 x* —1 z+1

Vegyes feladatok.

176> Hatarozzuk meg az /xf”(:z:) dx integralt.

177. Hatarozzuk meg az /f’(Z:I;) dx integralt.

1
178 Hatarozzuk meg az f fiiggvenyt, ha f'(z?) = = (z > 0).
x

179 Hatarozzuk meg az f fiiggvényt, ha f'(sin®z) = cos® z.
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12. Hatarozatlan integral — Vegyes feladatok.

180. Legyen f folytonos és invertalhato fiiggvény, inverzét jeldlje f~1. Mutassuk

meg, hogy ha

akkor

[

Ellenérizziik e formulat az ",

[ 1) de -

x)dr =zf”

F(z)+ C,

Hz) = F(f (@

633

Hatarozzuk meg az alabbi integralok értékeét.

) + C.

, arcsin x fliggvényekkel!

1817 [ |a] de, 182. [ alz|da 183. [(1+a]~[1-a)dz
184. [l da, 185. [ max(1, 1867 [ “ d,
xr
1+ 222 4 rldx
187. /7d : 188./ In(4 da, 189?/—,
221+ 22) " vln(d +a7) dv 25 — 1023 1+ 9
3
z°dx 2z — 3 3z — 2
190./ , 191. dz, 192. /7d ,
xt — 2?2 +2 9m — 12z +4 2 + 4z +8 v
d
193 [ 2T 194. 195. /#dfv,
1+ 2t x2 —x+2 rt— 222 -1
d d d
196?/ v 197./ R 198./ -
cos3 sin® z sh” z
5 dx dx 3
199. o 200. —1 201. [ tg° xdx,
COS sSin- x
1 t 1 2
202. / R 203, [~ 5T 4, 204./tg2xdx,
sin 2z 1+ cos2x
. 4
205./tg5xdx, 206./Sm2x z, 207. /cos%dx,
COS“ X
9 2 Sh5fl7
208. /x(arctga:) dx, 209. /a: a®dz (a > 1), 210./ o dx,
C xr
dx
211,/7, 212.*/—, 213./ in In z da.
at bshz (a 1 bsha)? ST AT
P Y/ R | i
a14. [ VE : vt da, 215./ ST COS T de,
vat —1 \/azsin2x+b2coszx
i 1
216. [ 225 \/1+ 3o de, 217. [2tga/1+ dz,
cos? x costz
d
218. /Sin$COSI\/COS6$+Sin6de, 219. /(CLH)Z:OSZ‘)Z,
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