13. fejezet

Hatarozott integral

A hatarozott integral fogalma és tulajdonsagai

D 13.1 Legyen f az|a, b| intervallumon legfeljebb véges szamu pont kivételével mindeniitt
értelmezett korlatos valos fiiggvény, tovibba legyen

B: a=rg<x1<z9<---<xp =5

az |a,b| intervallum valamely beosztédsa, és legyen € € [x;_1, ;] (i = 1,2,---,n). Az
n
=" f(&) (@ —zi—1)
=1

Osszeget az f fiiggvényhez, a B beosztdshoz és annak [£1,&a, - - -, £, ] reprezentdnsrendszeréhez
tartozo integralkozelitd Osszegnek nevezziik.

Ha az [a, b] intervallum minden hataron tal finomodé [By,; m € N| beosztassorozatahoz
tartozo integralkozelitd Osszegek barmely [I),| sorozatinak van hatarértéke, akkor azt
mondjuk, hogy f az [a, b] intervallumon integralhato; ezt a hatarértéket — amely minden
ilyen [I,;,] esetén ugyanaz a szam — az f fiiggvény |a,b] intervallumon vett hatarozott
integraljanak nevezziik és igy jeldljiik:

/abf(x)dxvagy /abf.

T 13.2 Barmely integralhaté f, g fiiggvényekre és barmely a, b, ¢ valos szamokra érvényesek
az alabbi tulajdonsigok:

) [ s@nae=c [ sy,

©) [ 6@ s owde [ s [ otwas,
3) [ s@de—o.

@ [ s@yin =~ [ f@yas.

) [ sy = [“s@ar s [ fae.

(6) m-(b—a) < fé) f(x)yde < M - (b—a), ahol m az f fiiggvénynek alsé korlatja, M
pedig felsé korlatja az [a,b] intervallumon.
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13. Hatarozott integrdl — A hatéarozott integral fogalma és tulajdonsagai

T 13.3 (Integral-kézépértéktétel.) Ha az f fiiggvény az |a, b| intervallumon folytonos,
akkor integralhaté is, és van olyan c € [a, b, hogy

b
(7 [ty o= 1),

T 13.4 Newton—Leibnitz-formula. Ha f és F fiiggvények az |a,b| intervallumon
folytonosak, tovabba F a f-nek primitiv fiiggvénye az (a,b) intervallumon, akkor

b
® | @ dz = [F@L,. abol [F@; = F(b) - F(a).

P 13.5 Keressiink olyan ¢ szamot, amely kielégiti az f(x) = fiiggvényre és a

1+ a2
[—1, 1] intervallumra vonatkoz6 integral-kbzépértéktételt.

A (8) alapjan

1 b 1 /1 dx 1 1 17w T T
b—a/a f(x)dxfi/_171+m2 f§[arctg$]71f7 [4— (—4)] =7

2
1 1 4 —

és f(c) = L ezért (7) szerint % =1 s A= - " Tehat két ilyen szam
van:

4—7 4—7
g = — és cg = .

s T

Feladatok

113
§7 57 Z?
} reprezentansrendszerhez tartozo integralkozelité Osszegét.

1> Szamitsuk ki az f(z) = x + 1 fiiggvénynek a B = {0,
1224
4’57375
Szamitsuk ki a megadott integralokat a D 13.1 definici6 segitségével tgy, hogy az
adott intervallumot n egyenld részre osztjuk és reprezentansrendszernek az inter-
vallumok bal vagy jobb végpontjat valasztjuk:

1} beosztashoz

és a {

1 2 2
2r / xdx, 3. / 22 dx . 4. / 2dx .
0 0 0
1 1 3 4 5, 4 4, 4
5> / xdx +/ —xdx +/ x° dx, 6> / (5:1: + 1) dx+/ (590 + 1) dx.
0 2 3 0 5
4 9
7> Adjunk also és felss becslést az [ = /2 e’ sin Zx dx integral értékére!

Keressiik meg azokat a ¢ szamokat, amelyek kielégitik az alabb megadott f fliggvényre
és |a, b| intervallumra vonatkozo integral-kozépértéktételt.

87 fl(x) = 3a% [—4,-1], 9. f(z) =2z +1, [4,12],
10. fla) = —5—. [o,ﬂ, 11. f(z) = sina; [o,g},

12. f(z) =sinz; [0,7].
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13. Hatarozott integrdl — Improprius integrélok

Improprius integralok

D 13.6 Az I = [a,0), ill. I = (—o0,b|, ill. I = (—00,00) intervallumon értelmezett
f fiiggvény (végtelenbe nyiilo) I intervallumon vett improprius integraljinak jele és
értelmezése:

00 b b
/ fom lim/f, ill./ fim lim /f, 111/ fi— lim f,
a b*)OO a —0 a——00 a" o0

amennyiben f minden véges |a, b] intervallumon integralhato, és a jobb oldalra irt hatarértékek
léteznek (a legutobbi esetben tigy, hogy a és b egymastol fiiggetleniil tart minusz végtelenhez,
illetve végtelenhez).

D 13.7 HaazI = (a,b|, ill. I =|a,b), ill. I = (a,b) intervallumon értelmezett f fiiggvény
az I-hez nem tartozé hatarpont(ok) kérnyezetében nem korldtos, de integralhaté minden

[t,0] (a <t) ill [a,u] (w<b), ill. [t,u] (a <t <u<Db)

intervallumon, akkor az f fiiggvény |a,b| intervallumon vett improprius integraljinak
jele és értelmezése:

b b b U
10 = 1 / ill. / = i / il i / ,
( ) /a f t—>1¢rzr~1F0 t f ! a f u—%n_o a f ! ngo f

amennyiben a feltiintetett jobb-, ill. baloldali hatarértékek léteznek (a legutobbi esetben
gy, hogy t és u egymastol fiiggetleniil tart jobbrol a-hoz, illetve balrdl b-hez).

D 13.8 Legyen értelmezve az f fiiggvény az (a,u) U (u,b) halmazon. Ha f nem korlitos
az u kornyezetében és esetleg az a vagy a b (vagy mindketts) kérnyezetében sem (vagy
a = —o0 és/vagy b = o), de az f fiiggvénynek az |a,u| és |u,b| intervallumokon vett
improprius integralja létezik, akkor az f fiiggvény [a,b| intervallumon vett improprius
integralja:

(11) /abf(a;) da i~ /u (@) da:+/ubf(a:) dz.

Ha a fenti definiciokban szereplé hatarértékek valamelyike létezik, akkor az illeté impro-
prius integralt konvergensnek nevezziik (ellenkezs esetben divergensnek).

dx

P 139 S itsuk ki /
zamitsuk ki az T
a (10) alatti elsé képletet, a fels6 hatdrra a (9) alatti elsé képletet alkalmazzuk. Akkor

o0 dx . b dx . —b
/1 zva —1 al}i{zo/a zvr —1 7111}1;1130 [2arctg x_l}ai
— lim (2arctg\/b—1—2arctg\/a—1):2-3—2'0:77.

a—1+40
b—oo

improprius integralt (ha létezik). Az alsé hatarra

d
(Az / — % hatérozatlan integralt legegyszeriibben az uw = +/x — 1 helyettesitéssel
zyv/x —1

szamithatjuk ki.)
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13. Hatarozott integrdl — Improprius integrélok

Feladatok

Allapitsuk meg, hogy az alabbi nem korlatos fiiggvények improprius integraljai,
illetve a végtelen intervallumokon vett improprius integralok konvergensek-e, s ha
igen, hatarozzuk meg az értékiiket.

2 dx
5 [ / .
JO V4 —x Sz + 2)* 0
1
1 2 322 dx dx
16. / 23 da, / , 18. /7
-1 ; «/(x3—1)2 V2 + 1

d 1
19. / v 20, [(ESIVT L a1 [M2rde,
—2x+2 0 \/1 —x 0
227 /OO @ 23 / 24 /1 du
. e ", . 7, . —_—
0 —00 V1 + 22 —c0 3+ 4a?
o] dx 0 o]
25. / S 26. / 2 dx | 27. / ze ™ dx |
0 3/2x+ 12 — 0 Jo
28. / v 29. / = 30. / e cosada,
zlnx 2 zln“z 0
T (Inx 2 s
31. / <> dx , 32. / 22e % dx .
/\ @ 0

b
33> Keressiink olyan b # 0 valés szamot, amelyre / Inxdxr=0.
0

Szamitsuk ki az aldbbi hatarozott, vagy improprius integralokat.

2 s 9 00 dx
34. /(16:[:—9;-435) dz, 35. /cos % 36. / e
0 0 —o0 2+ 322
© 1 : dx
37. / = dr, 38. /7 39. /
o 1+ S (x—1)3 \/1—x

427

40 /0 dx 41 / dx /4 dx
11— 47 ) Ya—12 1 Jlz = 2|z — 3|
11
1

Bizonyitsuk be, hogy ha p > 0 konstans, akkor

© 1 1 11 1
44.'/ Sdp— T haP>1 e / S e — T chap<l
1 oo, hap<I. 0 o ,hap>1.




13. Hatarozott integrdl — Teriilet

Teriilet

D 13.10Legyen f az (a,b) intervallumon elGjelet nem valto, korlatos, és legfeljebb véges
szamii hely kivételével folytonos valos fiiggvény (az a = —oo és a b = oo esetet is
megengedve). A sikbeli derékszogi koordinata-rendszerben az y = f(x) egyenletii gorbe,
az (a,b) intervallum, valamint (véges a és b esetén) az x = a és az © = b egyenleti

egyenes altal hatarolt sikidomot az f fiiggvény és az (a, b) intervallum &ltal meghatéarozott
gorbevonala trapéznak nevezziik, és ennek teriiletén az

/ " (@) da

hatarozott vagy improprius integralt értjiik, feltéve, hogy ez az integral létezik.

Ha az yy és yy is az |a, b] intervallumon értelmezett korlatos és legfeljebb véges szamu hely
kivételével folytonos valos fiiggvény gy, hogy minden x € [a,b| esetén y; > yo > 0, akkor
az y = y1(x) és az y = yo(x) egyenletii gorbék, valamint az x = a és az © = b egyenletii
egyenesek altal hatarolt sikidom teriiletét az

b
| @) = @) da

integrallal szamitjuk. Ezt a teriiletet roviden a két gorbe k6zotti teriiletnek mondjuk.

Ha az f fiiggvény az (a, b) intervallum egyes részintervallumain az f(xz) > 0 egyenlétlenségnek,
a tobbi részintervallumain pedig az f(x) < 0 egyenl6tlenségnek tesz eleget, akkor részintervallumonként
kiilon szamitjuk ki a teriiletet, és az ezekre kapott értékeket dsszeadjuk.

P 13.11 Szamitsuk ki az f(z) = 2> —2x fiiggvény és a |—1, 3] intervallum altal meghatarozott
gorbevonali trapéz teriiletét. A fiiggvény grafikonja a [—1,0) és a (2, 3] intervallumon az
x tengely felett, a (0,2) intervallumon az x tengely alatt halad, ezért a keresett T teriilet:

0 2 3
T:/ (x2—2x)da:—/(332—2:1:)da7+/($2—2x)dm:4.
-1 0 2

T 13.12Go6rbevonala trapéz teriilete, ha a hatarolé gorbe x = x(t), y = y(t) (t1 <
t < t9) paraméteres egyenletrendszerrel van megadva, akkor az

ta
| et d

1
integrallal szamithat6 ki (feltéve, hogy az integral létezik).

P 13.13 Szamitsuk ki az y1(x) = e” és ya(x) = 8 — 3e” egyenletii gérbék kozti teriiletet
0-t6l a gorbék metszéspontjanak abszcisszajiig terjedd intervallumon.

A metszéspont abcisszdja az e — 8 — 3e” egyenletbdl: x — In 2.

A gorbék kozti teriilet:

In2 2
T:/ (8 — 3¢%) — ) d = [8z — 4¢"|22 = 422 — 1).
0

D 13.14Legyen r egy 27-nél nem hosszabb |, (] intervallumon értelmezett valds fiiggvény.
A sikbeli polarkoordinita-rendszerben az r = r(p) egyenletii gérbe, valamint a p = « és a
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13. Hatarozott integrdl — Teriilet

© = (3 egyenletii félegyenes altal hatérolt sikidomot az r fiiggvény és az |«, (| intervallum
altal meghatarozott szektornak nevezziik, és ennek teriiletén az

1P,
(12) 2 | ey
«
hatatozott integralt értjiik, feltéve, hogy ez az integral létezik.

D 13.15Ha két gorbe van adva, r = r1(p) és r = ry(p) poliregyenletével és
r1(p) > ra(e), ha ¢ € |a, (], akkor a két gérbe kozti teriiletet az

e )] a0

képlettel szamitjuk.Ha egy sikidom tébb, paronként kozbs belsé pont nélkiili szektorbdl
all, akkor a megfelels részteriileteket kiilon szamitjuk ki, és dsszeadjuk.

P 13.16 Szamitsuk ki az r = +/2cos2¢ egyenletii gérbe (lemniszkdta) altal hatarolt
sikidombdl az r = 1 egyenletii korén kiviil es6 rész teriiletét.
T 3 57
4’ 4} [ 47 4
értékeket. A kor és a lemniszkata metszéspontjaihoz tartozo ¢ értékeknek az 1 = /2 cos2p
egyenletbdl szadrmazé cos 2p = % egyenletet kell kielégiteniiik. Négy ilyen, a H-ba tartozé
T us om

7
@ érték van. @1 = ——, 3 = -, p3 = 5 T % Tehat a (12) képlet és a 4.

A lemniszkitat megkapjuk, ha ¢ befutja a H = { } halmazba esé

megjegyzés alapjan a keresett T teriilet:

s

in
T=/[° (2cos2g0—1)dg0+f% (2cos2¢ — 1) dy.

EXR

A szimmetria miatt T-t igy is kiszdmithatjuk:

T =4[ (20520~ 1)dp=2(V3-5) .
T 13.17 A szektor teriilete, ha a hatarol6 gérbe

az x = x(t), y = t(t) (t1 <t < ty) paraméteres
egyenletrendszerrel van megadva, akkor az

t2
5 | e~ =00 d

integrallal szamithato ki (feltéve, hogy x és y
létezik).

T 13.18 A szektor teriilete, ha a szektort hatarolo gorbe egyenletey = f(z) (a < x < b),
akkor az el6bbi teriiletképlet szerint

1 b
T—=—
).

of (2) = f(w)| da.
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13. Hatarozott integrdl — Teriilet

Feladatok

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények és intervallumok altal meghatarozott gérbevonali
trapézok teriiletét.

1

46> —— 47, 2? 1, [2
2x+47 [073]7 X +x+ ) [73]7
48° 22 -3, [1,2], 49> sh(z —1), [0,2],
3

50. 23— 3, [3,4], 51. x—%+\/5, 0,2],

1 5
52. — . [0,1 53. — 1,3

1+,’E2, [7 ]7 3w2+x7 [7 ]7
547 1-3°2, [0,4], 55. 11%, [1,e],
3

56. V9—z, [0,8], 57. “% [0,2],

10 2l
58. ————, |0,5], 59. (1—2'3)", [0,1],

v +4 10.5] ( ) [0,1]
3
3/2 1\3

oo 1= (- i (5) ()]

4 T
61> lg—, [1,6], 62. co8 [0, 7],

Xr
63. ch2z, [0,3], 64. 5% —1, [—1,1].

Abrazoljuk az alabbi egyenleti gérbék altal hatarolt korlatos sikidomokat, és
szamitsuk ki a teriiletiiket:

z? 1
65> y=222—-1, y=0, 66. y:?,y:eri,x:O,
4 13
67. y=2a2, y=1—2a2, 68. y=—, y=——1x,
3:58 3 |
_ .4 _ 2 o o 2
69> y=2x", y=3z" -2, 70. V=g Y gt
1172
1. y=2a?, y=2x, 72. y:xz,y:?,y:x
x
73. y:ﬁ,yzg, 4. Vet y—=1, zt+y—1,
1 1
750 y? =2+ 3, yzix, 762 y::p2, y:1x2, y=4,
3
7. xfy,m y+1 78. yfﬁs,ny—x y=20,

79" y = /a?® — m2, Y = —x2, (a > 0 konstans),

2
80" y = b\/:a y=—-b/1- %, (b > 0 konstans),
a a



13. Hatarozott integrdl — Teriilet

817> Szamitsuk ki az 22+ (y+2)? = 16 egyenletii kor és az z-tengely altal hatarolt
kisebbik korszelet teriiletét,

82 Szamitsuk ki annak a sikidomnak a teriiletét, amelyet az 22 +y? < 4 kérlapbol
az 1% + (y — 2)2 = 4 koron kiviil es6 pontok elhagyaséaval kapunk,

83. z'P 4 ylB=1 zry=1, 84. y=sinz, y ==z, x:g,
85. y =cosz, y:4x2—772, 86. y—e”, y:@ﬁ)
87. y=uxe", y=0, v =4, 88. y=ux-4%, y =16z,
89. y—2% y—27% y—4, 90. y—4% y—4277% y—1,
91. y—3°, y—5""12 z-0, %Pyzl—f“ﬁ,y:mg,x:&
2
93. y=In", o=2¢& y=0, 04 y-I” y-In>, z—4,
2 2 T
95. yzlna:, y:21n§, y:o7 96. y:]nx’ y:]n2x,
8_
97> y=Inuz, yzlnTx7 y=20, 98> y:]ﬁg, y:1n23.

Abrazoljuk az alabbi paraméteresen megadott fiiggvények és a kijellt paraméter—
intervallumok altal meghatarozott gorbevonali trapézokat, és szamitsuk ki ezek
teriiletét (a és b pozitiv konstansok).

99. z =a(t—sint), y=a(l —cost), [0,2n] (ciklois),

100. z =12, y = (1 —1t)2, [0,1],

101. x = acost, y = asint, [0,2x|, (kor),

4 2 2
102. x = —cost — -, y= —=sint, [0,27] (ellipszis),

3 3 V3

103. z = acos’t, y = bsindt, |0, 5] (asztrois),
104. x = a(cost + tsint), y = a(sint — tcost), [0,7/2] (kdr evolvense),

3 .3 T T
105. x =1 —cos°t, y=1—sin"t, 63
106. x = a(2cost — cos 2t), y = a(2sint —sin2t), [0,7/3],
107. x =t +cost, y —tsint, [0,7]. 108.z = at, y— a(l —cost), [0,27].
Szamitsuk ki az alabbi, polarkoordinitasan megadott gérbék és a feltiintetett in-
tervallumok &ltal meghatarozott szektor teriiletét (az a, b és 1 pozitiv konstans):

109. r = a, [0,27] (kor),
110. 7 = a\/p, [0,¢1] (parabolikus spiralis r? = a’yp),

111. r = g, [1,¢1], (w1 >1) (hiperbolikus spiralis),
¥

112. r = acos 2y, {O, ﬂ (négyszirmua rozsa),
113. r = ay/cos 2¢p, {0, ﬂ (lemniszkata),
114. r = acosp + b, [0,7],
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13. Hatarozott integrdl — Teriilet

1
115 r = ———— |0,2n| (ellipszis),
o [0:27] (elipsy)
1 3m 3w
116°r — ———— {—,} bola),
" 1+ cosyp 4° 4 (parabola)

(lasd abra.)
117. r — ap, [0,2] (archimedeszi spiralis),
118. r = ae®, [0,¢1] (logaritmikus spiralis),
a’b?
a2 sin® ¢ + b2 cos?
120. r = 2a(1 + cos ), |0,7| (kardioid).

Szamitsuk ki az alabbi, paraméteres egyenletrendszerekkel megadott fiiggvények
és a feltlintetett intervallumok &ltal meghatarozott szektorok teriiletét.

121. 2 =12, y = (1—1t)2, [0,1],

122. z = acost, y = asint, [0,27]| (kor),

123. z = a(t —sint), y = a(l —cost), (a >0), [0,27] (ciklois),
124. z — cost, y — sin 2t, [0, g} ,

119. 72 = , 10,27] (ellipszis),
¥

125. © — cos2t, y = cost, B, ﬂ (parabola),

12622 =1 —cos®t, y =1 —sin’t, V,q,
6 3
127. 2 — Seost — 2 2 gint, [0,27] (ellipszis)
.x=—-cost——, y= —=sin 7| (ellipszis
3 37 y \/g ) ) p 9

128. x = cht, y —sht, [—t1,t] (0 <t < D (hiperbola).

Szamitsuk ki a derékszogii koordinata—rendszerben y = f(x) alaka egyenlettel
megadott gorbék és a feltiintetett intervallumok altal meghatarozott szektorok
teriiletét.

129. y — 22, [1,2], 130.y;, Ea (a>1),

131.y:i, [1,4 (a >1), 132.y:i, { ,a] (a >1),
NN x?

1335y — (1—x1/3)3, [0,1], 134. y = (1 — V)2, {o,ﬂ ,

135. y =Inz, [1,¢], 136. y = €”, [1,In4].

Abrazoljuk az alabbi, polarkoordinatasan megadott gérbék altal hatarolt sikidomokat,
és szamitsuk ki a tertiletiiket.

137?7”:2COS<,0, r=cosyp, =0, ¢:%7
1
138°r —4cosp— ——, ¢ — 0, @:E,
cos 4
13907~ 1520, ¢ =0, ¢ ¢, 14057 — ¢, r—, 90, p—,
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13. Hatéarozott integral — Ivhossz

14157 — €%, r — e¥/?, =0, p=m.

1427 Szamitsuk ki az r = 4 egyenletii kor és az r = egyenletii egyenes altal

hatéarolt kisebbik (jobb oldali) korszelet teriiletét. (Igazoljuk, hogy az elgbbi
egyenlet valoban egyenes egyenlete.)

1437 Szamitsuk ki az r — 4 egyenletii kor, valamint az r — és a @ = (7/2)°

COS
egyenletii egyenesek altal hatarolt sikrész teriiletét.

1447 Szamitsuk ki az r = 4sin ¢ egyenletl korbdl az r = 2 egyenlet(i koron kiviil
esO rész teriiletét.

Ivhossz

D 13.19Legyen [t ;n € N| a G gérbe AB ivébe beirhat6 torottvonalak olyan sorozata,
hogy az n novekedése kézben a téréttvonalak oldalainak hossziisdga 0-hoz tart. Ha a ty-ek
hossziisdga minden ilyen sorozat esetén konvergal, akkor ugyanahhoz a szamhoz konvergal,
és ezt a szamot az AB iv hosszusaganak, az AB ivet pedig rektifikdlhatonak nevezziik.

T 13.20Ha az f fiiggvény az |a,b| intervallumon folytonosan differencidlhato, akkor az
y = f(x) egyenleti gorbének az |a,b] intervallumhoz tartozoé ive rektifikilhato, és az iv

hossziisdga:
b
/ V1+ () da.
a

T 13.21 Ha egy sima gorbe paraméteres egyenletrendszere x = x(t), y = y(t), (t1 <t <

t9), akkor ivhosszisdga
to
s:/ J22(6) -2t dt .
tq

T 13.22 Sikbeli polarkoordinéta-rendszerben r = r(p), (o < () alaku egyenlettel megadott

goérbeiv hosszisaga
B
s= [ ) a2 e) de.
«

Megjegyzés. Ezek a képletek akkor is érvényesek, ha konvergens improprius integralt
jelentenek.

Feladatok
Szamitsuk ki az alabbi egyenlet gérbéknek a megadott

intervallumhoz tartozé ivhosszat:

1
1457y = («* = 1), [-1,1],
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13. Hatéarozott integral — Ivhossz

22
146.y =1 - . [0,2],
. 3)/2 _ ”;2
147. y = x°/%, 10,4], 148. y — 5 [0,al], (p > 0 konstans),
P
149. 9a3® = z(z — 3a)?, [0,a], (a > 0 konstans),
150. 223 + 23 = 4?3, [0,a], (a > 0 konstans) (asztrois),

151. y — Inz, [V3,V9], 152. y = In(1 — 2?), [0,1/2],
153.y — 1 0, 7 /6] 154. y — In— V 2”}
. — . = In _
y nCOS':B’ 77-(. Y y Sinx, 27 3 )
1
155. y — 3 [x\/xz —1—1In(z+ /22 — 1)}, [1,a+ 1],
9 33'3 5
1567y~ = , {0, a} , (a > 0 konstans) (cisszoid).
2a —x 3

Szamitsuk ki az alabbi, paraméteresen megadott gérbeivek hosszat, (az a, t1 és to
pozitiv konstansok).

1 4
157. 2 =2, y=2¢t, [0,v3], 158.90:5152, y:§(1+t)3/2, 0,1],
159. 2 =12, y =13, [0,t4], 160. x = tsint, y = tcost, [0,t1],

2
161. x — cost, y = \E/S_ sin 2t, [0,27],
162. x = a(t —sint), y = a(l —cost), [0,27] (ciklois),
163. x = a(cost + tsint), y = a(sint —tcost), [0,27| (kor evolvense),
164Xz = acos’ t, y = asin’t, [0,2x7],
165z = cos2t, y =sint, [0,7/2], 166. = — e'sint, y — e'cost, [0,7/2],
t
167.z=a (cost + Intg 2) , Yy =asint, {tl, ﬂ (traktrix),

168. z =1+ arctgt, y=1—1Inv1+¢2, [0,1],
169. x = Incos2t, y=2t, [0,7/6], 170. z = ch®¢, y =sh3+, [0, 1],
1 t
171. x = §Sht’ y = 2v/2sh 2’ [0,Ina], 172. 2 = archt, y = arsht, [t1,t9],

173. x =t —shtcht, y—=2cht, [0,#1].

Szamitsuk ki az alabbi, polarkoordinatasan megadott gorbeivek hosszat (az a, p
és @1 pozitiv konstans):

174. r —a, 0 <t <2m; (kor),
175. r = ap, ¢ €[0,¢1]| (archimedeszi spiralis),

(1. abra),
176. r — :;, v € [1,¢1] (hiperbolikus spiralis),
2
177.r — cosC;go’ pE {0, ﬂ (egyenes),
178 ! [W 57T] ( )
= —,—| (egyenes
Sin SO’ SD 6 b 6 gy b

13-11



13. Hatarozott integral — Térfogat

179.r =1 —cosp, ¢ € 0,27 (kardioid),

(1. abra),
a T
180.r= —— — 1
80. r o g’ pE [O, 2] (parabola),

P T
18l. r = —— € |l—=,= bol
" 1+cosyp’ 4 { 2’ 2] (parabola),
1 T 3w
182.7— — ¢ [} bola),
r [ cosp ve|3 (parabola)

183. r — 2a(l + cos ), ¢ €(0,¢1] (kardioid),

184.r:asin3§, [0, 37], 185.r:athg, @ € [0,27],

186 -l e [0, ¢1] 187 1—¢% pe|-1,1]

r=a— .r=1- — .
690“1’1, 2 y P1f, Y, @ ;

188. r = e, v €0,p1] (¢1 konstans), (logaritmikus spiralis: lnr = ap),

Térfogat

D 13.23Legyen f az (a,b) intervallumon értelmezett valos értékii fiiggvény (az a = —oo
és b = oo esetet is megengedve). A f grafikonjanak az x tengely koriili megforgatéasaval
eloallo forgasteliilet, valamint (véges a és b esetén) az © = a és x = b egyenletii sik dltal
hatarolt forgastest térfogatan a

b
T / 2(x) da
a
hatérozott vagy improprius integralt értjiik, feltéve, hogy ez az integral létezik.

P 13.24 Szamitsuk ki a \/x + ,/y — 1 egyenleti gérbe
x tengely koriili megforgatasaval keletkezd forgasteliilet,
és a gorbe legkisebb abcisszaji pontjaban az x tenge-
Iyre merdlegesen allitott sik dltal hatarolt test térfogatat.
Elbszor megkeressiik az integralds hatarait. A \/x
értelmezési tartomanya miatt 0 < x. A \Jr =1 — VY
miatt /r < 1, tehdt x < 1, ldsd az dbrat. AV
térfogat:
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13. Hatarozott integrdl — Felszin

Feladatok

Szamitsuk ki az alabbi egyenlet gérbék x tengely koriili megforgatasaval keletkezd
forgasfeliilet, valamint a megadott intervallumok végpontjaiban az x tengelyre
meréGlegesen allitott sikok altal hatarolt forgastestek térfogatat.

1
189. y=z——, [1,3], 190.y— /1 +a2, [0,3], 191.y — cos’z, [0,7],
192. y =chz, [-1,1], 193.y — e, [0,00), 194. y = Inz, [1,3],
195. y = xe”, (—o0,0],

196. y = \/a? — 22, |—a,al, (gémbtérfogat).

Szamitsuk ki az alabbi egyenletii gérbék x tengely koriili megforgatasaval keletkezd
zart forgasfeliiletek térfogatat.

197. y = \/a? — 22, (gombtérfogat), 198.y — 1 — 22,

199. 2%/3 + 423 — 1,

2
200. y = by/1 — (a:) , a>0,b>0 (forgasi ellipszoid).
a

Felszin

D 13.25Legyen f az (a,b) intervallumon értelmezett valos értékii fiiggvény (az a = —oo
és b = oo esetet is megengedve). Az f grafikonjianak az x tengely koriili megforgatasaval
eléallo forgasfeliilet felszinén a

o [ fapi s ) e
hatarozott vagy improprius integralt értjiik, feltéve, hogy ez az integral létezik.
T 13.26 Ha egy sima gorbe x = x(t), y = y(t), t1 < t < to alaka paraméteres egyenle-

trendszerrel van megadva, akkor az x tengely koriili megforgatasaval el6allo forgasfeliilet
felszine

s=2m /:2 y(t)\/22(t) + »2(t) dt .

1
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13. Hatarozott integral — Tdmegkdzéppont

Feladatok

Szamitsuk ki az alabbi egyenletii gérbeivek = tengely koriili megforgatasaval keletkezé
forgasfeliiletek felszinét.

201. y = /x, z €[0,1], 202"y =sinz, x € [0,7],

203°y =tgx, z €0,7/4],

204. y = ach g, x € |—a,a] (katenoid, lancfeliilet),

2057 22/3 + 43 — 4?3 £ €10,a], (a > 0 konstans).
Szamitsuk ki az aldbbi gorbék x tengely koriili megforgatasaval keletkezg zért
forgasfeliiletek felszinét.

206. y — \/a? — 22, (gbémbfelszin),
2077y — by/1 — (z/a)?, (a > 0 konstans) (ellipszoid),

208y — ch2 — chz, 209%y — 1 — 22.

Szamitsuk ki az alabbi, paraméteresen adott goérbék = tengely koriili megfor-
gatasaval keletkezd forgasfeliiletek felszinét (a > 0 konstans).

210. x = acost, y = asint, t € [0,7]|, (gdmbfelszin),

211%°z — acos®t, y = asin’t, t e [0, %} ,

212°x — a(t —sint), y = a(l —cost), t €]0,2x], (ciklois),

21372 = a(2cost —cos2t), y = a(2sint —sin2t), t € [0, 7],

214>z — elsint, y — el cost, t € [O, %] )

Tomegkozéppont

D 13.27Az f fiiggvény és az (a,b) intervallum altal meghatarozott gérbevonalii trapéz
P(xs,ys) tomegkkdzéppontjinak koordinatai az

My(a,b) My (a,b)

T ) T T(a)
képletekkel szamolt értékek, ahol
T(a,b) = fé’ f(x)dx (a gorbevonalu trapéz teriilete),
My(a,b) = [Pz - f(z)dz, My(a,b) = [° f2(z)dz (statikai nyomatékok).

T 13.28 Ha egy gorbe sima és paraméteres alakban van megadva (z = x(t), y = y(t),
t1 <t < t9), akkor a gorbéhez és az (x(t1),z(t3)) intervallumhoz tartozé gérbevonali
trapéz tomegkozéppontjinak koordinatait is xs = My/T, ys = My /T hatarozza meg,
ahol

to 1 rt2

O A CEOE A /: w0yt My =5 [ 2 (0)a(t) dt .
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13. Hatarozott integrdl — Hatérozott integral kiszamitasa kozelité modszerekkel

T 13.29 Sikbeli polarkoordinita-rendszerben r = r(¢), (o < ¢ < () alaki egyenlet-
tel megadott gorbe és a polartengely kozé esé gérbevonali trapéz témegkézéppontjanak
koordinatéi: x5 = My/T, ys = My /T,ahol az x(p) = r(¢)cosy és y(p) = r(p)sing
fiiggvényekre vonatkozoan

8 B g
T [ e, Mo [ atolG e, My = [ R ).

«

Feladatok

Abrazoljuk az alabbi egyenletii gorbék és egyenesek altal hatarolt sikidomot, és
hatarozzuk meg tomegkozéppontjanak koordinatait.

1
215.y =23, y=0, z=1, 216.y = —, y=0, z=1, =4,
X

1
217. y = —, y=0, z=1, x=3,

T
218. y = \/a®? — 22, (a > 0 konstans), y =0,

f 2
219. y — by/1 — :%, (a és b pozitiv konstansok), y =0.
a

Hatarozzuk meg az alabbi, paraméteresen megadott gérbék és az x tengely altal
hatarolt sikidomok témegk6zéppontjanak koordinéatait (a és b pozitiv konstansok).

220. x = acost, y = asint, (0 <t <m),
221. x = acost, y=bsint, (0 <t <m),
222. x = a(t —sint), y=a(l —cost), (0 <t <2m),
223. x —acosPt, y = asin’t, te [O,%} .

Hatarozzuk meg az alabbi, polarkoordinatas egyenletii gorbék altal hatarolt szek-
torok tomegkozéppontjanak koordinatait abban a derékszogl koordinata-rendszer
ben, amelynek origdja a polussal, pozitiv x féltengelye pedig a polartengellyel esik
egybe (az a pozitiv konstans).

224. r = a, @E{O,%] : 225.r = ap, ¢ €]0,7],
226. r = 2a(1 +cosp), ¢ € 0,7, 227.r = ae®, p €0,7|.
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13. Hatarozott integrdl — Hatérozott integral kiszamitasa kozelité modszerekkel

Hatarozott integral kiszamitasa kozelité modszerekkel

T 13.30 Legyen f az |a,b] intervallumon értelmezett és integralhaté valos fiiggvény. Os-
szuk fel az [a,b| intervallumot az a = 9 < x1 < x93 < .-+ < xp = b pontokkal n
egyenld részre. Legyen

b—a Ti—1 +x;
h=—— & t;="——" (i=1,2,---n).
n es 1 9 (i y 4 n)
Minden egyes [z;_1,x;| (i = 1,2---,n) részintervallumon az y = f(x) egyenletid gorbének

aP;_q1(x;_1,f(x;_1)) és Pi(x;, f(x;)) pontjat sszekotd ive helyett az y = f(t;) egyenletii
szakaszt véve (téglalapmodszer)

b n
| f@yds = 1Y )
a i=1

a pontos érték és a kozelits érték kozotti Dy, eltérésre

(b—a)? "
D, < —— ;
n=s o sup{[f"[} ;2 € [a,b]},
ha f az |a,b| intervallumon kétszer folytonosan differencidlhato.

Ha pedig az el6bbi beosztas utan minden egyes P;_1P; (i =1,2,---,n) iv helyett a P;_1 P;
hiirt vessziik (trapézmodszer), akkor

/abf(:c)dx ~ h

és
(b—a)3 "
D, < ——— :
n < o sw{lfT]} 52 € fa b}

ha f az |a,b| intervallumon kétszer folytonosan differencidlhato.

A parabola vagy Simpson moédszernél az intervallumot paros szamii (2n) részre os-

ztjuk, és az y = f(x) grafikonjanak az xo;_o , x9;_1 , T9;

(1t = 1,2,---,n) abcisszji pontjain 4tmend gorbeivét az ugyanezen a pontokon atmend
parabolaivekkel (vagy, ha ezek a pontok kollinearisak, akkor 6sszekits szakaszukkal) helyettesitjiik.
Ekkor

b - n—1 n
[ f@rde = 220 @)+ £0) 12 Y flea) -4 fleai)
a i=1 =1
és 5
b—
o < e D aup (171 s o, b}

ha az f az [a,b| intervallumon négyszer folytonosan differencialhato.
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13. Hatarozott integrdl — Hatérozott integral kiszamitasa kozelité modszerekkel

Feladatok

Szamitsuk ki kozelitGleg az alabbi integralokat téglalap-, trapéz-, ill. parabola-
modszerrel (az intervallumokat a zardjelben feltiintetett szami részre osztva).
Amennyiben a fiiggvény valamelyik integralasi hataran nincs értelmezve, tekintsiik
fiiggvényértéknek az ott felvett hatarértékét. Amely feladatokban trigonometrikus
fliggvény fordul el6, ott a hatarok radidnban értenddk, és ezért radidanban kell
szémolni.

4 dx 2

228#/ —, (4), 229#/ 1+ a3dx, (4),
o Vit W o v “
5 8

230#/ V126 — 23 de, (4), 231#/ Tz, (6),
1 wtde, () o VT2 ™ ©
10 1

232#/0 Y125 — 22 de, (6), 233#/0 V1 —23dz, (10),
1 5 dx

2345/0 V14 ztde, (10), 2355 [ 2T (6),

J2 Inx
236.1‘/03 Veoszdz, (10), 237.1‘/03 el dz, (10),
x
-1 t 9
238#/0 arcxgx dz, (10), 239#/ Jzdr, (4),

™ 1
240#/ V3T coszdz, (6), 241k/ LAY
0 0 ln 1+2x)

(8), 2431‘/ wll—fsm xdzx, (6),

L dx
k
244./0 5, (12)
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