1. fejezet

Bevezetés

Algebrai feladatok

J 1.1 A szdmok gyakran hasznalt halmazaira a kévetkezd jelbléseket vezetjiik be: N a
nemnegativ egész szamok, N a pozitiv egész szamok, Z az egész szamok, Q a racionalis
szamok, R a valos szdmok és R a pozitiv valos szamok halmaza.

n
J1.2 Azay+ag+---+ay Gsszegreay ;4 ap vagy a Z ay, jelolést hasznaljuk (kiejtés:
k=1
szumma k = 1-t6l n-ig ay.).

D 1.3 Vezessiik be az 1 -2...n szorzatra az n! (kiejtés: n faktorialis) jelolést. Legyen
tovabba 0! = 1! = 1.

D 1.4 Legyeneka,b € Z, a+ 0. Az, hogy a osztdja b-nek, azt jelenti, hogy van olyan
¢ € Z, hogy ac = b. Jellése: alb.

Feladatok

Legyen a,b € R és n € N'. Bizonyitsuk be a kivetkezd azonossagokat:

1* a" =V = (a—0b)(a" '+ a" 2+ -+ ab" 2 o),

2. a?n—l + b2n—1 - (CL + b)(a2n—2 _ a?n—Sb + a?n—4b2 . ab?n—S + b?n—?)

3. a2n _ b2n - (a + b)(a2n—1 _ a2n—2b + a2n—3b2 — et ab2n—2 _ b2n—1).

4*  Mutassuk meg, hogy ha a +b+c =0 (a,b,c € R), akkor a® + b3+ ¢3 = 3abc.

Oldjuk meg a kdvetkez§ egyenleteket a valos szamok halmazén:

5. |z|=az+1, 6. |22+ 3] =22, 7. |sinz|=sinz + 2,
x—1 r—1
8. i = si 3 9. t =t 2v/3, 10. =
|sinx| = sinx + 3, |tgx| = tgx + 2V/3, ‘:chl' PR

11> |22 +62+6] = |22 +4a+9|+|22—3|, 12> |z* — 22 — 6| = |2* — 4] — |2% + 2|,

13. V¥ = /27

Oldjuk meg a kovetkezd egyenlGtlenségeket a valds szamok halmazan:
3xr + 5 20 + 3 3r —2

14. 0 15. <5 16. 1 4
-7 r—3 = SIwis "
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1. Bevezetés — Algebrai feladatok

dr — 2
17. T2 g, 18° (32 — 7| < 1, 197 |z| < |z + 6],
|22 + 1]
20. |z + 2|+ |z —2| <12, 21. |4z —3| <z < |4z + 3|,
22. |le+ 1| — |z —1|| < 1, 23. ‘ ‘> ,
rz+1 xz+1
2 _
4. 2x+1<x+57 95> dx 4+ Tx 4§ ’
r—4 " x+1 22+ 2x — 3
26. |2 — 22| > 3, 27. |z(1 —2)| < 0,05,
28. |22 —Tx 12| > 2% — Tx + 12, 29. |22 —5z| > |2?| — |5z],
307 V3—-2r—12>ux+2, 31. V2—z—/x>1.
Oldjuk meg valos x ismeretlenre az alabbi egyismeretlenes egyenltlenségrendszereket:
32> 4< (22 +3)2 <9, 33. (a—1)z>2a, ax<a-+tl.

Abrazoljuk a derékszdgtl koordinata-rendszerben azoknak az (z,y) pontoknak a
halmazat, amelyek koordinataira a kovetkezs egyenletek, illetve egyenltlenségek
teljesiiljenek:

347 |y| < |zf, 35. |y| <z +2,
36° x|+ |y <2. 370 x|+ |yl =1,
38. |z[ -yl =1, 39° |z +y[ = |z[ + |yl,

40. |z —y| = [z = [y,

Oldjuk meg a kovetkez6 kétismeretlenes egyenlGtlenségrendszereket a valos szamparok
halmazan:

41. z—-y—2<0 42. 3r—y—2<0
3r—y—8>0, br —4y +6 <0,
43. r—y—2<0 44. 4 +y—2=0
3z — 3y + 10 < 0, xr—2y—14 <0,
45. -5y +7<0 46. 3z — Ty +13 =0
r—y—1<0 2c+5y—1>0
x—2y+4>0, br — 2y — 17 <0,
47. Yyt — 4z <0 48. 2522 +9y? —225 <0
Pty —2w>0 z<2, 92 — 1627 — 144 > 0.

Bizonyitsuk be az alabbi egyenl6tlenségeket. Ahol lehet, allapitsuk meg, hogy
milyen feltételek mellett all fenn az egyenlGség:

49° |z +y| <|z|+|y| (z,y € R) (hAromszdg-egyenlStlenség, 1. még 125.),

507 a2+b2>2|ab| (a,b € R), 51> |a—b| > |la| — |b]] (a,b€R),
52. b‘< , ha |b\<|2| (a,b € R),

1 22+ 2
53° a+—->2 (aeR"), 5. ——— >2 (z €R),

a=? (@ERD a1t bER



1. Bevezetés — Algebrai feladatok

2

x 1
55. - <- (z€R),
. 2 a-+b n . . . .
56. T.1 < Vab < 5 (a,b € R") (a harmonikus, a mértani és a
a b

szamtani k6zép kozotti sszefliggés; 1. még a 128. feladatot!)
57 Bizonyitsuk be, hogy ha a,b >0ésa > >0 (a,b,a,p €R), akkor

(a® + b¥)w < (a” + bﬂ)}’ .

Az alabbi feladatokban értelmezziik a (nem iires) S halmazon a megadott * vagy
o miveleteket. Vizsgaljuk meg, hogy a halmaz zart-e ezekre a miiveletekre nézve,
azaz a miiveletek eredménye mindig benne van-e a halmazban? Ha igen, akkor a
miiveletek kommutativak-e, aszociativak-e? Ahol két miveletet is megadtunk, ott
disztributiv-e valamelyik miivelet a mésikra nézve?

58. S—R, xzxy—vy, x,y€ER,

59. S =R, zxy=max(z,y), z,y€R,

60. S a paratlan szdmok halmaza, * a szamok Osszeadésa,

61. S a paros szamok halmaza, x a szamok Osszeadasa,

62. S a paratlan szamok halmaza, x a szdmok szorzasa,

63> S—R, zoy—x+2y, =xz,y€R,

64 S=R, xzoy=ax+by+c, xy€R,ahola,b, cadott valos szamok,

65. S — {a + bV/2;a,b € Z}, a x és a o miivelet a valés szamok halmazan
értelmezett Osszeadas és szorzas,

66. S — {a + bv/2;a,b € Z}, a x és a o miivelet a valés szamok halmazan
értelmezett Osszeadés és szorzas,

67 S=R, axb=a+b—1, aob=a+b—ab (a,b€R).

Szamitsuk ki az aldbbi 6sszegeket:

5 1

68° > (2k +1), 69 > &’
k=0 k=-3
5 5
70. Y (—1)F(2k + 1), (I L
k=0 k=0
20 4 kn
72. Zﬂ', 73> stm7.
k=17 k=1
Irjuk fel a szumma jel alkalmazésaval a kovetkezs Gsszegeket:
° 2 3 4 ° 1 1 1 1
740 1+24+2°+2°+ 2% 75 1+2 3+4 5
76. 1524 +35+ -+ (n?2—1), 7. ap+arw -+ agr? £+ apa™,

78° aor” + a1zl + - fap_1x+a,, T9. a’®— a*b + a3b? — a2b® + ab* — bd.

Melyek igazak az alabbi Osszefiiggések koziil minden ay,as,...,ar, b1, bo, ..., by és
c valés szamra?
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1. Bevezetés — Algebrai feladatok

n n n
80" > (aj +by) = Zak+ Zbk, 81" Y cap=c)  ay,
k=1 k=1

k=1

n n n n
82. Z akbk — (Z ak) (Z bk>, 832 (Z ak) (Z bk) — Z Z aibj
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 i—1j-1
84. Irjuk fel az z-ben masodfokt 1 (apx +by,)? fiiggvény diszkriminansat, ahol
ar, br. € R.

857 (Cauchy-Bunyakovszkij egyenlStlenség) Az el6z6 feladat eredményét fel-
hasznalva bizonyitsuk be az alabbi egyenlGtlenséget, ahol ay, by € R:

n 2 n n
Sabe | <Y ap | (Db
k=1 k=1 k=1
86. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges a és b valos szamra:
(a® + %) (a* + %) > (a® + %)%
87. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges a, b és x valos szamra:
—va? +b2 <acosxz +bsinz < \/a? + b2.

Szamitsuk ki a kovetkezs Gsszegeket:

0
88. > (-3), 89. > ¢ (n>m);ckonstans,
k=0 k=m
0 - - 9 72 - T < a
= \k k+1 = \k —1)2
92 Y (ap — apr1),
k=1
" 1 - 1 1 1
93. — Utmutatds :——v = — — ——
z::k(k+1) ( S N EE D R k+1>’
n
94 Y sinkx (Utmutatés: szorozzunk 2sin 2-vel),
k=1
n
95. ZZakl,aholaklfO hak#1lésay =1 hak=1I,
k—11—1
n n n n
96. ZZakl, ha Qg :k}, 97. ZZ(LM, ha Qg =k -1
k=11=1 k=11=1
Egyszertsitsiik a kovetkezs kifejezéseket:
100 100 1 (n+3)!
98. — F — — — 99. > 2
R T m—2p 22
'(2n +1)! — k)I(2n +1)!
1000 M2t 1) (neNT), 101, (M= B2t 1) (n,k € N; k < n).

(n—1)!(2n + 3)! n!(n+ k)!
1027 Bizonyitsuk be, hogy ha k|m és k|(m + n), ahol k,m,n € Z és k # 0, akkor
k|n. Igaz-e az allitds megforditasa?
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1. Bevezetés — Teljes indukcio

Teljes indukcio

D 1.5 A teljes indukci6 a direkt bizonyités egyik fontos tipusa. Jeloljon A(n) olyan
allitast, amely az n egész szamtol fiigg. A bizonyitas két 1épésbdl 4ll. El6szor megmutatjuk,
hogy van olyan ngy egész szam, hogy az A(ng) allitas igaz. Azutéan feltessziik, hogy valamely
n egész szamra A(n) igaz, s ennek alapjan bebizonyitjuk, hogy A(n + 1) is igaz. Ezekbdl
mér kovetkezik, hogy A(n) igaz minden n > ng esetben.

Feladatok

Teljes indukciéval bizonyitsuk be, hogy a kdvetkezd allitasok igazak, ha az n pozitiv
egeész szam nagyobb vagy egyenld valamely ng pozitiv egész szamnal (adjuk meg
a legkisebb ilyen ng-t):

1
103.‘1+2+3+---+n"(";), 104. 1 +3+5+ -+ (2n—1) =n?,
S D(2n+1
105:Zk2:12+22+32+...+n2:”(7” )6( nt ),
k=1
- An? — 1
106.2(%—1)212+32+52+...+(2n_1)2"(”3)7
k=1
. k=172 12 02 | o2 ~1,2 _in(n+1)
L B O e R N o O
k=1
« n(n? —1)(3n + 2) « 1 n
108. > (k- 1)k* = , 109. . ,
,;1 12 kz::l(4k—3)(4k+1) 4n + 1
1 1 1 n 4 2
110. (1—)(1—)... 1— . :
4 9 (n+1)2 2n + 2
- 1 2
111, k(h 1) — M D)
k=1 3
n 1)... t
112.Zk(k+1)(k+2)...(k;+t-1):”(7”) (2t N,
k=1 t+1
n 1 2 n
113. Zk?’("(r”“) : 114. > k(k!) = (n+ 1! —1,
k=1 2 k=1
1 35 2n—1 1 nool 13
115°0- - .2 ... < . 1167 > =
2 4 6 2n Vian+1 kz::anrk: 24
11 1
1172 yn <1+ —=+ —=+ -+ — < 2y/n,
R R R
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1. Bevezetés — Teljes indukcio

11
11850 <14 — f = b oo b <n, 118°3" > 2" | Tn,

2 2 3 2n —1

|
120, B! yne
(n!)? ’

121.*\/2 /24 V2 = 2co0s ﬁ (a bal oldalon n darab gydkjel van),

10" —9n — 10
122X3 433+ ---+33...3 = 27n (a bal oldalon n tagu Gsszeg van).
123" Egy sikbeli tartoméanyt n darab egyenessel részekre osztunk. Mutassuk meg,
hogy az igy kapott "térkép" két szinnel szinezhets gy, hogy a kozos oldallal

rendelkezd részek kiilonbozs szintiek legyenek (1. bal oldali abra).

124X Egy orszagban gy épitenek autopalyékat, hogy mindegyik autopalya egyenes,
egyik keresztezGdésben sem talalkozik ketténél tobb at, és minden keresztezédésben
az egyik Ut a masik f616tt halad. Mutassuk meg, hogy barmely ilyen athilézatban
elérhets az, hogy minden aton felvaltva alul majd feliil haladjunk at a keresztez6désen.
(Utmutatis: Hasznalhatjuk az el6z6 feladat eredményét és a jobb oldali
abrat.)

125° Mutassuk meg, hogy ha aj,as,...,a, € R, akkor

a1+ ag + -+ an| <ar| + ag| + -+ an],

és az egyenl@ség akkor és csak akkor teljesiil, ha ay,aq, ..., a, szamok kozott
nincsenek kiilonbo6z§ elGjeliiek. (1. a 49. feladatot!)
126X Mutassuk meg, hogy ha z1,x9,..., 7, € R" &s z129... 2, — 1, akkor
x1+x2+ -+ xy > n, és az egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha
561:1’2:...:.1)”:1.
o n Ty | Ty Tn
127. Bizonyitsuk be, hogy ha x1,x9,...,z, € R", akkor — 4+ —+ ...+ — >n.
X9 T3 I
128" Bizonyitsuk be, hogy ha x1,2,...,2, € R, akkor
r1t+xo+ -+ ap
> Yx1x0 ... Tn,
n

azaz pozitiv szdmok mértani kézepe nem nagyobb a szamtani kdzepiiknél,
egyenl@ség pontosan akkor teljesiil, ha x1 = x9 = ... = .
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1. Bevezetés — Teljes indukcio

129. Igazoljuk, hogy x1,22,...,2, € R esetén nx1zy ... 2, < it tay -+ al.
n+1

n
130. Bizonyitsuk be az n! < < > (n > 2) egyenl6tlenséget.

Igazoljuk az alabbi oszthatosagokat (n € NT):
131°8)5" +2-3""L 1, 132%6/n(2n% —3n +1), 1332133117 4 12271,
134 Bizonyitsuk be, hogy minden 1-nél nagyobb pozitiv egész szam sorrendtsl el-

tekintve egyértelmten bonthato fel primszamok szorzatara (a szamelmélet
alaptétele).

Keressiik meg a hibat a kdvetkezd bizonyitasokban:

135. Bebizonyitjuk, hogy minden egész szam egyenls. Ehhez megmutatjuk, hogy
minden egész szam egyenld a réakovetkezd egész szammal. Tegyiik fel, hogy
az allitds igaz az n egész szamra, azaz n — n + 1. Adjunk l-et az egyenlet
mindkét oldaldhoz, ekkor azt kapjuk, hogy n-+1 = n+ 2, tehat a tulajdonsag
oroklgdik.

136X Bebizonyitjuk, hogy a sik minden pontja egy egyenesen van. Ehhez megmu-
tatjuk, hogy véges sok pont a sikon mindig egy egyenesen van. Az allitas
n — 2 esetén igaz, hiszen barmely két pont egy egyenesen van. Tegyiik fel,
hogy barmely n pont egy egyenesen van. Bizonyitjuk, hogy akkor barmely
n-+1 pont is egy egyenesen van. Ha ugyanis nem volna, az azt jelentené, hogy
van a sikon n olyan pont, amelyek egy egyenesen vannak, és egy (n + 1)-edik
pont, amely nincs ezen az egyenesen. Ekkor elhagyva az egy egyenesen lévs
n pont valamelyikét, ezzel a ponttal olyan n pontot kapnank, amelyek méar
nincsenek egy egyenesen, ez pedig ellentmond az indukcids feltevésnek.
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