3. fejezet

Matematikai logika

Logikai mtiveletek, kvantorok

D 3.1 A P és Q elemi itéletekre vonatkozo logikai alapmiiveleteket (konjunkeié (A),
diszjunkci6 (V), implikacié (=), ekvivalencia (<), negacié (—)) tablazatos definicioi:

P Q| PAQ | PVQ | P>Q | P5Q | P =P
1 1 1 1 1 1 I 0
10 0 1 0 0 0 1
0 1 0 1 I 0
0 0 0 0 I 1

D 3.2 Két logikai kifejezést akkor és csak akkor tekintiink azonosan egyenldnek, ha
logikai értékiik a benniik szerepld logikai valtozok barmely értékére azonos. Az azonossag
jele =.

J 3.3 AVzP(x) ésaJxP(x) jelolések kiejtése: ,minden x-re (igaz, hogy) P(x)" és ,van
olyan x, hogy P(x)". AV ill. a 3 jel neve univerzalis ill. egzisztencialis kvantor.

T 3.4 Azonossagok:

(1) (PANQ)ANR=PA(QAR) (PVQ)VR=PV(QVR) asszociativita
(2) PAQ=Q AP PvQ@=QVP kommutativita
(3) P A P=P Pv P=P idempotenci
(4) (PAQ)VQR=Q (PVQ)ANQR=Q elnyelé
(5) PAQVR=(PAQ)V(PAR) PV(QAR=(PVQ)A(PVR) disztributivits
(6) PAI=P  PAO=0 Pvi=l  PV0O=P

(7) P A—=P=0 Pv-P=1 —(=P)=P

(8) ~(PAQ)=-PV -Q —~(PVQ)=—PA—-Q  De Morgan-azonossigo
9) P=Q=-PVQ (P = Q)=P A—-Q

(10) P=Q=-Q = -P kontrapozicio
(11) P& Q=(P=Q)N(Q=P) P< Q=(PAQ)V (-PA-Q)

(12)  —VaP(x)=3z—-P(x) —Jx P(x)=Vz—P(z) kvantoros itéletek tagadés

P 3.5 Bebizonyitjuk a P = Q = —~P V @ azonosségot (T 3.4 (8)) a D 3.1 segitségével.
A tablazat kitoltésének lépéseit itt kiilon tablazatokban adjuk meg: 1) az értékparok
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3. Matematikai logika — Logikai mtiveletek, kvantorok

beirasa, 2) a ~P értékének kiszamitasa, 3) mindkét oldal kiszamitasa.

P=Q=-PVQ P=Q=-PVQ P=Q=-PVQ

1 1 1 1 1 1 01 1 111 01 11

1 0 1 0 1 0 01 0 100 01 00

0 1 0 1 0 1 10 1 01 1 1011

0 0 0 0 0 0 10 0 01 0 1010
Feladatok

Az alabbi feladatokban P igaz, () hamis, R hamis és S igaz logikai értéki itéletet
jelol. Hatarozzuk meg a kovetkezd Osszetett {téletek logikai értékét:

1> (PAQ)AR, 2. (PANQ)VR, 3. (PVQ) VR,
4. (QAP)VS, 5. QA (PVS), 6. R=(QV-P),
7. P=(P=279), 8. P=(RVY),

9. (PVR)&(QVS), 10. (RA-S)< (QVS),

117 S (P= (-PV)S)), 12. (QAS)< (P= (RV~S)).

13° Az implikacio ,Ha P, akkor Q7 (P = Q) itéletét irjuk le t6bb modon, példaul
az alabbi kifejezések felhasznélasaval: implikalja”, ,maga utdn vonja”, ,sziikségesj
feltétele”, ,elégséges feltétele”, ,csak akkor”, ... .
14. Ha egy n szamu logikai valtozot tartalmazoé kifejezés logikai értékét meg akar-
juk hatarozni a valtozok minden lehetséges értéke mellett, akkor hany esetet
kell megvizsgalni? Mas szoval: a P 3.5 példa szerint elkészitett tablazatnak
a vizszintes vonal alatt hany sora van, ha a logikai valtozok szama n?

15> A p, q és r logikai valtozokbol képezziik a kovetkezd két logikai kifejezést:
pA(gVr) és (pAq)Vr. Azonosan egyenlGk-e ezek a kifejezések?

Igazoljuk a kivetkezd azonossagokat tablazattal és/vagy a T 3.4 tételbeli azonosségoklj
felhasznalasaval:

162 —(p = q) = p A g, (implikicio tagadasa, T 3.4 (8)),

177 pAg, 18. pV(-pAq)=pVagq,

197 peqg=(pAq) VvV (-pA—q), 20. ~(pe=q=(@VeA(PVg,
21. (pVg=-p=gq 22. =(pAg)=p= g,

23. (p=>q¢Vig=p =1, 24. pAp=>q|=>q=1,

25. [-pA(p=q|=>-p=1, 26. (pAg)=p=p=(pVq),

27. =[(pAgV(pA—g)]= (Ve A-(pAqg),

28. pA(p=q|=q=[~qAN (= 9]=»p

297 (pAgATr)=s=p=lq¢= (r=s)],

30. (p=q)V@=p =-p=(@=q),

3l. = (((pAg)Vr)=p) e q={@VqgVr)A(V-gVr)A(-pV-q).
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3. Matematikai logika — Logikai mtiveletek, kvantorok

Allitsuk el6 az alabbi itéleteket a logikai miiveletek és tovabb mar nem bonthato
elemi itéletek segitségével, majd ahol lehet, azonossagok alkalmazasaval hozzuk
egyszeriibb alakra:

32. ,Marta nem szdke."

33. ,Nem igaz, hogy Matyas nem elég virtuoz."

34> Esik az es6, de meleg van, bar a nap is elbajt, és az id§ is késére jar."

35. ,Eva vagy Pista ott volt."

36. ,Ha a hegy nem megy Mohamedhez, Mohamed megy a hegyhez."

37. ,Elmegyilink kiraAndulni, ha nem esik az es@, és a szél sem faj."

38. ,Kizart, hogy se matekbol, se fizikabol ne menjek at elsére."

39. ,Ha a szemtani megbizhatd, és az ujjlenyomatok a tettestsl szarmaznak,
akkor téved az irasszakérts."

40. ,Szivarvany csak akkor van, ha esik az esd, a Nap is siit, de nincs dél."

A délt betiis mondatok mindegyike tekinthetd két elemi itélet logikai fliggvényének.
Irjuk fel e fiiggvények logikai értékeit tablazat segitségével! (Vigyazzunk, a 'vagy’
szot a hétkdznapi beszédben tobbféle értelemben is hasznaljuk.)

41. Az n egész szdm vagy pdros, vagy pdratlan.

42. — Megyiink ma kirandulni és strandolni?
— Vagy kirdndulni megytink, vagy strandolni.

43. — Melyik alloméas kovetkezik?
— Vagy Ecser, vagy Maglod.

A kovetkez§ feladatokban P(x), Q(x), R(z), H(x) jelentse a kovetkezs, z-t6l fiiggs,
S(z,y) pedig az x, y valtozoktol fliggs itéleteket, ahol x és y pozitiv egész szamok:

T(x): x primszam; P(x): x paros szam; S(z,y): x osztoja y-nak.

Mi az alabbi itéletek logikai értéke:

44. T(7), 45. T(2) A P(2), 46. JaT(x),
47. Vy3dx S(z,y), 48. 2T (z) A P(x)), 49. VzT'(z),
50. Vy(S(2,y)) = P(y)), 51. Jx Iy (S(x,y) = y < x),
52. VaVy(S(z,y) = x <vy), 532 dx (5(6,x) = T(x)).

Jeloljon x egy tetszbleges négyszoget. Tekintsiik a kovetkezs itéleteket:
p(x): az x négyszog hurnégyszog;
q(x): az x négyszog téglalap:;
r(x): az x négyszog szemkozti szogeinek Gsszege 180°;
s(x): az x négyszog atloi felezik egymast.
Fogalmazzuk meg a kiovetkez$ Osszetett itéleteket, majd hatarozzuk meg azok
logikai értékét:
54. Vz[p(z) = q(z)], 55. Vzlg(z) = p(z)|,  56. Vz[p(z) < q(z)],
)] L, 89, Va|-s(z) = —q(a)],
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Irjuk fel logikai mtveletek és kvantorok segitségével az alabbi itéleteket, majd
fogalmazzuk meg mindegyik tagadasat a T 3.4 (12) azonossag felhasznalasaval:

61" ,Minden ajton van kilincs."
62> ,Nem mind molnar, ki szekercét fog hona ala." (kézmondas)
63. ,Kinem sz0lt, csak bégetett,/ az kapott dicséretet." (Webres Sandor)

64° _Minden pozitiv € szdmhoz van olyan § pozitiv szam, hogy barmely x valos
szamra, ha |x — a| < §, akkor |f(z) — f(a)] <e&."
65. ,Mindig fazom, ha faj a szél."

Logikai mtiveletek kapcsolata a halmazmiiveletekkel

M 3.6 Halmazokhoz természetes mdédon hozzarendelhetiink logikai itéleteket. Legyen H
az alaphalmaz, és legyen abban P egy halmaz. Valamely x € H elemre p(x) logikai értéke
legyen igaz, ha x € P, és hamis, ha © ¢ P, azaz p(x) legyen maga az x € P itélet.

A —p(z) negacié halmazelméleti megfelelGje a P halmaz H-ra vonatkozé komplementere.
Definicié szerint a p(x) és q(x) logikai értékekre a p(x) A q(x) konjunkcié akkor és csak
akkor igaz, ha p(x) igaz, és q(x) is igaz. Ugyanakkor, valamely x dologra x € PN Q akkor
és csak akkor teljesiil, ha x € P és x € Q. Ezek alapjan mondhatjuk, hogy a p(z) A q(x)
konjunkcié halmazelméleti megfelelGje a P N (), és forditva. Ehhez hasonléan kapjuk,
hogy a diszjunkci6é halmazelméleti megfelelGje a halmazok egyesitése. E megfeleltetéseket
képletekkel is felirva:

(z € P) = (x € P) = ~p(x),

(€ PNQ)= (v e P)AlxeQ) =p) Aqla),
(€ PUQ)=(xeP)V(xeQ) =p)V ).

Forditva, egy p(x) logikai itélethez hozzarendelhetiink egy P halmazt a kdvetkezd médon:
legyen H azon x dolgok halmaza, amelyekre p igaz vagy hamis értéket vesz fel; és legyen P
a H azon x elemeinek halmaza, amelyekre p(x) igaz. Ilyen médon minden logikai kifejezés
atirhato halmazelméleti formuléra, és igy abrazolhaté Venn-diagrammal. Példaul, ha p(n)
az az itélet, hogy ,az n szam paros", akkor H-nak véilaszthatjuk az egész szamok halmazat,
és ekkor a p(n) itéletnek megfelels5 P halmaz a paros szimok halmaza, vagyis a p(n)
itélet megegyezik az n € P itélettel. Az 1-gyel jel6lt azonosan igaz itélet halmazelméleti
megfelelSje a H alaphalmaz, a 0-val jelolt azonosan hamis itéleté pedig az iires halmaz.

Feladatok

Irjuk fel és abrazoljuk Venn-diagrammokkal az alabbi logikai kifejezések halmazelmeletil]
megfeleldit, ha a p(z), ¢(x) és r(z) itéleteknek a P, @ és R halmazok felelnek meg.

66° p(z) = q(x), 67. p(z) < q(x),
68. p(x)V (q(x) Ar(z) = px) V —q(z) V —r(z),
69. p(z)V (q(x) Ar(x)) = (p(z) V q(z)) A (p(7) V (),
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3. Matematikai logika — Logikai aramkorok

70. p(z) = 0= —-p(z),

71 [(p(z) vV q(2)) A (p(x) V =g(@))] V [(=p(2) V g(2)) A (=p(e) V =q(2))] = 1.

Haa p(x) és q(z) (z € H) itéleteknek a P és @ halmazok felelnek meg, akkor milyen
halmazok kozti Osszefiiggések, illetve relaciok felelnek meg az alabbi kvantoros
kifejezéseknek:

72. Vzp(z), 73. Vx-p(z), 74. Frp(x),
75. Vz (p(z) & q(x)), 76> Vz(p(z) = q(x)), 77. =3z (p(z) A q(x)).

Melyek azonossagok az alabbi egyenlGségek koziil:

78. Vz (p(z) A q(x)) = (Ve p(x)) A (VY g(x)),
79. vz (p(x) Vq(z)) = (Vap(z)) vV (Y q(x)).

A kovetkez feladatokban megadott halmazelméleti azonossagokat logikai miiveletek]
és azonossagok segitségével igazoljuk:

80" (PUQ)N(PUR)N(QUR)=(PNQR)U(PNR)U(QNR).
81. P-(QNR)=(P—-Q)U(P—R).

82. (PUQ)N(PUQ)N(PUQ)N(PUQ)=0.

83. (PNQ)o(PNQ)=PoqQ.

84. PUQUR=(P-Q)U(Q—-R)U(R—P)U(PNQNR).

85X Tudjuk, hogy (p = q) V(¢ = p) =1 (1. 25. feladat). Hogyan lehet, hogy az
alabbi allitas mégsem azonosan igaz: ,ha esik az es@, akkor faj a szél, vagy
ha faj a szél, akkor esik az es§."

867 Kontrapozicio alkalmazasaval igazoljuk, hogy ha n és m olyan pozitiv egészek,
hogy n +m > 49, akkor n > 25, vagy m > 25.

87. A hét mely napjain igaz és mely napjain hamis az alabbi két allitas:
(1) ,Ha ma kedd van, akkor holnap szerda”,
(2) ,Ha ma kedd van, akkor holnap szombat”!

Az A = B és B = A allitast egymas megforditasainak nevezziik. Irjuk fel az alabbi
matematikai allitasok megforditasat, és dontsiik el mindegyikrdl, igaz-e vagy nem:

88. ,Ha egy természetes szam oszthato ab-vel, akkor oszthato a-val is és b-vel is”.
89. ,Ha két négyszog egybevago, akkor megfelels oldalaik egyenlSk egymaéssal”.

90. ,Ha egy haromszog derékszogii, akkor két oldal négyzetOsszege egyenld a
harmadik négyzetével”.
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Logikai aramkorok

M 3.7 Az A, B,C,... betiik jeloljenek kétpolusu kapcsolokat. Legyenek a,b,c, ... rendre
az el6bbi kapcsolokhoz rendelt logikai valtozok a kovetkezd megéallapodéassal: az a logikai
valtozoé értéke igaz, ha az A kapcsolo be van kapcsolva, azaz képes az dram vezetésére, és
hamis, ha nincs bekapcsolva, azaz nem képes az aram vezetésére. Az A kapcsolot a hozza
tartozo logikai értékkel a kovetkezd modon jeloljiik:

Hasonléan definidljuk a b,c,... logikai viltozokat is. Az a,—a,b,—b,c,c,... jeli kapc-
sol6kbél soros és parhuzamos kapcsoldssal dsszekapcsolt dramkort logikai, vagy kapcsolo
aramkornek nevezziik. Ha t6bb kapcsold is a jelid, akkor ezek mindig azonos éllastiak, mig
egy a és egy —a jelii mindig ellenkezd allasi. Az a,b,c,... valtozokat tartalmazé itélet
akkor tartozik az A, B,C, ... kapcsolokbol 4ll6 dramkorhéz, ha az itélet pontosan akkor
igaz, amikor az dramkor vezeti az dramot.

Feladatok

91° Milyen logikai itélet felel meg az A és B kapcsolok soros illetve parhuzamos
kapcsolasaval kapott aramkordknek?

Az alabbi logikai kifejezésekhez milyen dramkorok tartoznak:

92. a=0b, 93. a < b,
94. aANbAcA=(aAD), 95. [(a=bA(b=c)]= (a=c).

Irjuk fel az alabbi két kapcsolé aramkorhoz tartozo logikai kifejezéseket, hoz-
zuk egyszeriibb alakra, és ennek alapjan rajzoljuk fel az eredetivel ekvivalens,
de egyszertibb kapcsolo dramkort:

96. 97.

98. Készitslink kapcsold aramkort egy négyszemélyes szavazogépre, mely a ,,tobbségl
dont" elvét kdveti, — azaz vezeti az dramot, ha legalabb harom kapcsold be
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van kapcsolva, — dontetlen esetén pedig egy kitiintetett (elnoki) kapcsolo
allasanak megfelel6en miikodik.
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