4. fejezet

Vektoralgebra

Vektorok osszeadasa, kivonasa és szaAmmal szorzasa

T 4.1 (Haromszogegyenldtlenség) Minden a, b vektorparra

la+b| <[af + [b].

T 4.2 (Paralelogrammaszabaly) Ha az a és b vektor kiilonbéz6 allasi, akkor a
két vektor dsszegét megadja az a és b vektorral, mint oldalakkal szerkesztett paralelo-
grammanak az az atlovektora, amely az dsszeadandok kézos kezdSpontjabdl indul ki.

Feladatok

1.

7>

Adott az a, b nem kollinearis vektorpar. Szerkessziik meg a kovetkezd vek-
torokat:

a)c=a—2b; b)d=2a+3b; c)e=ay2-by3; d)f=ay5-2b.
Legyen m = a + b és n = a — b. Fejezziik ki az a és b vektorral a kovetkez§
vektorokat:

a) 3m — 3n; b) 4m + 4n; ¢) 2m — 3n; d) 3m+§n.

Legyen m = 2a+b ésn = a+2b. Fejezziik ki az m és n vektorral a kdvetkezd
vektorokat:

a) 3a—4b; b) ba + 2b; c) —a+%b; d) 2a —/3b.

Legyen a szabalyos Ay Ay A3 A A5 Ag hatszég koré irt kor kézéppontja O. Fe-
jezzilk ki az A;A;+1 (i = 1,2,3,4,5), AgA; oldalvektorokat az OA; = a és
@Q = b vektorokkal, és szdmitsuk ki az m1 + @12 + e+ O_Aﬁ Osszeget!

Tekintsiik az ABC D tetraédert. Hatarozzuk meg a kovetkezs Osszegeket:
a) BC + CD + DA; b) AB+ BC—DC + DA.

Legyen Ay, Ay, - -+, Ay nszami (nem sziikségképpen kiilonb6z6) pont. Egyetlen
vektorral adjuk meg az mz + mg 4 A Zn Osszeget:

Bizonyitsuk be, hogy az a, b és ¢ vektorok akkor és csak akkor lehetnek egy

(esetleg szakassza, vagy pontta elfajuld) haromszog oldalvektorai, ha vagy
a+b+c—= 0, vagy ha valamelyikiik elgallithato a masik ketts Gsszegeként!
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4. Vektoralgebra — Vektorok dsszeadésa, kivonasa és szdmmal szorzisa

8. Legyen a és b két, nem kollinearis vektor. Bizonyitsuk be, hogy van olyan

haromszog, melynek oldalvektorai: a, % (a—Db), %a — %b.

9. Legyen a és b két nem kollinearis vektor. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan
haromszog, amelynek oldalvektorai a 2a, 3(a-+b), i(a— b) vektorok!

10. Legyen a (# 0) tetszdleges vektor. Irjuk fel azokat az egységvektorokat,
amelyek a-val egyezd allastak!

11. Az a (# 0) és b (# 0) vektorok merdlegesek egymasra. Irjuk fel azt az
egységvektort, amely komplanaris az adott vektorokkal, és felezi azok szogét!

12. TIgazoljuk, hogy ha a és b egyallasi vektorok, akkor a kovetkez§ egyenlGségek
koziil legalabb az egyik igaz: |alb + |bjla=0; |aj]b — |bla=0.

13. Az alabbi feladatokban az a és b vektoroknak milyen feltételt kell kielégiteni,
hogy teljesiiljon a leirt kikotés?
a) la+b|>]a—b|, b)la+tb|/<|la—b|, c¢)|a+b|l=|a—Db|,

a b

@) Ja bl = fal = bl ¢) Ja—b| =[a] b, 1) =P (a4 0.b£0)
g) Az a + b vektor felezze az a és b vektorok szogét.

14> Az Ay Ay A3 Ay Aj szabalyos 6tsz0g koré irt kor kdzéppontja legyen az O pont.
Igazoljuk, hogy 071 + 072 + 073 + m4 + m5 =0.

15. Az A1AsA3Ay4... A1 A, szabalyos n-szog koré irt kor kdzéppontja legyen
az O pont. Igazoljuk, hogy O_Al + 072 + 4 (ﬂn_l + (ﬂn =0.

16> Egy haromszog oldalainak felez6pontjai adva vannak. A felezGpontoknak a
haromszog sikjaban felvett valamely O pontra vonatkozo helyvektorai segitségével
fejezziik ki a haromszog egyik cstiicsdnak helyvektorét, és ezt az Osszefliggést
felhasznalva szerkessziik meg a haromszoget!

177 Az el6z6 feladatban leirt modon dolgozzunk ki eljarast sikszog szerkesztésére,
ha ismerjiik oldalainak felezGpontjait!

18. Egy paratlan oldalszami stksokszégben ismerjiik az oldalak felezGpontjait. A
16. feladatban leirt médon adjunk meg eljarast a sokszog megszerkesztésére!

19. Legyen az ABC haromszog két oldalvektora AB =cés AC = b. Fejezziik
ki b-vel és c-vel a haromszog sulyvonalvektorait!

A tovabbiakban kittizott bizonyitasokat vektoralgebrai modszerekkel végezziik el.
20. Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszog stlyvonalaival, mint oldalakkal,
szerkeszthet6 haromszog!

21. Igazoljuk, hogy a haromszog stulyvonalaival szerkesztett haromszog silyvonalai
az eredeti haromszoghoz hasonlé haromszoget hataroznak meg!

22. Legyen AjAsAsAy egy siknégyszog. Jelolje Fy az A1 Ay, Fy az AsAs, F3 az
A3Ay és Fy az A4A; oldal felez6pontjat. Bizonyitsuk be, hogy az Fy Fy F3Fy
négyszog paralelogrammal

23. Legyen A, B, C és D a tér négy pontja. Jelolje K az AD szakasz, L pedig a
BC szakasz felez6pontjat. Bizonyitsuk be, hogy KL= %(1@ + m) :
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4. Vektoralgebra — Vektorok linearis kombinécidja, linearis fiiggetlensége; vektor koordinatai

24° A P pont az AB szakaszt ‘ﬁ‘ : .ﬁ) = m : n ardnyban osztja. Legyen O

a tér tetszoleges pontja. Fejezziik ki az OP vektort az OA = a és OB = b
vektorok segitségével!

257 TIgazoljuk, hogy a haromszog silyvonalai egy pontban, harmadolva metszik
egymast!

26. Legyen O a tér tetszdleges pontja. Irjuk fel az ABC haromszog S silypontjaba
mutaté OS vektort az O , O-B;, és OC' vektorokkal kifejezve!

27. Az ABC haromszog AB = ¢ ¢s AC = b oldalvektoraival fejezziik ki az S
sulypontba mutato AS , BS s CS vektorokat, és szamitsuk ki ezek Osszegét!

287 Igazoljuk, hogy az S pont akkor és csak akkor sulypontja az ABC haromszognek,
ha AS + BS+CS = 0.

29> Legyen ABC és A1B1C4 egy sik két haromszoge. Stlypontjaikat jeldlje ren-
dre S, illetve S1. Bizonyitsuk be, hogy ﬂl + ﬁ1 + @1 = 355;.

30> Adjunk sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy két (nem sziikségképpen
ugyanabban a sikban fekvd) haromszog stalypontja kézos legyen!

31> Igazoljuk, hogy a tetraéder sulyvonalai egy ponton mennek at, és negyedelve
metszik egymast!

32> Igazoljuk, hogy ha ABCD és A1B1C1D; két, tetszGleges térbeli helyzeti
paralelogramma, akkor az AA;, BB1, CCy és DD szakaszok felezGpontjai
szintén egy paralelogramma cstcsai!

33> Adva van az ABCD paralelogramma. A tér tetszdleges O pontjanak a
tiikorképe az A pontra legyen O1, ennek tiikorképe a D-re pedig Oy. Tiikrozziik
az O pontot a B csucsra is, majd ezt a tiikkérképet a C-re. Az igy kapott
tiikorképek legyenek rendre O3 és O4. Bizonyitsuk be, hogy Os és Oy egy-
beesik!

347 Legyen A, B, C és D a tér négy pontja, és O egy tetszbleges pont. Tiikrozziik
az O pontot az A ponton, majd ezt az O; tiikorképet a D-n. A masodszori
tiikorkép legyen Os. Tiikrozziik az O pontot a B ponton is, majd ezt a
tiikorképet a C-n. Az igy kapott tiikdrképek legyenek rendre Os és Oy.
Bizonyitsuk be, hogy az A, B, C és D pontok akkor és csak akkor csicsai
egy paralelogrammaénak, ha Oy és O4 egybeeesik!

Vektorok linearis kombinacidja, linearis fiiggetlensége; vektor
koordinatai

D 4.3 Valamely b vektorrél akkor mondjuk, hogy el6illithaté az a1, ag,. .., a, vektorok

linearis kombinacidjaként, ha taldlhatok olyan ki, ko, ..., k; valos szdmok, hogy b =
kiai+

+koag + -+ + kray.

D 4.4 Az {aj,ay,...,a,} vektorrendszert linearisan fiiggetlennek nevezziik, ha a
kiai+ +koag + --- + kra, = 0 egyenldség csak a ky = ko = ... = k, = 0 értékekkel
teljesiil.
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4. Vektoralgebra — Vektorok linearis kombinécidja, linearis fiiggetlensége; vektor koordinatai

T 4.5 Két vektor akkor és csak akkor egyez6 4llasi, ha legalabb egyikiik a mésik
szamszorosa, mégpedig, ha a és b egyezd dllasiak és b # 0, akkor van olyan k € R,
hogy a = kb.

T 4.6 Ha két vektor nem kollinearis, akkor a veliik komplanaris barmely vektor el6allithato
a két vektor linedris kombinacidjaként, és ez az el6allitas egyértelmd.

T 4.7 Harom vektor akkor és csak akkor komplanaris, ha van kézottiik olyan, amelyik
a masik kettének linearis kombinécibja.

T 4.8 Hairom, nem komplanaris vektor linearis kombindcidjaként a tér barmely vektora
el6allithato, és ez az elballitas egyértelmd.

T 4.9 Ha az {aj, ay, ...,a,} vektorrendszer linearisan fiiggetlen, akkor barmely
pi1aj +p2az +...+pray =qia +qea + -+ gray
egyenlGség csak ugy teljesiilhet, hogy p1 — q1, P2 — q2, ..., Pr — qr .

T 4.10 Legalabb két vektorbdl 4116 rendszer akkor és csak akkor linedrisan fiiggetlen, ha
a rendszer egyetlen eleme sem &llithaté eld a tobbiek linedris kombinaciéjaként.

D 4.11 Vegyiik fel, k6zos kezdSponttal, a paronként egymésra merdleges, egységnyi hossziisdgi
i, j, k kotott vektorokat tigy, hogy ebben a sorrendben jobbrendszert alkossanak. A
T 4.8 tétel értelmében a tér barmely v vektorahoz megadhaté egyetlen olyan a, b, ¢ valds
szamharmas, hogy v = ai + bj + ck. Az a, b, ¢ szdmokat a v vektor ({i, j, k} alapvektor-
rendszerre vonatkoz6) koordinatainak nevezziik. Azt, hogy a, b, ¢ a v koordinatai, igy

jelljiik:
a
b] |
C

T 4.12 Ha a = |ay, a9, ag|, b = |by, by, b3| és k adott szdm, akkor

a+b=|a; +b1,ay+ by, a3 +b3| és ka=|kay, kag, kas].
Az a és b vektor akkor és csak akkor egyenls, ha a1 = by, ag = by, ag = bs.
Megjegyzés: A vektor koordinatai fiiggnek az alapvektorok megvalasztdsatol. Az el6bbi
(és a kés6bb felirand6) minden koordinatés egyenlfség természetesen tigy értendd, hogy az
egyenldségben szerepld vektorok koordinatai ugyanarra az alapvektor-rendszerre vonatkoz-
nak.

v =la, b, ] vagy v =

Feladatok

35> Tegylik fel, hogy az {a, b, ¢} vektorrendszer linearisan fiiggetlen. Legyen
v=piatpbtpe & w=qgatgebtgc
az a, b, ¢ vektorok két olyan linearis kombinacioja, ahol g1 # 0, g2 # 0,
g3 # 0. Bizonyitsuk be, hogy v és w akkor és csak akkor kollinearis (egyezd
R b1 b2 p3
allasa), ha — = = = =—.
q1 q2 q3
36. Az alabbi feladatokban megadott v és w vektorok az « és 3 paraméterek mely

értékeinél kollinearisak, ha az {a, b, ¢} vektorrendszer linearisan fliggetlen?
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4. Vektoralgebra — Vektorok linearis kombinécidja, linearis fiiggetlensége; vektor koordinatai

37>

38.

39.

40°

a) v=2a-+3b, w—4a+ ab,

b) v—=a-+4b, w=2a+ 8b -+ ac,
c) v=2a+ab-+c, w—4a + 2ab + 2¢,
d) v=—2a+b+ac, w=aat+b-c,

e) v=a-+ab+ fc, w=3a+ b+ c,
f) v=ba+ ab+ 3¢, w=a+ (b +c,

g) v=aa+ b+ 2c, w=/0(a+ab+{c,
h) v=aa+2ab+c, w=(a + 4ab + 2c,
i) v=a+t+ab+c, w=_[a+ 2b + fc,
j) v=3a—-3ab+pc, w=a—ab-c.
Legyen az {a, b, c} vektorrendszer linearisan fliggetlen. Dontsiik el, hogy az

{r, s, t} vektorrendszer linearisan fiiggetlen-e. Allitasainkat igazoljuk!
r=3a+2b+c,s=ba—3b—-2c,t=0,
=at+b+tc,s=-2a—-2b—2c, t=2a—5b+c,
—a+b+c,s=b+c, t=a-+c,
—c,s—a—b—-c,t—a—b+{c,

=3a—b—-c,s=2a+b+2c, t=a—2b-3c,
—a,s=a+b,t=a+b+c,
—a+b+c,s=—-at+c,t=a—-b+c,
r=2at+b+c,s=3a+2b+c,t=a+b.

Az abran egy ABCDA;B1C1D; par-

alelepipedont adtunk meg. A F pont

az BCC1B; lap kozéppontjat, a H a

B D testatlo D1-hez kozelebbi negyedeld

pontjat és a K pont a C D, él felez6pontjat

jeloli. A koordinataival a-

dott AB —a — [4,2,-3], AD = b =

[5,6,—2] 6s AA; = ¢ = [1,4, —3] vek-

torok linearis kombinacidjaként adjuk

meg, és ezt felhasznélva koordinataikkal

is frjuk fel, a kdvetkezs vektorokat: AC ,

AD,, AF, AH, AR, FH, UK.

Az ABOD tetraéder A csticsabol kiindulé harom élvektor AB =b = [4,3, 2],
AC =c=[2,-1,5], AD = d = [6,4,9]. Allitsuk el a B csticsbél kiindulé
harom élvektor linearis kombinaciojaként az ¢ ACD lap Sp stlypontjaba, il-
letve a tetraéder S stlypontjidba mutatdé BSp, illetve BS vektort. Irjuk fel
ezeket a vektorokat koordinatas alakban is!

R T R

ErlaelsZé

e —

Legyen O a tér adott pontja. Vegyiik fel az A, B és C pontokat gy, hogy azok
egy egyenesre illeszkedjenek, és az A ne essék egybe a B ponttal. A kovetkezd
feladatokban, a koordinataikkal adott a = OA és b = OB vektorok linearis
kombinéciojaként allitsuk el6 a ¢ = OC vektort a megadott feltétel mellett.
Szamitsuk ki a ¢ vektor koordinatait is!

a)a—[3,4,2], b=[1,5,7] és |AB| : |BC| =3 : 2,

b) a=[4,3,—-2], b=1[2,2,4] és |AB| : |[BC|=2: 1,
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4. Vektoralgebra — Vektorok linearis kombinécidja, linearis fiiggetlensége; vektor koordinatai

41.

42,

43.

442

45.

46.

47>

48>

49>

50

¢)a=1[-3,2,5], b=1[0,4,1] és |AB| : |BC| =3 : 1,

d) a = [a1,a9,a3], b = [b1,ba,bs] és |1ﬁ| : |B?| =m:n.

Az ABC haromszogben az AB, a BC és a C' A oldal felez6pontjat jeloljiik ren-
dre D-vel, F-vel és F-fel. Legyen O a tér tetsz6leges pontja és S a hiromszog
silypontja. Adva vannak a d = OD = [4,3,-2], e = OF — [2,1,—3] és
f — OF — [3,2, —7] vektorok. Allitsuk el6 a d, e és f vektorok linearis
kombinéaciojaként az a = 07, b = O—B>, c = OC és s = OS vektorokat!
Szamitsuk ki a koordinatékat is !

Az ABCD tetraéderben az ABC', az ABD és az AC D lap sulypontjat jeloljiik
rendre Si-gyel, Se-vel és Ss-mal. Az s; = Bl = 13,1,4], s2 = ﬂg =
[2,2,—2| és s3 = ASs = [1,3,4] vektorok linearis kombinaciojaként allitsuk
el6 a tetraéder S silypontjaba mutatd @, a BCD lap S; sulypontjaba
mutatod 1@4 vektort, valamint az AB , AC , E, BC , BD és CD élvektorokat!
Szamitsuk ki a koordinataikat is!

Az alabbi feladatokban szerepld a, b, ¢ és v vektorokat (az {i,j.k} alapvektor-
rendszerre vonatkoztatott) koordinataikkal adtuk meg. Fejezziik ki a v vek-
tort az a, b és ¢ vektorok linearis kombinaciojaként, ha lehetséges!

a) a=|[1,1,0], b=[1,-1,0], c=[1,1,-1], v=3,5,7],

b) a=[1,0,0], b=10,1,0/, c¢=|1,1,0], v =]2,1,3],

¢c) a=|[1,0,0], b=[1,1,1], ¢=10,0,1], v=13,1,-2].

Legyenek a, b és ¢ kozos kezddpontit komplanaris vektorok, de a és b ne
legyen kollinearis. Bizonyitsuk be, hogy az a, b és ¢ vektorok végpontjai
akkor és csak akkor vannak egy egyenesen, ha a ¢ vektornak ¢ = ca + b
alaku elallitasaban az a és ( konstansokra « + = 1 teljesiil.

Tegyiik fel, hogy az a, b, ¢ és d vektorok kezd&pontjai egybeesnek, tovabba
a, b és ¢ nem komplanarisak. Bizonyitsuk be, hogy az a, b, ¢ és d vektorok
végpontjai akkor és csak akkor vannak egy sikon, ha a d vektornak d =
aa + (b + ye alaka elgallitasaban az «, (§ és v konstansokra o + 3+ v =1
teljesiil.

Legyen a és b két, kozos kezdGpontii, nem kollinearis vektor. Milyen esetben
felezi az a és b vektorral kozos kezdGponta a + b vektor az a és b vektorok
sz0gét?

Vektorok segitségével igazoljuk, hogy a haromszdg barmelyik belsé szogének
felez6 egyenese a szoggel szemben fekvd oldalt a masik két oldal ardnyaban
osztja.

Az ABC haromszog AC oldalat a B cstcsnal 16v6 bels6 szog felezé egyenese
a D pontban metszi. Allitsuk els a BD szogfelezé vektort a BC = a és
BA = c vektorok linearis kombinaciojaként!

Az ABC' derékszogi haromszog AB atfogdjat a C csticsbol kiinduld mag-
assagvonal a D pontban metszi. A C'D magassagvektort allitsuk elg a C
¢s CA befogovektorok linearis kombinacidjaként!

Az ABCD paralelogramma BC oldalanak felez6pontja az E, a C'D oldalé az
F pont. Az AE és BF szakaszok metszéspontjat jeloljiik M-mel. Allitsuk el
az AM vektort az AB = a és AD = b vektorok linearis kombinéciojaként!
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4. Vektoralgebra — Vektorok skalaris szorzata

Vektorok skalaris szorzata

D 4.13 Az a és b vektorok skalaris szorzatat ab-vel jeloljiik, és azon a kévetkezd szamot
értjiik: ab : = |a|-|b|cos(ab)/ . Egy a vektor énmagaval képezett skaldris szorzatét az a
vektor négyzetének is nevezziik, és ennek megfeleléen a2-tel is jeléljiik.

T 4.14 Ha a = |a1,a3,a3| és b = [by, ba, b3|, akkor ab = a1by + agby + azbs .

T 4.15 Tetsz6leges a vektorra |a] = Va?. Haa = [a1, ag, a3), akkor |a| = \/a% + a% + a% )

T 4.16 Két vektor skalaris szorzata pontosan akkor zérus, ha a két vektor merdleges
egymasra.

T 4.17 Ha e egységvektor, akkor az ea skaldris szorzat abszolit értéke egyenl6 az a
vektor e irdnydba esé merdleges vetiiletének hosszaval. Ha az ea szorzat nem zérus, akkor
eldjele aszerint pozitiv, illetve negativ, hogy az el6bbi vetiileti vektor irdnya megegyezd,
vagy ellentétes az e irdnyaval.

Feladatok

517 Az a és b vektorok szdge g, abszolit értékiik: |a| = 3 és |[b| = 4. Szamitsuk
ki az alabbi feladatokban megadott skalaris szorzatok értékeét!

a) ab. b) a?. c) b?. d) (a+b)2.
e) (a—b)2. f) (3a—2b)(at+2b). g) (3a+2Db)2.

52. Az a, b és c vektorok abszolut értéke rendre 3, 5 és 8. Az a és b meréleges
egymaésra, a ¢ vektor pedig mindkettGvel 120°-0s szdget zar be. Szamitsuk
ki az alabbi feladatokban megadott skalaris szorzatokat:

a) (3a—2b)(b + 3c). b) (a+ b +c)?. ¢) (a+2b - 3c)?.

537 Tegyiik fel, hogy az eq, e, e3 olyan egységvektorok, amelyekre e;+es+e3 — 0
teljesiil. Szamitsuk ki az ejes + ejes + eses Osszeg értékét!

54. Az a, b és c vektorok abszolut értékei: |a] = 3, |b| = 1, |c| = 4, tovabba
a+b+c=0. Szamitsuk ki az ab 4 ac + bc Gsszeg értékét!

55. Az a, b, és ¢ vektorok paronkénti szoge 60°, abszolut értékeik: |a| = 4,
|b| = 2 és |c| = 6. Szamitsuk ki az a + b + ¢ vektor abszolut értékét!

56. Bizonyitsuk be a kovetkezs azonossagot: (a + b)? + (a —b)2 — 2(a” + b?).
Mi ennek az azonossagnak a geometriai jelentése?

57. Bizonyitsuk be, hogy tetszileges a és b vektorokra —|a| - |b| < ab < |a|- |b].
Milyen esetekben teljesiil az egyenlGség?

58. Az a+ ab és a— ab (b # 0) vektorok az a paraméter mely értékeinél
merGlegesek egymasra?

59" Mutassuk ki, hogy az r = b — a(ab)/a® (a # 0) vektor merdleges az a
vektorra!
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4. Vektoralgebra — Vektorok skalaris szorzata

60.
61>

62>

63.

64>

65.

66>

67°

68.

69.

70.

71.

72.

73°

74.

Mutassuk ki, hogy az r = b(ac) — c(ab) vektor merdleges az a vektorra!

Milyen feltételt kell az a és b vektoroknak kielégiteni ahhoz, hogy az a + b
és a — b vektorok merglegesek legyenek egymésra?

Az a és b vektorok szoge 30°. Abszolut értékiik: |a] = /3 és |[b| = 1.
Szamitsuk ki az a -+ b és a — b vektorok szogét!

Legyen a és b két, a zérusvektortol kiilonbo6z6 vektor. Hatarozzuk meg a két
vektor szogének koszinuszat, ha
a) [a+b|=lal; D)la+b[=[a—-b].

Ha az a + 3b vektor meréleges a 7a — 5b vektorra, az a — 4b vektor pedig
merGleges a 7a — 2b vektorra, akkor mekkora az a és b vektorok szogének
koszinusza?

Legyen |a] = 2, |b| = 5 és a két vektor szoge 120°. A t paraméter mely
értékeinél merdlegesek egymasra a ta + 17b és a 3a — b vektorok?

Mi jellemzi azokat az a, b (a # 0, b £ 0) vektorparokat, amelyekre teljesiil
az, hogy az a-nak a b irdnyiba esé merdleges vetiilete ugyanolyan hosszi,
mint a b-nek az a irdnyaba esé merdleges vetiilete?

Legyen O a tér adott pontja, e — OF egységvektor és k egy pozitiv konstans.
Hol helyezkednek el azok a X pontok, amelyekkel e - OX = k 7

Szamitsuk ki a megadott vektorok hajlasszogének koszinuszat!

a) [3,1,3], [1,-2,2]. b)[2,3,—1], [-1,1,6]. <) [4,2,-3],[3,6,8].

Milyen z szam esetén meréleges a b = [6,—2, 2] vektor az a = [2,—3, 1]
vektorra?

A kovetkezo feladatokban megadott a és b vektorok valamelyik koordinatéja

egy t paraméterrel egyenlG. A két vektor szdge a t mely értékénél lesz az
adott «a szog?

a) a=1[1,t,1], b=[-1,2,1], a = 60°,
b) a=|[1,t1], b=[+1/2,1,+1], a=45°,
¢) a=|t,1,2], b=[0,-1,1],  a=090°.

Szamitsuk ki annak az x vektornak a koordinatait, amely kollinearis az
a = (2,1, —1] vektorral és kielégiti az ax = 3 egyenletet!

Legyena = [1,0,—1] ésb = [1, 1, —1] . Hatarozzuk meg azokat az e egységvektorokat,

amelyekre
1 1

cos(a,e), = —= ¢és cos(b,e), = —.
V2 V3

Allitsuk el6 az a vektort két olyan vektor 6sszegeként, amelyek koziil az egyik
parhuzamos a b vektorral, a masik pedig meréleges b-re! Szamitsuk ki e két
vektort, ha pl. a = [3,2,2]| és b = [4, —2,2|!

Adva vannak aza = [1,0,1],b = [1,2,2] és ¢ = [-1, 2, 1] vektorok. Merslegesen
vetitsiik a ¢ vektort mind az a, mind a b vektor egyenesére. Hatarozzuk meg

a két vetiiletvektor Gsszegét!
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75.

76.

77.

78.

79>

80~

81.

82.

83.

84°

85.

86>

87>

88.

89

Az aldbbiakban megadott vektorparok koziil melyik lehet rombusznak és
melyik lehet téglalapnak két szomszédos oldalvektora?

a) a=|[3,5,—4], b=[2,-10,—-11],

b) a=[1,—-10,-7|, b=][2,5,—11],

c) a=|3,1,-2], b=[2,1,1].

Szamitsuk ki annak a 6 egységnyi hosszi x vektornak a koordinatait, amely
kollinearis a |2, —1, 2| vektorral és tompaszoget zar be a [0, 0, 1] vektorral!

Szamitsuk ki annak az x vektornak a koordinatiit, amely eleget tesz a
kovetkezs feltételeknek:

1.) x mer6leges az a = [1,1, —1] és i = [1, 0, 0] vektorokra;

2.) x abszoluit értéke 2;

3.) x hegyesszoget zar be a j = [0,1, 1| vektorral.

Szamitsuk ki az x vektor koordinatait, ha x merdleges a 2,3, —1] és [1, —2, 3]
vektorokra és kielégiti az x(2i — j + k) = —6 egyenletet!

Adva vannak az a = [7,—1,0], b = [3,—4,5] és ¢ = [4,3,5] vektorok.
Szamitsuk ki azon x egységvektorok koordinatait, melyek az a, b és ¢ vek-

torokkal egyenld szdget zarnak be! Hatarozzuk meg e szogek koszinuszait
is!

A v = [v1,v2] vektor merdleges vetiiletének hossza az a = [3,4]| vektor
egyenesén 1, a b = [1,1] vektorén /2. Szamitsuk ki v koordinatait!

A v vektor meréleges vetiiletének hossza az [1,—1,1], [2,0,1], [1,1,2] vek-
torok egyenesein rendre v/3, v/5, v6. Hatarozzuk meg a v vektort!

Az e egységvektor merdleges vetiiletének hossza mind az [1,1,0], mind a

[0, 1, 1] vektor egyenesén % . Hatarozzuk meg az e vektort!

Az m vektor abszolit értéke /10 és m merdleges mind az a = [—1,3,1],
mind a k — [0,0, 1] vektorra. Hatarozzuk meg az m vektort!

Igazoljuk, hogy barmely ABC D tetraéderre AB-CD+AC-DB+AD-BC = 0.

Az el6z6 feladat allitasara tamaszkodva igazoljuk, hogy ha egy tetraéder két
kitérG élparjanak két-két egyenese merdleges egymasra, akkor a harmadik
kitérs élpar egyenesei is merdlegesek egymasra.

Vektoralgebrai modszerekkel bizonyitsuk be Thales tételét!

Igazoljuk, hogy a paralelepipedon testatldoinak négyzetisszege egyenls az
éleinek négyzetosszegével!

Bizonyitsuk be, hogy ha a v vektor merdleges a nem komplanéris a, b és ¢
vektorok mindegyikére, akkor v = 0.

Bizonyitsuk be, hogy a tetraéder magassagvonalai akkor és csak akkor tartal-
maznak egy kozos pontot (magassagpontot), ha a tetraéder szemkozti élvek-
torai merdlegesek egymasra.
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Vektorok vektori szorzasa

D 4.18 A hiromdimenziés a és b vektorok vektori szorzatat igy jeloljiik: a x b, és
ezen azt a vektort értjiik, amelynek

1.) abszolit értéke: |a x b| := |a[|b|sin(a,b) /,

2.) allasa a-ra és b-re merdleges,

3.) irdnya pedig olyan, hogy a, b és a x b, ebben a sorrendben, jobbrendszert alkot.

T 4.19 Két vektor vektori szorzatanak abszoliit értéke a két vektor adltal meghatarozott
paralelogramma teriiletének mérdszamaval egyenld. Skaldris szorzatokkal kifejezve:

la x b| = \/a2b2 — (ab)?.

T 4.20 Két vektor vektori szorzata akkor és csak akkor zérusvektor, ha a két vektor
egyez0 allast.

T 4.21 Az a = [aj,a9,a3] és b = [by, ba, b3] vektorok vektori szorzata determiniansokkal

as a al a al a ik

.la2 a3z| .|lap a3 1 a2

axb=i by bs by bs by by | a1 a2 as
by by b3

alakban irhaté fel.
T 4.22 Kifejtési tétel: Tetszdleges a, b, ¢ vektorokra a x (b x ¢) = (ac)b — (ab)c.

T 4.23 'Tetszbleges a, b, ¢ vektorokra és k valés szamra
(1) bxa =—(axb),
(2) ax(b+c) =(axb)+(axc),
(3) (b+c)xa =(bxa)+(cxa),
(4) k(axb) =kaxb=axkb.

Feladatok

90 Keészitsiik el az 0, i, j és k vektorok vektori szorzatainak mitivelettablajat!

91. Végezziik el az alabbi feladatokban kijel6lt vektori szorzasokat, majd hozzuk
egyszeriibb alakra az igy kapott kifejezéseket!
a) (a+b)x (a—b), b) (a+b) x (a—2b),
c) (3a—Db) x (b -+ 3a), d)(atb—-c)x(at+b+c),
e) (a+2b) x (2a+b) + (a—2b) x (2a—Db),
f) (a—2b+c¢) x (3a+ 10b — 7c) .

92. Szamitsuk ki a kovetkez§ kifejezések értékét:
a) (1xJ)7, b) (20 x3)%, o) [(3i—§) x (A x 2"

93. Ha az a ¢és b vektorok altal meghatarozott paralelogramma teriilete 7', akkor
mekkora a 2a+3b és a 4a—2b vektorok altal meghatirozott paralelogramma
T’ teriilete?
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94" Az a x ¢ = b x ¢ egyenlSséghdl kovetkezik-e, hogy a — b ?

95> Bizonyitsuk be, hogy haa+b+c¢c=0,akkoraxb=bxc=cxa.

96" Bizonyitsuk be, hogy ha a és b nem kollinearis vektorok, és v olyan vektor,
amellyel v x a = 0 és v X b = 0 teljesiil, akkor v = 0.

97> Igazoljuk, hogy ha a, b és ¢ nem kollinearis vektorok ésaxb =bxc=cxa,
akkora+b+c=0.

98" Bizonyitsuk be, hogy haaxb=cxdésaxc=bxd,akkora—désb—c
egyallasa vektorok.

99" Tegyiik fel, hogy az a, b és ¢ vektorok kezdgpontja kozos. Bizonyitsuk be,

hogy ha (axb)+ (b xc)+ (c xa) =0, akkor az a, b, ¢ vektorok végpontjai
egy egyenesre illeszkednek.

100’ Bizonyitsuk be, hogy ha az a x b és ¢ x d vektorok kollineérisak, de egyikiik
sem zérusvektor, akkor az a, b, ¢, d vektorok komplanarisak.

101. Ha az a vektor merdleges a b vektorra, akkor mivel egyenld az
ax {a x |ax (axb)|} szorzat?

102. Igazoljuk a kévetkezd azonossigokat:

a) ax(bxc)+bx(cxa)tex(axb)=0.
b) ax|b x (cxd)]=(bd)(axc)—(bc)(axd).

103. Igazoljuk, hogy ha az a vektor meréleges a b—c vektorra, de a nem meréleges
b-re, akkor az a x (b x ¢) és b — ¢ vektorok egyallastu vektorok!

104’ Lehet-e az a = [6,2, —3] és a b = [—3, 6, —2] vektor egy kocka egyik cstucsabol
kiindulo két élvektor? Ha lehet, akkor hatarozzuk meg az ugyanebbdl a
cstcsbol kiinduloé harmadik élvektort!

105. Az ABC haromszogben |1@| =8, ]B?| =4, |Cﬁ| = 6. Szamitsuk ki az
AB x AC vektor abszoltt értékét!

106. Az ABC héromszdgben legyen AL — [2,—3,1] és AC = [1,4,6]. Szamitsuk
ki az A csticshoz tartozd m, magassag hosszisagat!

1072 Legyen e egységvektor, a egy tetszéleges vektor. Mi az |e x a| szam és
az (e x a) x e vektor geometriai jelentése? FEnnek ismeretében adjunk 1j
megoldast a 73. feladatra!

1087 Adva van harom, kozos kezdGponta a = [1,1,0], b = [0,1,1] és ¢ = [1,2,2]
vektor. Bontsuk fel a ¢ vektort két olyan vektor Osszegére, melyek koziil az
egyik az a és b sikjadban van, a masik e sikra meréleges!

109. Egy paralelogramma két, k6zos kezdGpontbol kiindul6 élvektora a = [3, —1, 1|
és b = [t,2,1]. Szamitsuk ki a t paraméter értékét, ha a paralelogramma
teriilete 3v/6 egység.

110. Adva van az ABC D négyszdg harom oldalvektora: AB — 12, —3], BC = 6, 2]
¢s OD = [1,3]. Szamitsuk ki az ABC D négyszog teriiletét!

1112 Adva van harom vektor: a = [2,—1], b = [1,1] és v = |7, 1]. Szamitsuk ki
annak a paralelogrammanak a teriiletét, amelynek egyik atloja a v vektor és
oldalai a-val, illetve b-vel parhuzamosak!

4-11



4. Vektoralgebra — Vektorok vegyes szorzata

112. Legyen OA = [0,1,1], OB = [—1,1,2] és OC = [1,0,1]. Hatarozzuk meg az
ABCO tetraédernek az O csticshoz tartoz6 magassagat!

113. Adott a (# 0) vektor esetén melyek azok a b (# 0) vektorok, amelyekre
la x b| = ab teljesiil?

Vektorok vegyes szorzata

D 4.24 Aza, b és c vektorok abce-vel jelolt vegyes szorzatin az (a x b)c szamot értjiik.

T 4.25 Az abc vegyes szorzat abszolit értéke annak a paralelogramma alapt hasdbnak
a térfogatat adja, amelynek egy csiicsabél kiindulé harom élvektora éppen az a, b és ¢
vektor.

Az abc eljele aszerint pozitiv ill. negativ, hogy a hdrom vektor jobb- ill. balsodrasi
vektorhar-

mas-e? Az abce értéke pontosan akkor 0, ha a harom vektor komplanaris.

T 4.26 'Tetszdleges a, b, ¢ vektorok vegyes szorzatira teljesiilnek a kévetkezd Gsszefiiggések:

(1) abc—bca — cab — —bac — —acb — —cba,
(2) abc—a(b xc).

T 4.27 Az a = |ay,a,a3], b = |b1,b9,b3| és ¢ = |c1, 2, c3]| vektorok vegyes szorzata a
kovetkezd harmadrendii determindnssal egyenls:

al as ag
abc = |07 by b3
1 €2 (3

Feladatok

114. Fejezziik ki a kovetkezs vegyes szorzatokat az abc vegyes szorzattal:
a) ab(c + \a + pc), ahol X\ és p adott valos szamok,
b) a+bb+cc+a

2 2 2

115. Komplanérisak-e a 2a+3b, 3b—4c, 2a+ 5c vektorok, ha az a, b, ¢ vektorok
nem komplanarisak?

116. Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, ¢ vektorok kielégitik az (a x b) + (b x ¢) +
(c x a) = 0 feltételt, akkor komplanarisak.

117. Bizonyitsuk be, hogy barmely a, b, ¢ vektorharmas esetén |abc| < |a||b||c|.
Milyen esetben teljesiil az egyenlGség?

118. Az a, b, ¢ vektorok altal meghatarozott paralelepipedon térfogata V. Mennyi
azr = 2a+3b+4c,s =a—b-+cést = 2a+4b —c vektorok altal kifeszitett
paralelepipedon V' térfogata?

1197Az a=[2,-1,2], b = [3,1,5] és ¢ = |«, 2, —1] vektorok altal meghatarozott
paralelepipedon térfogata o milyen értéke mellett lesz 10 egység?
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120. A kovetkezs feladatokban megadott {a, b, c} vektorrendszer az o paraméter
mely értékeinél linearisan fiiggetlen, és mely értékeinél line4risan fiiggd?

a) a:[0,2,3], bz[a,—l,?], C:[1,2,1],
b) a=|2,«a,4], b=[0,0,0], <¢=[3,-1,2],
¢c) a=|a,1,2|, b=]3,-1,0, c¢=|2,1,0],
d) a=la,2,1], b=[0,,2], c¢=]1,-1,3],
e) a=|a,5,1], b=]3,0,3], c=|[1,0,1],
f) a:[3,a,0], b:[0737a]7 C:[l,O,—l].

121. Az a, b, ¢ vektorharmas oly jobbrendszert alkot, amelynek elemei paronként
merélegesek egymaéasra. Szamitsuk ki az abc vegyes szorzat értékét, ha
la| =4, |b| =2 és |c| = 3.

122. Mekkora az ABCD tetraéder térfogata, ha AB = [2,—1,4], BC = 6,1, —4]
¢s CD = [1,1,2]?

123. A 8 egység térfogata ABCD tetraéder két élvektora: AB = [3,2,1] és AC =
[1,0,1]. Hatérozzuk meg az AD élvektort ugy, hogy az egyallasu legyen a
d = [-1,2,1] vektorral!

124. Legyenek a 4 egység térfogati paralelepipedon, ABC'DA; B1C1 D, élvektorai
AB — [3,1,0] és AD — [2,0,1] (1. a 38. feladat melletti abrat). Hatarozzuk
meg az ﬂl élvektort azzal a feltétellel, hogy az meréleges legyen az r =
[2,—4,1] és s = [1,1, 2] vektorokra! Szamitsuk ki a paralelepipedonnak az
ABCD laphoz tartoz6 magassigat!

125" Legyen a, b, ¢ harom adott vektor és u, v, w harom tetszGleges linearis
kombinéciojuk, azaz

u = uja + ugb + usc,
v = via + v2b + v3c,
w = wia + wsb + wsc
alljon fenn valamely w;, v;, w; (i = 1,2,3) szamokra. Bizonyitsuk be, hogy
Uy U2 U3
uvw —abc-|v1 vy U3
wp w2 w3

1267 Legyen {a,b,c} és {u,v,w} a tér két linearisan fiiggetlen vektorrendszere.

Ismeretes, hogy ekkor u, v, w és a, b, c kifejezhetk

u = uja+ usb + usc a—aju—+ av+azw,
v — via + vab + v3c illetve b = biu+ byv + byw,
w = wia + wsb + wsc c=ciu+ cov + c3w

alakban, ahol w;, v;, w;, a;, b;, ¢; (i = 1,2,3) alkalmasan valasztott valos
szamok. Bizonyitsuk be, hogy

ar a2 ag U1 u2 U3

bl b2 bg | U1 V2 v3 | — 1.

1 C C3 wp w2 w3
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