5. fejezet

Analitikus térgeometria

Kezdd és végpontjuk koordinataival adott vektorok

D 5.1 A koordindta-rendszer O kezddépontjabol a P pontba mutaté OP kétott vektort
a P pont helyvektoranak nevezziik.

T 5.2 A tér tetszéleges P pontjanak derékszogii koordinatéi az opP helyvektor ko-
ordinataival megegyeznek. Azaz, ha P(x,y,z), akkor OP = zi + yj+zk (=|z,y,2]).

T 5.3 Ha Pi(z1,y1,21) és Pa(xa,y2, 29) koordinatéikkal adott pontok, akkor
=1 . .
PPy = (22 —21)i+ (y2 —y1)i + (22 — 21)k.

Révidebben irva: Py Py = |vg —x1,y2 —y1, 29 — 21| . A Py és Py pontok d( Py, Py) tavolsaga
pedig a Py Py vektor hosszédval egyenls: d(Py, Py) = \/(:ch —21)2 + (y2 —y1)? + (20 — 21)2.

Feladatok

1. Szamitsuk ki az A(1, -2, —3) pontbol a B(2,-3,0), C(3,1,—9), illetve
D(—1,1,—12) pontba mutato ﬁ, AC ¢s AD vektorok koordinatait!

2. Szamitsuk ki az A(4, -2, —4), B(—4,12,6), C(12,—4,3), D(5,7,11) pontok-
nak az origdtol mért tavolsagat!

3. Dontsiik el, hogy az aldbbiakban megadott ABC, DEF és GH K haromszogek
kozott van-e egyenld szara: A(5,1,0), B(2,—1,3), C(-2,3,1);
D(3,—1,2), E(0,—4,2), F(—3,2,1); G(3,-3,5), H(2,-2,5), K(2,—3,6).

4>  Adjunk meg az x tengelyen olyan pontot, mely az A(—3,4,8) ponttol 12
egység tavolsagra van!

5> Adjunk meg a z tengelyen olyan pontot, mely egyenl§ tavolsdgra van az
A(1,-3,7) és B(5,7,—5) pontoktol!

6. Lehet-e A(3,—-1,6), B(—1,7,-2) és C(3,1,8) egy téglalap harom cstcsa?

7> Van-e tompaszoge annak a haromszognek, amelynek csticsai:
A(4,—1,4), B(0,7,—4), C(3,1,-2)?

8> Szamitsuk ki a kévetkezs feladatokban adott ABC haromszog teriiletét, az
AB oldalhoz tartoz6 magassigot és az A csiicsnal 1évE sz0g tangensét!
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5. Analitikus térgeometria — Kezdd és végpontjuk koordinataival adott vektorok

9>

10°

11.

12,

13~

147

15>

16>

172

18>

19>

202

a) A(5,4,1), B(1,6,2), C(3,3,2).
b) A(5,7,1), B(3,6,—4), C(2,8,—1).
c) A(6,1,5), B(4,1,4), C(3,0,3).
Az ABC haromszog csicsai: A(3,2,5), B(3,2,-5), C(=5,0,3). Szamitsuk
ki a haromszog stlyvonalainak hosszat!
Hatarozzuk meg annak a P pontnak a koordinatait, amely az A(aq, ag, az) és
B(b1, ba, b3) pontokat Osszekots szakaszt AP : PB = m : n aranyban osztja!
Szamitsuk ki az A(4, —1,2) és B(—2,2,5) pontok altal meghatarozott szakasz
harmadol6 pontjainak koordinatait!
A kovetkezs feladatokban a megadott A pontot tiikrozzikk a B ponton.
Szamitsuk ki a tiikorkép koordinatait!
a) A(3,4,—1), B(0,0,0). b) A(0,0,0), B(3,4,—1).
¢) A(-1,-2,-5), B(2,-1,3). d) A(5,—1,2), B(0,—1,2).
Adva van az 5 egység teriiletd ABC haromszog A(2,—1,3) és B(5,2,4)
cstucspontja. Szamitsuk ki a C cstcs koordinatait, ha a C' pont

a) az x tengelyen; b) a z tengelyen
fekszik.
Adott az A(3,—1,0) és a B(2,2,1) pont. Ha a C(0,y,0) pont végigfut az y
tengelyen, akkor az ABC haromszog teriilete milyen értékek kozott valtozik?
Egy paralelogramma harom csucsa: A(3,—1,2), B(1,2,—4) és C(—1,1,2).
Szamitsuk ki a negyedik cstics koordinétait!
A kovetkezd feladatokban adott négy-négy pont egy sftkban van-e?
a) A(2,-1,4), B(-1,0,3), C(3,-1,0), D(1,1,2).
b) A(1,2,3), B(3,1,6), C(0,3,4), D(1,3,8).
) A(l,—9,-12), B(2,—7,—13), C(0,—11, —11), D(3, -5, —14).
Egy tetraéder csucspontjai: A(—2,0,2), B(2,0,—1), C(1,2,-1), D(2,1,—1).
Szamitsuk ki a tetraéder térfogatat, felszinét és az ABC' laphoz tartozé ma-
gassagat!
Egy tetraéder csucsai: A(2,—4,3), B(1,—4,4), C(—3,2,0) és D(2,0,u). Hogyan
kell megvélasztani a D pont u-val jelolt koordinatajat, hogy a tetraéder
térfogata 4 egység legyen?
Az A(1,0,u), B(2,-1,3), C(2,0,v), D(1,1,—1) pontnégyes milyen u és v
értékekre lesz egysiki?
Az ABCD tetraéder harom csicspontja: A(3,1,0), B(2,1,1) és C(—1,—1,1).
Melyek azok D(x,y, z) pontok, amelyekkel a tetraéder térfogata 10 egység?
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5. Analitikus térgeometria — A sik egyenletei

A sik egyenletei

D 5.4 Az adott Py ponton dthaladé S sik normaéalvektordanak neveziink minden olyan
n
(n # 0) vektort, amely merdleges az S sikra.

T 5.5 Ha egy sik 4tmegy a Py(xq, yo, 20) ponton és merdleges a zérusvektortol kiilonb6zs

n = |A, B, C| vektorra, akkor egyenlete:
Az —z0) + By —yo) + C(z — 20) = 0.

T 5.6 Minden sik egyenlete
Az +By+Cz+ D =0

alakt, és minden ilyen egyenlet sik egyenlete, ha A, B és C koziil legalabb az egyik zérustol
kiilonbézé.

Feladatok

21. A kovetkezs feladatokban adva van egy A pont és egy n vektor. Irjuk fel an-
nak a siknak az egyenletét, amelynek egyik pontja az A pont és normalvektora
az n vektor!

a) A(2,1,4), n=[3,2,-4].  b) A(0,0,0), n = [1,2,4].
¢) A(7,2,-2), n=2,0,3]. d) A(3,2,0), n=][0,-2,1].
e) A(0,0,0), n:[l,0,0] f) A(0,0,0), n = [0,1,0].
g) A(0,0,0), n=[0,0,1]. h) A(-1,2,0), n = [0,3,0].

227 Vizsgaljuk meg, hogy a harom pont egy egyenesbe esik-e; ha nem, akkor irjuk
fel a megadott pontokon athalado sik egyenletét!
a) P(0,—1,2), Q(2,—1,1), R(4,3,-2).

b) P(1,0 0), (0,1,0), R(0,0,1).
c) P(— 3 0,4), Q(4,1,2), R(0,0,0).
d) P(4,0,-1), Q(5,0,2), R(—2,0,0).
e)

P(— 2 3.1), Q(0,5,2), R(—4.1,0).
23" Hatarozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely atmegy az A(1,5,2)
ponton és parhuzamos a 7z — y + 3z + 2 = 0 egyenlet sikkal!

24. Hatarozzuk meg az = + 2y — 32 + 6 = 0 egyenletd siknak a koordinita-
tengelyekkel alkotott metszéspontjait!

25. Igazoljuk, hogya2x+y—2—-2=0,2—-3y+2+1=0,2+y+2—-3=0
egyenleti sikoknak egyetlen k6zos pontjuk van. FEzen a kozos ponton at
fektessiink olyan sikot, amely parhuzamos az x + y -+ 2z = 0 egyenlet sikkal!
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5. Analitikus térgeometria — Egyenesekre és sikokra vonatkozé helyzetgeometriai feladatok

26. Mutassuk ki, hogyazx —y—2=0,3z —y—2+2 =0 és
dr —y — z + 4 = 0 egyenletii sikoknak nincs kézos pontjuk!

272 Normalvektorok segitségével mutassuk ki, hogy az x+y+2 = 6, 2xr—y+2 = 3
és x + 2y — z = 2 egyenletii stkoknak pontosan egy kézos pontjuk van.

28. Szamitsuk ki a kovetkezd stkok altal hatarolt tetraéder térfogatat:
r+y+z2—1=0, z—y—1=0, r—z—1=0, z—2=0.

29. Mi az egyenlete annak a siknak, amely athalad az A(—2,3,1) és B(4,2,—1)
pontokon és merdleges a 3x —y + z — 3 = 0 egyenletii sikra?

30. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely merdleges a —z+ 2y +32—2 =0
és 2x —y — z + 1 = 0 egyenletii sikokra és atmegy a P(4,1,2) ponton!

31. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely az A(1,—3,0) és B(3,7,—4)
pontokat Gsszekots szakaszt felezi és merdleges ra!

32> Adott az A(1,3,5), B(2,5,3) és C(4,7,5) pont. Irjuk fel annak a siknak az
egyenletét, amely athalad az A ponton és mer6leges az ABC haromszog A
csticsanal 1év6 a) belss szog; b) kiilsg szog felezs egyenesére!

33> Egy haromszog harom csticsa: A(1,1,1), B(5,1,4) és C(3,3,2). Irjuk fel
annak a siknak az egyenletét, amely athalad az A ponton és meréleges az A
cstcshoz tartozé magassagvonalral

Egyenesekre és sikokra vonatkozo helyzetgeometriai feladatok

D 5.7 Az adott Py ponton dthalado e egyenes iranyvektoranak neveziink minden olyan
v (v #£ 0) vektort, amely parhuzamos az e egyenessel.

T 5.8 Ha a Py pont egy egyenes egyik pontja, irdnyvektora pedig v = |a, b, c|, akkor az
egyenes paraméteres egyenletrendszere

=0 +at

=1y + bt

=29 +ct,

[T

ahol a t paraméter az Gsszes valos szimon végigfut.

T 5.9 Ha a Py(xq,y0,20) ponton atmend és v = |a,b,c| irdnyvektorii egyenes egyik
tengelysikkal sem parhuzamos (a # 0, b # 0, ¢ # 0), akkor egyenletrendszere
T — 0 Y=Y L\
1 = = .
(1) a b c

Ha a, b, ¢ koziil az egyik (pl. ¢) 0, de a masik kettd nem, akkor az egyenes egyenletrendszere

a b’
Ha a, b, ¢ koziil ketté 0 (pl. b és c¢) egy pedig nem, akkor az egyenes egyenletrendszere:

(3) Yy=1v, z2=20-
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5. Analitikus térgeometria — Egyenesekre és sikokra vonatkozé helyzetgeometriai feladatok

Az (1), (2), és (3) egyenletrendszereket az egyenes paramétermentes egyenletrendszereinek
nevezziik. Megallapodunk abban, hogy az .egyenes egyenletrendszere” kifejezésen (jelz6
nélkiil) mindig ezt a paramétermentes egyenletrendszert értjiik.

Feladatok

34>

35.

36.

37°

38.

A kovetkezd harom egyenes koziil ket paraméteres, egy pedig paramétermentes
egyenletrendszerrel van megadva:

e:sy=2—-t , f:Qy=4 , g ;x:y—lz gz
z=3+2 z=1+2t

Hatarozzuk meg mindharom egyenes irdnyvektorat és dontsiik el, hogy az
A(2,1,5) és B(—1,4,7) pontok koziil melyik van rajta az egyes egyeneseken!
Irjuk fel a kovetkezs, paraméteres egyenletrendszerrel megadott egyenesek
paramétermentes egyenletrendszerét:

xr =5+ 2t r—2—1t r—1t—5
e: y——t , f: Yy =2 , g: y=3
z=1—1 z——1+3t z=4.

Irjuk fel a kivetkezs, paramétermentes egyenletrendszerrel megadott egyene-
seknek azt a paraméteres egyenletrendszerét, amelynél a t = 0 paraméterértékhez

a megadott zg, illetve yy koordinataju Py pont tartozik!

—1 1 -1
a) T ¥tz xo — 16. b) = =3, L:z; Yo = b.
c) y=4, z=-3; x9=1T1.

3 5 4’ 2
A kovetkezd feladatokban egy-egy egyenest kiilonb6z6 meghatarozo adataival
adtunk meg. Irjuk fel az egyenesek paraméteres és paramétermentes egyen-
letrendszereit!
) Atmegy az A(—2,5,1) ponton, és parhuzamos az a = |—1,2, 3| vektorral.
) Atmegy a P(3,1,2) és a Q(—1,1,3) ponton.
) Parhuzamos a k = [0, 0, 1] vektorral, és atmegy az A(5,1,4) ponton.
) Mer6leges az a = [—2,3,1] és a b = [2,0,1] vektorra, és atmegy az
A(6,—3,4) ponton.
e) Parhuzamos a 3z +y—2z+1=06s az x +y + z = 0 egyenleti sikkal, és
metszi az yz tengelysikot a P(0,4,1) pontban.
A kovetkezd feladatokban szerepld egyenesek, illetve stkok az o paraméter
mely értékénél (értékeinél) elégitik ki a leirt kdvetelményt?
T+ 2 y z—1 xr—3 y—1 z-7

a
b
c
d

a) Az 5 T T3C g BSa—_— =T = egyenletrendszert
egyenesek merdlegesek egymaésra.
-1 -2
b) Az L _ Y _z egyenletrendszeri egyenes és az x + 3y — 2az = 0
«

egyenletii sik parhuzamos egymaéssal.
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5. Analitikus térgeometria — Egyenesekre és sikokra vonatkozé helyzetgeometriai feladatok

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

478

c) Az x = 1+ at, y = —2t, z = 1 egyenletrendszert egyenes metszi a
2z + ay + z + 1 = 0 egyenlet sikot.

d) Az A(2,4,—1) és a B(a,« + 6,3) ponton atmend egyenes merdleges a
3z + 5y + §z = 0 egyenletii sikra.

Hatarozzuk meg a P(—2,1,0) pontra és az e: = =t +2, y = 3t, z = 2

egyenletrendszert egyenesre illeszkedd sik egyenletét!

Hatarozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely atmegy a P(3,0,1)

ponton és parhuzamos az alabbi egyenesekkel:

r=1-2t 5
e: y=2+t és f: x; =y=—z
z = =2t

Irjuk fel az @ — 3y + 2+ 2 = 0 és 20 — 5y — 2z + 4 — 0 egyenletd sikok
metszésvonalanak paraméteres egyenletrendszerét, az x, y, z koordinatak
valamelyikét valasztva paraméterként. Ennek alapjan irjuk fel a metszésvonal
paramétermentes egyenletrendszerét is!

A kovetkezd feladatokban egy-egy sik és egy-egy egyenes van megadva. Hatarozzuk
meg az egyenes és a sik kozos pontjat, illetve pontjait (ha van ilyen)!

r=3—-1
a) —2x+y+32—3=0, y=2-—t
z=3—1.
rz—1
b) 3z —y—22—2=0, T:2y+3:z—3.
_ _ _ 241
) r+2y—2+2=0, z+2=y—3= 5"
r=1
d) bx —y+32—-3=0, y="5+3t
z=1+1.

Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely parhuzamos az
r—y—42—5=0 ésaz 20 +y—22—4=0
egyenlet{ stkok metszésvonalaval és atmegy az origon!
Egy haromszog csicsai: A(3,6,—7), B(—5,2,3) és C(4,—7,—2). Adjuk meg
a C csticson atmend silyvonal egyenletrendszerét!
Egy haromszog cstcsai: A(3,—1,—1), B(1,2,-7) és C(—2,8,—5). Irjuk fel
a B csticshoz tartozo (belss) szog szogfelez§jének egyenletrendszerét!
Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely tartalmazza az
rT—9
3
egyenletrendszeri egyenest és merdleges a 2x — y + z = 0 egyenlet sikra!

=y—1==z

Allapitsuk meg az alabbi hat egyenesbdl alkothato egyenesparok kolesénds
helyzetét! Ha metszdek, adjuk meg a metszéspontjukat! (Els6 1épésként
vizsgaljuk meg az iranyvektoraikat!)
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5. Analitikus térgeometria — Egyenesekre és sikokra vonatkozé helyzetgeometriai feladatok

=3t + 2 z—=1—-6t y = —1
e (y=-t frqy=-3+2 g: yx+5 z-6
z=1-—2¢t z =214t 2 3
v s 8 3 5 1 1
h:qy—=-1 k - —x:y+2:z+ 1. T _yr :ZJF.
3 2 6 —2 —4
z=3t+9

Hatarozzuk meg a A paraméter értékét agy, hogy az aladbbi két egyenes messe
egymast:

T =2t -2 T=u+3
487 e y = —3t f: y=4u+1
z=4t+1 z=2u+ \ ,
49. e: %:%:—z, f: Lf’:%:lJrz,
50. e: x;Sy;lzg)\, f: az x, y vagy a z tengely valamelyike.

{ 20 +3y—z+A=0

51. e:

3r —2y +22—-6=0

52. Tiikrozziik az A(4,—3,5) pontot az x —y + 2z — 9 = 0 egyenletii sikon!
Szamitsuk ki a tiikorkép koordinatait!

53. Tiikrozziik az A(2,—1,3) pontot az x = 3t, y = 5t — 7, z = 2t + 2 egyenle-
trendszerd e egyenesen!

54. Tikrozzik az x = 1 —2t, y = 3+ 2t, 2z = —4 — 9t egyenletrendszeri e
egyenest a 3x + y — 2z = 0 egyenlet sikon!

55. Jelolie e az x +y—2+1 = 0 és 20 —y + z — 1 = 0 egyenletdi sikok
metszésvonalat, f pedig az e-nek az = + 2y — z = 0 egyenletd sikra es§

meréleges vetiiletét. Irjuk fel az f egyenes paraméteres egyenletrendszerét,
az r-et valasztva paraméterként!

f: az x, y vagy a z tengely valamelyike.

56> Mi az egyenlete annak a siknak, amely parhuzamos az x = 2y = 3z egyen-
letrendszerd egyenessel, és athalad az x +y + 2 =0ésa2x —y+32 =0
egyenletii stkok metszésvonalan?

57. Egy sikrol tudjuk, hogy atmegy a 3x —y+224+9=0¢éazx+2+3=0
egyenletii stkok metszésvonalan. Adjuk meg e sik egyenletét, ha
a) atmegy az A(4,—2,—3) ponton is; b) péarhuzamos az x tengellyel;
¢) parhuzamos az y tengellyel, d) péarhuzamos a z tengellyel;
e) parhuzamos az a = [2, —1, 2| vektorral.

Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét (ha van ilyen egyenes), amely
illeszkedik a P pontra és metszi az e és [ egyeneseket:

587 P(0,0,0), e: x—4—=-—4T—z2 ¢, 50 _9W_ .49

3 2 3 5
r= -1+ 3t 5 . .
59. P(—4,-5,3), e: dy—-3-92¢, f. 22 Yyrl 1-%
2 3 5
z=2—1.
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5. Analitikus térgeometria — Egyenesekre és sikokra vonatozé tavolsag- és szogfeladatok

60.

61.

62>

63.

64>

65>

r=—2+5t
P(1,1,4) e: xgl—yzgl, Fily=1-3t |
z=—2+41
r=2+4t
P3,-2,1) e: cy=1—-t |, f:x—-5=4—4y=4z-28.
z=14+1
Az S : z+y+ 2z =1 egyenleti stk ésaz e : y = 1, 2z = —1 egyenle-

trendszert egyenes K koz0s pontjan at vegylink fel olyan f egyenest, amely
az S stkban fekszik és merGleges az e egyenesre. Irjuk fel az f paraméteres
egyenletrendszerét!

Adjuk meg annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely atmegy a
P(—1,2,-3) ponton, merdleges az a = [6, —2, —3| vektorra, és metszi az
x—1 y+1 33—z
3 2 5
egyenletrendszeri egyenest!

Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét (ha van ilyen egyenes),
amely mer6leges a 2x + 4y — z + 5 = 0 egyenletii sikra és metszi a kovetkezd
egyenletrendszerti egyeneseket:

= — p— Z’ N p— - — .

Y I3 5 3
Igazoljuk, hogy az x—y+2z = 0, 3x—y—2+2 = 0, dx—y—22+ X = 0 egyenletd
sikok paronként metszik egymaéast és a metszésvonalak egyezd allastak! Ezt
kovetGen hatarozzuk meg a A paraméter értékét Ggy, hogy a harom siknak
a) legyen kozos pontja; b) ne legyen kozos pontja.

e :

N8

Egyenesekre és sikokra vonatozo tavolsag- és szogfeladatok

D 5.10 Az Ax + By + Cz + D — 0 egyenletii sik normalegyenletén az

Az +By+Cz+D

0
VA% + B2 4+ C?

egyenletet értjiik.

T 5.11 A Py(xg, v, 20) pont tavolsdga az Ax + By + Cz + D = 0 egyenletii S siktol:

|Azg + Byg + Czg + D]
d(Py, S) = .
(£, ) VA% 4+ B? 4 C?

T 5.12 A P pont tavolsdga az e egyenestil:



5. Analitikus térgeometria — Egyenesekre és sikokra vonatozé tavolsag- és szogfeladatok

ahol QQ és R az e egyenes két tetszbleges kiilonb6zG pontjat jeldli.

T 5.13 Legyen az a egyenes egy irdnyvektora az a, a b egyenesé pedig a b vektor. Ha
a és b nem egyezd allasiiak, és ¢ olyan vektor, amely a két egyenes egy-egy pontjat koti
Ossze, akkor a két egyenes tavolsiga:

|(a x b)c|

d(a,b) = axb

T 5.14 Ha az a egyenes egy irdnyvektora az a, a b egyenesé pedig a b vektor, akkor
hajlissziogiik a kdvetkezd képlet segitségével szamithato ki:
a-b

cos(a,b)/ = )
(@52 = 1]

T 5.15 A v irdnyvektorii e egyenes és az n norméalvektori S sik szégét a kovetkezd képlet

alapjan szamithatjuk ki:
v-n

sin(e, S)/ =

vl

Feladatok

66. Igazoljuk, hogy a kivetkezs két egyenes egyméassal parhuzamos:

r=3+4t
e: qy=——1+t , f:ax—-5=4y—16=4z—28.
z=2+1

Irjuk fel annak a g egyenesnek az egyenletrendszerét, amely az e és f egye-
nesek sikjdban van, azok kozott halad, mindkettével parhuzamos és mind-
kett6t6l egyenls tavolsagra van!

67" Adjuk meg azokat a pontokat, amelyek rajta vannak az

r—1 z+3
e: = —y =
2 S
egyenesen és 2 egység tavolsdgra vannak az x 4+ 2y + 2z + 11 = 0 egyenleti

siktol!

68. Igazoljuk, hogy a 2z — 4y +22z—1 =0, és az x — 2y + z — 1 = 0 egyenlet
sikok egymassal parhuzamosak. Hatarozzuk meg a két sik tavolsagat!

69. Mutassuk meg, hogy az

. r=4—-1 r—=3+u
e:I; :y—2:§, frqy—=3+3t és g: ¢ y—=6-—3u
z =93+ 5t z = du

egyenletrendszert egyenesek egy kozos K pontban metszik egymast, és hatarozzuk

meg a K pont koordinatait! Tovabba szamitsuk ki
a) az e, f és g egyenesek paronkénti szogének koszinuszat;
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5. Analitikus térgeometria — Egyenesekre és sikokra vonatozé tavolsag- és szogfeladatok

b) az e és f egyeneseken atmens Si, az e és g egyeneseken atmend Sy,
valamint az f és g egyeneseken atmend Ss sik egy-egy normélvektorat;

c) az (81,82)/, az (51,853)/ és az (So,S3) / tangensét;
d) az (e,83)/, az (f,S2)/ és az (g,51) / szbgek szinuszat!

70> Van-e a t paraméternek olyan értéke, hogy az S : x+ty+2z—1 = 0 egyenleti
sik 60°-0s szOget zar be

a) az x tengellyel; b) az y tengellyel; c¢) a z tengellyel?

Ha van, akkor adjuk meg az Osszes ilyen valos t értéket!

71> Irjuk fel azoknak a sikoknak az egyenleteit, amelyek dtmennek az x + y = 2
egyenletti stk P(1,1,1/2) és Q(0,2,+/2) pontjan, és az adott sikkal 45°-0s
szoget zarnak be.

727 Az e egyenesrdl tudjuk, hogy benne van az x — 2y + 1 = 0 egyenletii sikban,
dthalad a P(2,1,4) ponton és az zy tengelysikkal 60°-0s szoget zar be. Irjuk
fel az e egyenes egyenletrendszerét!

73> Trjuk fel azoknak az egyeneseknek az egyenletrendszereit, amelyek atmennek
az origdn, tovabbé az x tengellyel és az y tengellyel 60°-0s szoget zarnak be!

747 Vannak-e olyan egyenesek, melyek az

r=2+2 5
e: ¢y=1 és f:—ch;r , Y=3
z=3+1

egyenletrendszeri egyenesek mindegyikével

a) 60°-08, b) 45°-o0s, c) 30°-0s
szoget zarnak be? Ha vannak, akkor ezek koziil adjuk meg mindazokat,
amelyek atmennek a Py(3,4, —1) ponton.

75. Irjuk fel azoknak a sfkoknak az egyenletét, amelyek atmennek a P(1,1,1)
ponton, parhuzamosak az z +2y — 2 —1 = 0, 20 —y + 2z — 1 = 0 sikok
metszésvonalaval, és mindkét stkkal ugyanakkora széget zarnak be! Hatérozzuk
meg ennek a szognek a koszinuszat!

76> Szamitsuk ki minden olyan egyenesnek az egyenletrendszerét, amely athalad
az origon és a harom koordinatatengellyel egyenls szoget zar be! Hatarozzuk
meg ennek a szognek a koszinuszat!

777 Tekintsiik a kivetkezd harom egyenest:

3 . r=—2+3t T=2—-u
e:x; :y; =z, f:y—4-2t, és g: cy——1+3u
z = —t z= =3+ 2u.

Irjuk fel minden olyan egyenesnek az egyenletrendszerét, amely atmegy az
A(1,2,—1) ponton és egyenld sziget zar be az adott egyenesekkel! Szamitsuk
ki a sz0g koszinuszat is!

78. Hatarozzuk meg az x — 3y + 2z —2 =0¢és a 2x +y + 32 — 5 = 0 egyenletd
sikok szogfelezg sikjainak egyenleteit!
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5. Analitikus térgeometria — Egyenesekre és sikokra vonatozé tavolsag- és szogfeladatok

79. Az e egyenes egyenletrendszere: = = —2 +2t, y = 3 +2t, z = 1 + t.
Az egyenes A(—2,3,1) pontjabol mérjiink fel egy 6 egységnyi szakaszt az
egyenesre. Szamitsuk ki a szakasz masik végpontjanak koordinatait!

80. Hatarozzuk meg a z tengelyen azt a pontot, amely egyenld tavolsagra van a
122 + 9y — 202 + 19 = 0 és 16z — 12y + 152 — 9 = 0 egyenleti sikoktol!

81. Adjunk meg a z tengelyen olyan pontot, amelynek az M(1,—2,0) ponttol
mért tavolsadga egyenls a 3x—2y+62—9 = 0 egyenletd siktol mért tavolsagavall

82. Hatarozzuk megaz x+y+2—2=048s az v+ 2y — 2z —1 = 0 egyenleti sitkok
metszésvonalan azt a pontot, amely egyenld tavol van az ¢ +2y +2+1 =10
és az x + 2y + z — 3 = 0 egyenleti sikoktol!

83. Hatarozzuk meg az aldbbiakban adott P pont tavolsagat az e egyenestsl!
z—1

a) P(—2,3,7); e: 3 =2—y, 2=2,
=142t
b) P(—1,2,1); e:q y=12—1
z =343,
9—=x 2

0) P(2.2,1); e — y; — 215,

d) P(3,1,2); e:az A(0,2,1) és B(1,—1,3) ponton athaladé egyenes,
e) P(—2,4,1); e:az A(—1,4,1) ponton és az origon athalado egyenes.

84. Igazoljuk, hogy a kovetkezd feladatokban adott két-két egyenes kitérs, és
szamitsuk ki tavolsagukat!

r =4t -5
a)e: x+4=8—-2y=—2—-1, f:Qy=-3t+5
z = —bt+9H,
2c—1 33—y 52—6
b) e: s =3 — g frox=y—2z,
T =29+3t r=4—u
c)e: cy=t , f:ey=-3+u
z=4t+9 z=4—4u.
85. Hatarozzuk meg az alabbi kitérs egyenesparok tavolsagat és normaéaltranszverzalisuk
egyenletrendszerét!

a)e: x=1-3t,y=—-4+4t,2=1+t f:ox—-4=—-y—2=—2+2.

—4  4—
b)e: z=t+3,y=3t+2, 2=3, f:x+3:y4 = 2Z.
r=-3+1 . 5 6
Je: dy=1+t Foi _yre 26
2 5! 2
z=20
z—1

d)e: =2—-y=z—-1, f:2—-z=y—-5=2z+1.

5

86. Legyen H azoknak a pontoknak a halmaza, amelyek egyenld tavolsagra van-
nak a kévetkez6 harom ponttol: P;(2,2,1), P(8,6,2), P3(6,3,5). Irjuk fel a
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87>

88~

89.

90>

‘H geometriai alakzat egyenletét vagy egyenletrendszerét!

Vannak-e olyan sikok, amelyek az x = 1, y = 34 3t, z = 4+ 4t egyenletrend-

szerii e egyenesre illeszkednek és egységnyi tavolsagra vannak a P(2,1,3)

ponttol? Ha vannak, akkor adjuk meg egyenleteiket, és szamitsuk ki hajlasszogiik

koszinuszat!

Egy haromszog csicsai: Pi(1,1,1), Py(2,2,2), Ps(—1,2,0). Hatarozzuk meg

annak az S siknak az egyenletét, amely a kovetkezs két feltételt teljesiti:

1) S illeszkedik az x tengelyre;

2) A haromszog S-re es6 merdleges vetiiletének teriilete az P Py P3 haromszog
teriiletének fele!

Szamitsuk ki tovibba a haromszog P; és P, csiicsainak S-t6l mért tavolsigait!

Allapitsuk meg, hogy a t paraméter mely értékeinél nem lesz kollinearis az

A(1,2,3), B(4,5,6), C(7,8,t) pontharmas, és minden ilyen t-re adjuk meg az

x+ty+z—7=0,2z—-3y—2z+3 =0é& x—y+2—5 = 0 egyenleti stkok kozos

K pontjanak az ABC siktol meért tavolsagat (a t paraméter fiiggvényében)!

Vannak-e olyan egyenesek, amelyek 4tmennek a P(—1, 0, 2) ponton, merdlegesek

az x = 104 3t, y = —1 — 6t, z = 7+ 2t egyenletrendszeri egyenesre és attol

7 egység tavolsagra vannak? Ha léteznek ilyenek, akkor adjuk meg egyenle-

trendszereiket!

Vegyes feladatok

91.

92.

93.

94.

95.

Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely atmegy a P(2,1,2)
ponton, parhuzamos az x + z = 5 egyenletii sikkal és metszi az © = 2 — ¢,
y = 2t, z = 3 egyenletrendszer(i egyenest.

Az ABCD tetréder térfogata % egység. Harom csicsa: A(1,2,1), B(4,3,-3),
C(—1,2,—4). A D cstcs az x = y = 2 — 2z egyenletrendszerii egyenesen van.
Szamitsuk ki az ABC' lap B cstcsanal 1év6 szog koszinuszat, valamint a D
csics koordinatait!

Egy szabalyos haromszog egyik csiicsa az A(1,1,1) pont. A B és a C' cstcsa
az x +y+2z =1é 2xr —y — z = 0 egyenletdi sikok metszésvonalan van.
Hatarozzuk meg a B és a C cstcs koordinatait!
Szamitsuk ki az ABCD tetraéder C és D csiicsainak koordinatait, ha a
kovetkezs feltételek mindegyike teljestil:
a) az ABC lap az xy tengelysikon fekvs szabalyos haromszog,
b) A(1,3v/3,0), B(5,v/3,0),
c) a tetraéder térfogata 28/1/3 egység,
d) a D csics az x = 2, y = t, z = 6 — 2t egyenletrendszerii egyenesen van.
Hany ilyen tetraéder van?

z—1 y—2

Adva van az e : 5 = 3 :EegyenesésazS::r+3y—27“z:OSik,
T

ahol r paraméter.
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96.

97.

98>

99.

100.

101.

a) Allapitsuk meg az r értékét tigy, hogy az e egyenes parhuzamos legyen az
S sikkal, és ehhez az r-hez szamitsuk ki az e és S tavolsagat!
b) Allapitsuk meg az r értékét gy, hogy e merdleges legyen S-re!

Tiikrozzik az P(1,—1,3) pontot a Q(—1,3,2) ponton, az x = —yTH = —z
egyenesen és a 2r —y +3z —2 =0 egyenletu stkon. Szadmitsuk ki a P pont
és a harom tiikorkép altal meghatarozott stk tavolsdgat!

Vegyiik fel az e: x =2t + 1, y = 2t, z =t egyenletrendszert egyenesen azt
az A, az f : %‘3:342;4:Z§2
z-koordinataja 2. Az e egyenesre az A pontbo6l mérjiink fel egy 3 egység
hosszusagiu AB, az f egyenesre pedig a C pontbdl egy 7 egység hosszisagu
C'D szakaszt. Szamitsuk ki az igy kapott négy tetraéder térfogatat!

Létezik-e olyan szakasz, amelynek mer6leges vetiilete

r—1 y+2 z . )
az —— = T — & egyenletrendszeri egyenesen 2 egység,
y—1 1-2 . )
a2 T == — = egyenletrendszert egyenesen 3 egység,
1—2x 1
az - ZZ egyenletrendszer( egyenesen pedig 1 egység?

Ha létezik, akkor hatarozuk meg a hosszat!
Adjuk meg annak a siknak az egyenletét, amely meréGleges az
1l—2 y—3 55—z
i 2 4
egyenletrendszer® egyenesre, és a P(3,—1,1) ponttol olyan tavolsagra van,
mint amennyi az adott egyenes és a P pont tavolsaga!

Tekintsiik a kovetkezs két egyenespart:

xr =2+ 2t
e:y=—1-4 , f: 2-3——-y—2—2-3;
z=25+3t
z+5 r—1 z
g: x Yy 9 3 ) 3

Mutassuk ki, hogy mind a két egyenespar kitérg! Messe az e, illetve f
egyenest a normaltranszverzalisuk a FE, illetve a F' pontban. Hasonléan,
legyen G, illetve H a g, illetve a h egyenesek és norméltranszverzélisuk
metszéspontja. Szamitsuk ki az E, F, G és H pontok koordinatait és a
két normaltranszverzalis szdgének koszinuszat!

Bontsuk fel a v = |10, 6, —8| vektort az

x=1+2t $:_3+3u
e: y:t f.2x:1_7y:1+2 éSg’ 2
: 1 3 7 5 9 " ly—=—-5+4u
it 2= —u

egyenletrendszeri egyenesekkel parhuzamos OsszetevSkre, ha lehetséges.

5-13



5. Analitikus térgeometria — Vegyes feladatok

1027 Adjuk meg azoknak a sikoknak az egyenleteit (ha léteznek ilyen sikok), ame-

lyek tartalmazzak a P(3, —2, —2) és Q(—2, 3, —2) pontokat, tovabba az x = 0,
y =0és az x+y—1 = 0 egyenleti sikok altal hatarolt hasibot egyenl oldali
haromszogben metszik!

103" Igazoljuk, hogy az x +y — 22 —4 = 0, 3z —y —22—8 = 0, x — 3y +

104.

105>

106.

107.

108>

2z + 8 = 0 egyenletd sikok paronkénti metszésvonalai parhuzamosak. Bi-
zonyitsuk be, hogy a harom sik altal meghatarozott hasabbol a P(1,1,1)
ponton athaladé és az a = [1, —1, 0] vektorral parhuzamos sikok mindegyike
egyenl@szara haromszoget metsz kil Vannak-e ezen sikok kozott olyanok,
amelyek derékszogii haromszoget metszenek ki? Ha léteznek ilyenek, akkor
adjuk meg ezek egyenleteit; ha nincsenek, akkor ezt mutassuk ki!
Léteznek-e olyan sikok, amelyek tartalmazzak a P(2,1,2) és Q(1,—1,0) pon-
tot, tovibb4d az * +y = 0, y = 1 és az x — 2y = 0 sikok altal hatarolt
hasabot derékszogi haromszogben metszik? Ha léteznek, akkor adjuk meg
ezek egyenleteit, ha nem, akkor ezt mutassuk ki!

Egy tetraéder cstcsai: A(1,1,1), B(—1,1,1), C(1,—1,1) és D(1,1, —1). Trjuk
fel annak a siknak az egyenletét, amely parhuzamos a BCD sfkkal és a
tetraédert egyenls térfogatii részekre osztjal

Bizonyitsuk be, hogy az

r=x1 +ait T = T9 + asu
e: s y=yr+tbit és f: < y—=1y+ bu
z =21 +cit 2= 29+ Cou

egyenletrendszeri egyenesek akkor és csak akkor egysikiiak, ha

2 —T1 Y2 —Y1 22— %1
ai by c1 =0.
a9 by &)

Legyen az ©x = x¢ + at, y = yo + bt, z = zo + ct egyenletrendszeri e egyenes

olyan, amely nem mer6leges az S : Ax + By + Cz + D = 0 egyenletii sikra.
Igazoljuk, hogy az e-t tartalmazo és az S-re merdleges sik egyenlete:

T—To Y—Y <Z—%0
a b c =0.
A B C

Igazoljuk, hogy a tetraéder élfelezé merdleges sikjai egy ponton mennek at!

109° Két kitérs egyenesen mozogjon egy-egy adott hosszusagi szakasz. Bizonyitsuk

be, hogy a két szakasz tetszbleges helyzeténél a négy végpont dltal meghatarozott
tetraéder térfogata konstans!
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