Analitikus térgeometria (megoldasok)

Alkalmazzuk a T 5.3 tételt:

AB = [2—1,-3+2,0+3] = [1,—1,3], AC —[2,3,—6], AD—[-2,3,-9].
A P pontnak az origo6tol mért tavolsaga az opP helyvektor hosszaval egyenls.
[OA| = /42 + (=2)2 + (—4)2 = 6, |OB| = 14, |OC| = 13, |OD| = V19.
]ﬁ| = \/22; |@] = \/b4; \B?] = 6. Az ABC haromszog nem egyenls szar.
|D—E)| — V/18; |D—F>| — \/46; |ﬁ| — \/46. A DEF haromszog egyenld szart.
|GH| = |GK| = |HK| = v/2. A GHK haromszog egyenls oldali.

Legyen az x tengely keresett pontja P(x,0,0). Ekkor |ﬁ| =

= \/(x+3)2 + 16 +64 = 12. Az egyenlet gyokei: 1 = 5, x9 = —11. Két
pont elégiti ki a feladat feltételeit: P;(5,0,0), P»(—11,0,0).

A z tengely egy pontja: P(0,0,z). Az |ﬁ\ = |ﬁ’| egyenl@ségbdl

\/1 +9+(z—-17) = \/25 +49 + (2 + 5)? kdvetkezik. Innen z = —2. A kere-
sett pont: P(0,0, —g)

AB = |—4,8, —-8|; AC — [0,2,2]; AB-AC = 0. Az AB és AC vektor merdleges

egymasra, tehat a harom pont lehet egy téglalap harom cstcsa.

A haromszog szogeit a szokasos modon jelolve

. JB.ac , BABC - Ci.cB
Vv TRV Yo RANT:: TNT:7e] M o7 (N ol: TR

AB = [-4,8,-8] = —BA, AC = [-1,2,—6] = —C4,
BC = [3,—6,2] = —CB. Mivel CACB < 0, ezért v tompaszog.
a) A haromszog teriilete:

AB x AC iJ k VT
p o ABXACH o de |y 2 1| s, ¢ Y
2 2 —1 1 2
2 77
Az AB oldalhoz tartozd g S L KA
7z 0ldalnoz tartozo magassag: MMAp |E’ 21 3
AB - AC 7 T 71 11
COSx — — — — . siImo — 1—— = —. o — —.
AB|-|AC| v21-6 V18 18 18 ° 7

Megjegyzés: Mivel a feladat egyik kérdése miatt AB - AC és \A—B>|, |E| is
kiszamolando6, kevesebb szamolassal jar a kévetkezo:

t — Y4B x AC| — ;\/EZ-A_C*Q—(E-E)Z; AB° — 4B - 21,
ACY —|AC)" =6, AB-AC =7 miatt t — 1216 —72 = LV/77.
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10.

11.

12.

13.

:7, maB = , tga —
g
c) t= map = tga — (| —

Emlékeztets: A Pi(x1,y1,21) és Po(x2,y2, 22) pontok altal meghatéarozott sza-
kasz felezGpontja: F' (‘“ﬂ’z yl;yz Zl;@). A BC szakasz felez6pontja:
Fi(—1,1,—1). Az AC szakasz felez6pontja: F»(—1,1,4). Az AB szakasz
felez6pontja: F3(3,2,0).
Az A, B, illetve a C cstcsbdl kiindulo stlyvonal hossza: |A—F1>\ — /b3,
|BF| = /98, illetve |CF5| = v/77.
Tekintsiik a bal oldali abrat! Itt az O pont a koordinadtarendszer orig()jét
jeloli. A feladatban megadott aranyboél kovetkezik, hogy AP — mrin
ezért OP — OA + AP — OA + W‘@ Ebbél kapjuk, hogy
[z,y, 2] = |a1, ag, az] + 7 [b1 — a1, by — ag, bg — as].

nay; +mby nas +mby naz + mbs

m+n  m+n = m-+n >

A kijel6lt szorzasokat elvégezve: P <

Tekintsiik a jobb oldali 4brat. Ttt K és L a két harmadolé pontot, az O pedig
a derékszogi koordinata-rendszer origojat jeloli. Az el6zé feladat eredményét
m = 1-gyel és n = 2-vel alkalmazva K (2,0, 3) adodik, m = 2-vel és n = 1-gyel
pedig L(0,1,4).
Az A pont tiikorképe a B ponton legyen A'(z',y/, 2').
a) Mivel a B pont az origo, ezért A'(—3,—4,1).
—
b) Az A pont az origd, ezért az AB vektor a B pontnak, az AA" vektor pedig
—
az A’ pontnak a helyvektora. Ezekbdl kovetkezik, hogy AA" = 24D =
—2[3,4, —1] = [6,8,—2|. A tiikrkép: A(6,8,—2).
¢) Az AA' szakasznak felezGpontja a B pont. Ezért a 9. megoldasnal leirtak
-1 ! —2 ! -5 !
alapjan 2“” _o, 2V L 2 3 Fyekbl A(5,0,11).
d) A c¢) részben leirottakhoz hasonléan jarjunk el. A’(—5,—1,2).

a) A harmadik csics: C(z,0,0). A haromszog teriilete: ¢ = %pﬁ X E| = 5.
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14.

15.

16.

17.

ABxAC = [-10,2+7,9—3z]. |[ABxAC| = v/1022 — 40z + 230 = 10. Ennek
az egyenletnek nincs valés megoldésa. Ezért az x tengelyen nincs olyan C'
pont, amellyel az ABC haromszog teriilete 5 egység.
51 + /261 0051~ V261 )
8 18

b) Két ilyen pont van: Cy <0,07 1) , (9 < , 0,
ABx AC = ly+1,—-3,8—y]|, ezért 2t = \/2y2 — 14y + 74. Mivel a gyo6k alatti
kifejezés az y minden értékére pozitiv, mivel diszkriminansa negativ. Igy az
el6z6 egyenlet ekvivalens az y? — 7y + 37 — 2t? = 0 egyenlettel. Ezért azok (és

csak azok) a t értékek lesznek megfelel6k, amelyekkel az el6bbi mésodfoku
egyenletnek vannak valos megoldasai. Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha

49 — 4(37 — 2¢%) > 0. Ebb6l ¢ > /% kovetkezik.
Legyen a negyedik cstics D(z,y, z). Harom kiilonb6z6 eset van:

a) Az egyik atlo az AB szakasz. Ekkor AC + AD = AB. Attérve
koordinatas alakra: [—4,2,0]+ [z —3,y+ 1,2 —2] = [-2,3, —6]. Ebbdl a vek-
toregyenletbdl: =5, y = 0, 2 = —4. Tehat a negyedik cstcs: D(5,0, —4).
b) Az egyik atlo az AC szakasz. Az AB+AD = AC egyenlethsl D(1, —2,8).
¢) Az AD szakasz az egyik atlo. A negyedik csics: D(—3,4,—4).

Tudjuk, hogy harom vektor vegyes szorzata akkor és csak akkor 0, ha a harom
vektor komplanaris. Az is ismert, hogy koordinataival adott harom vektor ve-

gyes szorzata a koordinatakbol alkotott harmadrendd determinénssal egyenld.
a) Az A, B, C, D pontnégyes akkor és csak akkor van egy sikban, ha az 1@,

m, AD vektorok komplanarisak. A harom vektor vegyes szorzata:
-3 1 -1
AB-AC-AD=| 1 0 —4|=-20+£0.
-1 2 =2
Tehat a négy pont nem egysiki.
b) AB-AC-AD =0. A négy pont egysiki.
c) AB-AC-AD =0. A négy pont egysiki.
Ha a tetraéder egy csiicsabol kiindulé harom élvektor a, b és ¢, akkor a
tetraéder térfogata V = %\abc|. Az A cstcsbol kiindulé harom élvektor:
AB = 4,0, 3], AC = 13,2, 3], AD = |4,1,—3|. Vegyes szorzatuk: AB -
AC-AD =3. A térfogat: V = %
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18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

A felszin: F = § (|AB x AC| +|AC x AD| + |AB x AD| + |BC x BD|) =

= 3(v109 + V43 + 5+ 1). Az ABC lap teriilete t = 31/109. A tetraéder
1

térfogata V = gtm, ahol m az ABC laphoz tartoz6 magassag. Ezekbdl a

magassag: m = 3/1/109.

-1 0 1
AB-AC-AD~|-5 6 -3 |- —6u—14.

0 4 u-—3
A tetraéder térfogata 4 egység, ha %|6u + 14| — 4, azaz |[6u + 14| — 24.
Ebbdl az egyenletbdl az u ismeretlenre két megoldast kapunk. Ugyanis vagy
6u + 14 = —24, amib6l u = —%, vagy 6u + 14 = 24, amibdl u = g A feladat
feltételeit két pont elégiti ki:

19 5%
D1(2,0,—=2), Dy(2,0,>).
1( 3) a( 3)

A pontnégyes akkor és csak akkor egysiki, ha

1 -1 3—u
Eﬁ@z 1 O v—u | —=2—u—v=0.
0O 1 —-1-—wu
Ebb6l v + v = 2.
—1 0 1

AB-AC-AD=| -4 -2 1|=2z-3y+2z-3.

r—3 y—1 =z
A térfogat t[2z — 3y + 2z — 3| = 10. Ebbdl egyrészt 2z — 3y + 22 — 63 = 0,
masrészt 2z — 3y + 2z + 57 = 0 kovetkezik. A feladat feltételeit a 2z — 3y +
22— 63 =0 és a —2x + 3y — 2z — 57 = 0 egyenleti sik pontjai elégitik ki.
A feladatok megoldasanal alkalmazzuk a T 5.5 tételt.
a) 3z +2y—42+8=0. b) x+2y+42=0. ¢) 2x+32—8=0.
d) 2y—2-4=0. ¢ z=0. f) y=0. g) z=0. h) y=2.
Elébb szamitsuk ki az adott pontok valamelyikébdl kiinduld és a masik két
adott pontba mutato vektor (pl. m és P_f)i) vektori szorzatat. Ha ez a
vektori szorzat nullvektor, akkor (a két vektor egyallasu, és ezért) a P, Q, R
pontharmas egy egyenesen fekszik; ha nem nullvektor, akkor a harom pont
altal meghatarozott siknak norméalvektora. Az utébbi esetben alkalmazzuk a
T 5.5 tételt. (A tételbeli Py pontként az adott P, @), R pontok barmelyikét
valaszthatjuk.)
a) r+y+2z—3=0. b) x+y+z—1. c) 4x —22y + 3z — 0.
d) y=0. e)@xp—ézo.
Az adott sik (egy) normalvektora az n = |7, —1, 3] vektor. A parhuzamossag
miatt az n vektor a meghatirozand6 siknak is normélvektora. A T 5.5
tételbdl kovetkezik, hogy a sik egyenlete: 7x —y + 32z — 8 = 0.

Pl. az x tengelyt abban az M, pontban metszi, ahol y = 2z = 0. A
metszéspontok: M,(—6,0,0), M,(0,-3,0), M.(0,0,2).
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25. Mivel a harom egyenletbdl allo egyenletrendszert csak az x = 1,y =1, z =1
szamharmas elégiti ki, a K (1,1,1) pont rajta van mindharom sikon, de mas
kozos pont nincs. A keresett sik egyenlete: x +y + 22 — 4 = 0.

26. A harom sik egyenletébdl Osszetett egyenletrendszernek nincs megoldasa.
Ezért a harom siknak nincs koz0s pontja.

27. A harom normaélvektor vegyes szorzata:

1 1 1
2 -1 1 |=T7.
1 2 -1

Ez az érték nem 0, ezért a hdrom normélvektor nem egysikti. Tehét a sikok
metszésvonalai koziil semelyik kett6 nem parhuzamos, igy a hérom siknak
egy és csak egy kozos pontja van. (A metszéspont meghatarozasdhoz a harom
egyenletbdl all6 egyenletrendszert kell megoldani, de ez most nem volt kérdeés.)

28. Az adott négy egyenletbdl minden lehetséges modon valasszunk ki hérmat.
Igy négy haromismeretlenes egyenletrendszert kapunk. Ha a négy egyenle-
trendszer mindegyike egyértelmtien megoldhato, akkor a négy sik kdzrefog egy
tetraédert, melynek csicsait az egyenletrendszerek megoldésai adjak. (Ab-
ban az esetben pedig, ha legalabb egy az egyenletrendszerek koziil nem old-
hato meg, vagy legalabb egynek végtelen sok megoldasa van, a négy sik nem
hatarol tetraédert.) Ha P; jeloli a S; sikkal szemkozti pontot, akkor P;(3,2,2),
Py(3,—-4,2), P3(0,—1,2), P4(1,0,0). A tetraéder térfogata 6.

29. A meghatarozando6 sik (egy) normélvektora AB x n, ahol n az adott sik
normalvektora. AB xn = [—3,—12, —3]. A sik egyenlete: x +4y+2z—11=0.

30. A keresett sik norméalvektora meréleges mindkét adott sik normalvektorara,
ezért egyenlete: z + 5y — 3z —3 = 0.

31. A sik normélvektora: AB — [2,10, —4]. A sik egyenlete: z+5y—2z—16 = 0.

32. A megoldasnal a rombusznak azt a tulajdonsigit hasznaljuk fel, hogy atloi
felezik a cstcsnal 1évE szoget.
a) Az AB = [1,2,—2] és az AC = [3, 4, 0] vektorok egységvektorai rendre:
AB 1 L2, 3] AC L
[AB| 377 "7 AC| 5
Ezek Osszege az A cstcsnél 1év6 belss szogfelezivel egyéllast vektor, azaz a
keresett sik normalvektora. [1,2,—2|+ 1[3,4,0] = x[14,22,-10].
A sik egyenlete: 7x + 11y — 5z — 15 = 0.
b) Az A cstucsnal 1evé kiilss szogfelezGvel parhuzamos az a) részben kiszamitott
két egységvektor kiilonbsége. A sik egyenlete: 2z + y + 5z — 30 = 0.

33. A siktol megkoveteljiik, hogy meréleges legyen az A-hoz tartozé magassagvonalra.
Ezért egyrészt parhuzamosnak kell lennie a BC vektorral, masrészt merélegesnek
kell lennie a haromszog sikjara, és igy parhuzamosnak kell lennie az AB X
BC vektorral is. Ezekbol kapjuk, hogy az (E X B?) x BC' vektor a sik
normalvektora. A sik egyenlete: bz + 7y + 2z — 14 = 0.

34. Azeés f egyenes egyenletrendszerét hasonlitsuk 0ssze a T 5.8 tételbeli egyen-
letrendszerrel, a g egyenesét pedig a T 5.9 tételben 1évs (1) képlettel. Az

3,4,0].
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35.
36.

37.

38.

e, f és g egyenesek iranyvektorai rendre: u = [3,—1,2], v = [-1,0,2],
w=[-3,1,-2|.
Az A pont rajta van az e egyenesen, mert a pont koordinatéit behelyettesitve
az egyenletrendszer egyenleteibe, mindharom egyenletbdl a t-re ugyanazt az
értéket kapjuk. (Most 1-et.) Az A pont nincs rajta az f egyenesen, mert az
egyenes minden pontjanak y-koordinataja 4. Az A pont rajta van a g egye-
nesen, mert a pont koordindtiit behelyettesitve az egyenletrendszer egyen-
leteibe, helyettesitési értékként ugyanazt a szamot kapjuk. (Most zérust.)
Mivel az e és g egyenesek iranyvektorai egyallastiak és az A pont rajta van
mindkét egyenesen, ezért ezek az egyenesek egybeesnek.
A B pont nincs rajta az e és g egyenesek egyikén sem, de rajta van az f
egyenesen.
T —9 z+1

5 =—y=1-—2z; f: 2—x:?,y:2; g: y=3, z=4.
a) Az egyenes xg = 16 koordinataju pontja: Py(16,24, 20).
A keresett paraméteres egyenletrendszer: x = 16+3t, y = 24+5¢t, z = 20+4t.
b) Py(3,5,2), =3, y=5+2t,z=2+t.
c) Py(7,4,-3), z=T7+t,y—4,2z—-3.

Alkalmazzuk a T 5.8 és T 5.9 tételeket.

e

a) x=-2—t
y=5+2t —zx-2=170=21
z=1+3t ,

b) Iranyvektor: PQ = [—4,0,1]
r—=3—4t
y=1 ‘”4;3:2—2, y=1.
z=24+1t

c) =25
y—1 x =25, y—1.
z=4+1t

d) Iranyvektor: a x b = (3,4, —6|.
r =06+ 3t
y=-3+4t o8 Az
z=4—-6t

e) Az irdnyvektor a két normalvektor vektori szorzata: |2, —4,2|.
x =2t

4— _
y=d-4 gzl
z=1+2t |,

a) a=2.

b) Az egyenes iranyvektoranak merdglegesnek kell lennie a stk normalvektorara.
Ezért a = 2 vagy a = —2.

¢) Akkor és csak akkor van metszéspont, ha az egyenes nem parhuzamos a
stkkal. Ekkor az egyenes iranyvektoranak és a sik normalvektoranak skal&ris
szorzata nem zérus. Most ez a szorzat minden a-ra zérus. Tehat nincs olyan
a, amely kielégiti a lefrt kovetelményt.
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39.

40.

41.

42,

43.
44.

45.

46.

47.

d) A kovetelmény olyan a-val teljesithets, amellyel a sik normalvektora és
az AB vektor egyallasi, azaz, ha létezik olyan k valos szam, amellyel

AB —[a— 2,0+ 2,4 — k[3,5,%].
Ez a vektoregyenlet a kévetkezd egyenletrendszerrel ekvivalens:
a—2=3k
a+2=>5k
gt
4

Az k = 2 és a =8 érték mindharom egyenletet kielégiti. Tehat az a = 8
értékre a kovetelmény teljesiil.

Az egyenesen kijeloliink egy pontot, pl. A(2,0,2).

A sik egy normalvektora: AP x [1,3,0] = [6, -2, —13].

A sik egyenlete: 6x — 2y — 13z + 14 = 0.

r—6y—4z+1=0.

v=t1 T = -2+ §u
y=3Tgh il {y=u, il {y=3v
1 1 U zZ=".
R e
A paraméter kikiiszobolésével rendre
8y — 6 3z + 6 r+2 vy
T3 S T e T

adodik. Konnyen ellenérizhetd, hogy a hdrom egyenletrendszer ekvivalens.

a) Helyettesitsiik a sik egyenletébe az egyenes egyenletrendszerében 1évé x,
y és z értékeket. Kapjuk, hogy t = 1. Egy kozos pont van: D(2,1,2).

b) Célszerii attérni paraméteres egyenletrendszerre. Ett6l kezdve ugy jarunk
el, mint az a) részben. K6zos pont: D(3,—1,4).

c) A siknak és az egyenesnek nincs kozos pontja.

d) Az a) részhez hasonloan eljarva, a 0 = 0 azonossagot kapjuk. Az egyenes

benne fekszik a sikban. y

x
r =2, y= -2t z =1 vagy 5*_—2fz.

Az AB oldal F felez6pontja: F(—1,4,—2). A stlyvonal irdnyvektora ﬁ;
egyenletrendszere: * =4 —5t, y=—-7+11t, z=-2.

A 32. feladat megoldasanal elmondottak szerint a szogfelezd irdnyvektora:
v — %[2, —3,6] + %[—3,6, 2] = %[—1,3,8], egyenletrendszere: 1 — x — y3;2 =

z+7
=5 -

A sik (egy) normaélvektora az adott sik normalvektoranak és az adott egyenes
irdnyvektoranak vektori szorzata. Egyenlete: 20 —y — 52 — 9 = 0.

Az egyenesek iranyvektorai: v, = [3,-1,=2|, vy = [-6,2,4], v, = [2,0,3],
v, = [2,0,3], vip = [-3,1,2], v; = [6,—2, —4]. Lathato, hogy az e, f, k, [
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48.

egyenesek parhuzamosak, hasonloképpen g és h. Egy pontot valasztva az
egyik egyenesrdl, és koordinatait behelyettesitve egy vele parhuzamos egyenes
egyenletrendszerébe, megallapithatjuk, hogy a két egyenes egybe esik vagy
nem. Feladatunkban példaul a P(2,0,1) pont rajta fekszik az e, k és [ egye-
neseken, ezért ezek azonosak, de nincs rajta az f egyenesen, igy f kiilonbozik
az e(= k = 1) egyenestdl. Hasonloan, a Q(—3,0,9) pont behelyettesitése
mutatja, hogy a g és a h egyenesek azonosak. Tehat valojaban csak harom
kiilonb06z6 egyenesiink van: az e = k = [, az f és a g = h egyenesek.
Altalaban két egyenes kolesonds helyzete gy hatarozhaté meg, hogy megold-
juk a két egyenes (akar paraméteres, akar paramétermentes) egyenletrendsz-
ereibdl alkotott egyenletrendszert. Ha ez egyértelmiien megoldhato, akkor a
két egyenes metszd, ha végtelen sok megoldés van, akkor a két egyenes azonos,
ha nincs megoldas, akkor az egyeneseknek nincs kézos pontjuk.

Példaul az e és h kolesonos helyzetét megadja az alabbi 6tismeretlenes egyen-
letrendszer:

xr—=3t+2 r—=2u—3
y—=—t y—=—1
z=1-2t z=3u-+9.

(Vigyazzunk, a két egyenes paramétere egyméstol fiiggetlen, ezért kiilonb6z6
bettikkel jeloljiik.) Az egyenletrendszer ellentmondo, tehat a két egyenes-
nek nincs kozos pontja (kitérdek, mivel nem parhuzamosak). Hasonloképp
ellentmondo6 az e, k, | valamelyikének és ¢ illetve h valamelyikének egyen-
letrendszerébdl alkotott egyenletrendszer. Példaul k és g esetén az alabbi
egyenletrendszert kapjuk:

8 —=x
AR y=—1
5 =y+2 2 3

Végiil az f és g (illetve f és h) egyenletrendszereibdl alkotott egyenletrend-
szert megoldva kapjuk, hogy f és g metszéspontja a (=5, —1,6) pont.
Megjegyzés: Két kiilonb6z6 allast egyenes esetén egy masik moddszerrel is
eldonthets, hogy metszik-e egymaést, vagy nem. Kijeloliink az egyeneseken
egy-egy pontot; legyenek ezek A és B. Majd kiszamitjuk a két iranyvektor és
az AB vektor vegyes szorzatat. Ez a szorzat akkor és csak akkor 0 (kiilonb6z6
allast egyenesek esetén), ha a két egyenes metsz§. Példaul az e egyenesrdl
az A(2,0,1), a h egyenesrsl a B(—3,—1,9) pontot valasztva a vegyes szorzat
nem 0, tehat a két egyenes kitérd.

A 47. feladat megoldasa szerint eljarva, és megoldva a két egyenes egyen-
letrendszerébdl kapott egyenletrendszert, azt kapjuk, hogy az csak A = 11
esetén oldhatd meg egyértelmiien. A metszéspont: [20/11, —41/11,117/11].
Az el6z6 feladat megoldasanak végén tett megjegyzés szerinti megoldés: az e,
illetve az f egyenes egy-egy pontja: A(—2,0,1), B(3,1,A). A két irAnyvektor:
vy = [2,-3,4] és vo = [1,4,2]. A v1v2@ = 0 egyenletbdl kapjuk, hogy
A=11.
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49.
50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.
58.

59.
60.

61.

62.

A=

Az x-tengely esetén: \ — 4, metszéspont: M (2,0, 0),

Az y-tengely esetén: \ = 2, metszéspont: M (0, —5,0),

Az z-tengely esetén: nincs ilyen .

Az e egyenes két stk metszésvonalaként lett megadva.

Az z-tengely esetén: A = —4; metszéspont: M (2,0,0).

Az y-tengely esetén: A\ = 9; metszéspont: M (0, —3,0).

Az z-tengely esetén: A = 3; metszéspont: M(0,0, 3).

Az A ponton athalado és az adott sikra meréleges e egyenes egyenletrendszere:
x =4+4t, y = —3—t, z = 5+t. Az e egyenes diféspontja a sikon: D(3,—2,4).
A tiikorkép: A'(2,—1,3), mert AD — DA'.

Az A ponton athaladé és az e egyenesre merGleges sik egyenlete: 3x + 5y +
2z — 7= 0. Az e egyenes diféspontja ezen a sikon: D(3,—2,4). A tiikorkép:
A'(4,-3,5).

Tiikrozziik az egyenes két pontjat (az egyik az egyenes és a sik koz6s pontja
is lehet; ez a tiikrozéskor helybenmarad). Az egyenes tiikorképe:

e: x=-5—-8t y=1, 2 = —5t.

Meghatarozzuk e-nek két kiilonbo6z6 pontjat, és mindkettének azx+2y—z=0
egyenletli sikra es§ merGleges vetiiletét. A két vetiileti pontot Osszekdtd
egyenes paraméteres egyenletrendszere: x = ro+u y = yo—4u 2z = z9—Tu.
Ezutan t = xg + u helyettesitéssel (a két pont valasztasatol fiiggetleniil) az f
egyenes egyenletrendszere: z =t, y=1—4t, 2 =2 — 7t.

A metszésvonal iranyvektora v = nj X no, ahol n; az elsé, ny a masodik sik

normalvektora: v = [4,—1, —3|.

A keresett sik normélvektora: n = (n; X ny)xu, ahol u az egyenes iranyvektora.

n— {%, —13—3, 3}. A metszésvonal egy pontja: A(0,0,0).

A sik egyenlete: 7Tx — 26y + 18z = 0.

a) 5r+4y+ 92+ 15 = 0. b) y+2z=0. c) x+2z+3=0.

d) zr—y+3=0. e) v—4y—3z+3=0.

Az origbdn és az e egyenesen atmend sik egyenlete: 8z + 6y + 52z = 0. A sik és

az f egyenes kizos pontja: M(2,4, 8) A feltételeknek a PM egyenes tesz

eleget; egyenletrendszere: x = § = —7%.

r+4 y+d
2

A P ponton és az e egyenesen atmend S sik egyenlete: 2x +3y — 2 —1=0.

Ez a sik tartalmazza az f egyenest. Ezért a feladatnak megoldasa az S

stknak minden olyan egyenese, amely atmegy P-n és nem parhuzamos az e

és f egyenesek egyikével sem.

=3—-z

Egyetlen ilyen egyenes van, egyenletrendszere:

Nincs ilyen egyenes. (A P ponton és az e egyenesen atmend sik egyenlete:
3x+y—11z+4=0.)

K(1,1,—1). Az e egyenes irdnyvektora i = [1,0,0], az S sik norméalvektora
n = [1,1,1], az f egyenes iranyvektora legyen v = |a, b, ]

5.9



5. Analitikus térgeometria

63.

64.

65.

66.

67.

68.
69.

Mivel az f benne van az S sfkban és merdéleges az e egyenesre, ezért v-n = 0
és v-1i=0. Ebb6l a = 0 és b = —c kovetkezik. Tehat az f egy irdnyvektora
a [0, 1, —1] vektor; paraméteres egyenletrendszere: f: x =1, y=1+1t, z=
-1 —+.

A P ponton atmend és az a-ra meréleges stk egyenlete: 6z — 2y — 3z + 1 = 0.
Ez a sik az adott egyenest az M(1,—1,3) pontban metszi. A PM egyenes
egyenletrendszere:

r+1 2—y 2z+3
2 3 6

A keresett egyenes v iranyvektora a sik normaéalvektora, ezért v = [2,4, —1|.
Az e egyenes irdnyvektora: u = [2,—1,1|. Az e egyenesen at vegyiik fel (a v-
vel parhuzamos, tehat) az ux v normalvektor sikot (egyenlete: 3z —4y—10z=0).
Az f egyenes doféspontja ezen a stkon

88 H1 ©
D(mﬁmﬁm)’

ez a keresett egyenes egyik pontja. Az egyenes egyenletrendszere:

82x — 176 = 41y — 51 = 24 — 164=.

A sikok normalvektorai komplanérisak, mert vegyes szorzatuk zérus. Ugyanakkor
a normalvektorok paronként nem egyallasiiak. Ezekbdl koévetkezik, hogy
barmelyik két sik kiilonb6z6, de barmelyik kettének van metszésvonala és
ezek egyezl allastak.

A metszésvonalak (kozos) iranyvektora: v = [1,2,1].

Harom ilyen siknak akkor és csak akkor van kozos pontja, ha paronkénti
metszésvonalaik egybeesnek.

Valasszunk ki egy P pontot két sik metszésvonalan. A P pont akkor és csak
akkor van rajta a harmadik sikon is, ha A = 3. Eszerint:

a) Van kozos pont (egyenes is), ha A = 3. b) Nincs kozos pont, ha A # 3.

Ha FE az e egyenesnek, F' pedig az f egyenesnek egy-egy pontja, akkor a g
egyenes atmegy az FF szakasz felez6pontjan.
x—4 3 9
9 —y =Y —5=%"3
Ha a P(u,v,w) pont rajta van az e egyenesen, akkor
u—1 w + 3
;v Tvs g

méasrészt, a T 5.11 tétel alapjan %\qu 2v + 2w + 11| = 2. Ebbdl a harom
egyenletbdl a kovetkezd két megoldéast kapjuk: Py(1,0,—3), Po(—3,2,—9).

A tavolsag: % egység.

a) A T 5.14 tétel alapjan: cos(e, f)/ = cos(e,g)/ = i, cos(f,g)/ = i
b) Az (e, f), (e, g) és (f,g) sikok normalvektorai rendre: n; = [1,2, —1],
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ny — [2,-1,—1], n3 — [3,1,0]. Az (e, f) és (e, g) sikok szogének koszinusza:

1
||I?1”r:|| = 6; tangensev 35 .
1{|M2

Az (e, f) és (f,9), 1l az (e, g) és (f, g) sikok szbgének tangense egyarant \/g
) T 5.15 alapjan a szogek szinuszai a feladatban megadott sorrendben:

fff

70. a) Az x tengely irdnyvektora i = [1,0,0], a sik normalvektora n = [1,¢,1]. A
T 5.15 tétel alapjan
|lin| . V3

sin(z, §)/ = —— = sin60° = .
[if|n 2

1 V3

Ebbdél = — koévetkezik, aminek nincs valos t megoldasa.

V2 +2 2
b) Az elgbbihez hasonloan

~ 2| V3
sin(y,S)/ = —m— = —.
(©:5) ?2+2 2
Két megoldas van: t; = \/6, to = —/6.
¢) Nincs ilyen ¢ érték.
71. Legyen a keresett sik: S: Az + By+Cz+ D = 0. A P és () pont rajta van
az S sikon, ezért A+ B+ 2C + D = 0 és 2B +v/2C + D = 0. Ezekbdl
A = B kovetkezik. Az adott sik és az S sik hajlasszogének koszinusza:
14, A,ClL 1,00 V2

V2AZ 1 C2.\/2 2

Ebb6l C? = 24%. A C = A2 értékkel szamolva kapjuk, hogy a keresett sik
norméalvektorai n = [A, A, A/2| alaktiak és D = —4A, ahol az A tetszéleges
(nem zérus) valos szam lehet. Ekkor a sik egyenlete: © +y + /22 —4 = 0. A
C = —AV/?2 esetben pedig x +y — /22 = 0.

72. A Kkeresett egyenes iranyvektora: v = |a,b,c|. Az adott sik, illetve az zy sik
normélvektora n = [1, -2, 0], illetve k = [0, 0, 1].
Az e egyenes benne van az adott stkban, ezért v-n = a — 2b = 0. Ez utébbi
és a T 5.15 tétel alapjan

el V3

NG
Ebbél ¢? = 156%. Két megoldas van:

T —2 1 z—4 T —2 1 z—4
I Jis D T Y V15
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73. Legyen a keresett egyenes e iranyvektora v = [a, b, c|. A T 5.14 tétel alapjan

egyrészt
liv| o 1
cos(z,e)/ = —————— — cos60° = —,
(@,e) Va2 4 b2 4 c2 2
méasrészt . 1
cos(y,e)/ = B\ —.

Va2 12 +2 2
Ezekbdl b2 = a? és 2 = 2a®. A feladat feltételeit négy egyenes elégiti ki.

Egyenletrendszereik:

z z z z

74. a) Legyen a keresett egyenes g, irdnyvektora: v = [a,b,c|. T 5.14 alapjan

12a + ¢| 1 | —a+ 2¢| 1

cos(e,g)/ = =—, cos(f,g)l = = —.

(e,9) Viva: + 02 + 2 2 (7:9) VEva2 b2+ 2 2
Ezekbdl |2a + ¢| = | — a + 2¢| kovetkezik.

A 2a + ¢ = —a + 2¢, illetve 2a + ¢ = a — 2¢ felbontasbol b? = 10a?, illetve
b2 = 10¢? adodik. Az a — 1, illetve ¢ — —1 vélasztassal kapjuk, hogy a feladat
feltételeit négy egyenes elégiti ki. Egyenletrendszereik:

5 y—4 z+1 5 y—4 z+1
xr — p— p— 5 T — — p— )
v 10 3 V10 3

z—3 —4 x—3 —4

3 V10 3 V10

b) Két ilyen egyenes van (b> = 0); egyenletrendszereik:

z+1 r—3
,y=4 s —
3 3

¢) Nincs ilyen egyenes (mert b? < 0 adodik).

T—3= =241, y=4.

75. A keresett sik egyenlete: Ax+By+Cz+D = 0. A metszésvonal irAnyvektorara
[1, -3, —=5], az egyiitthatokra, A, B, C, D-re pedig az alabbi egyenletrendszer
adodik:

A+B+C+D=0
A-3B-5C=0
|A+2B—-C|=|2A—- B+ C]|.
Az utolsé egyenlet a 71. feladat megoldasa szerint nyerhets. Két megoldas
van:
x — 3y + 2z = 0, a sz6g koszinusza: %
3z +y—4 =0, a szog koszinusza: \/%.

76. A keresett egyenes iranyvektora: v = [a,b,¢|]. A 73. feladat megoldasahoz
hasonloan eljarva a kovetkezs egyenletrendszert kapjuk: |a| = [b] = |¢|. A
feltételeket négy egyenes elégiti ki. Egyenletrendszereik:

rT=y=2z, rT=-—y=2z, —r=y=2z, —r=—y=2z.
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77.

78.

79.

80.

81.
82.

83.

84.

A sz6g koszinusza mind a négy esetben: %

Legyen a keresett egyenes iranyvektora v = [a,b,c|. Az e, f és a g egyenes
egy-egy iranyvektorat jeldlje rendre a vi, vo és a v3 vektor. A T 5.14 tétel
alapjan

lvvi]  [vve|  |vvs]
vllval  [vllvel  [vllvs]
Ebbél [2a+3b+c| = [3a—2b—c| = | —a+3b+2¢|. A feladat feltételeit négy
egyenes elégiti ki. Egyenletrendszereik és a szogek koszinuszai:
r—1=2— nyH, % x—le_Ty:Z?)il; \/TTO.
soi-fposgly g sdowtogl /I

Legyen P(z,y, z) valamelyik szogfelezs sik tetszéleges pontja. A T 5.11 tétel
alapjan minden ilyen pontra

lv =3y +22—-2| 2z +y+ 3z -5

V14 B V14

teljesiil. A két szogfelezs sik egyenlete: x+4y+2—3 =0 s 3z—2y+52—7=0.
Legyen a mésik végpont B(z,y, 2).
Ekkor 6 = \A—B>1 = \/(a: 1+2)% 4 (y—3)% + (2 — 1). Figyelembe véve, hogy a
B pont koordinatai kielégitik az egyenes egyenletrendszerét, a B paramétereként
t = £2 adodik. Megoldasok: B1(2,7,3) és Ba(—6,—1,—1).

4
Két ilyen pont van: P;(0,0, 5)’ P5(0,0,2).
82
Két ilyen pont van: P;(0,0,—2), P»(0,0, )
A metszésvonal egyenletrendszere: ST = %1 = z. Olyan P(u,v,w) pontot

keresiink, amely rajta van a metszésvonalon és amelyre
lu+2v+w+1]  Ju+20+w -3
V6 B V6 '
Ebbdél és a metszésvonal egyenletrendszerébdl kapjuk, hogy a megoldas:
P(3,-1,0).
a) A P ponton athalado és az e-meréleges sik egyenlete: 3x —y +9 = 0. Az

e egyenes metszéspontja ezen a sfkon: M(—2,3,2). A tavolsag 5 egység.
2. megoldas. Az T 5.12 képletébe az e egyenes két pontjat, példaul Q(1,2,2)

és R(4,1,2)) pontokat helyettesitve a keresett tavolsag: % =5

b) A téavolsag: 6\/§ egység. c) A tavolsag: /17 egyseég.
d) A tavolsag: Y3 egység. e) A tavolsag: \/% egyseég.

a) Az e, 111etve az f egyenes (egy) irdnyvektora vi = [2,—1,—2], illetve
vy = [4, =3, —5]. A két egyenes egy-egy pontja: A(—4,4,—1),ill. B(-5,5,5).
Az ABvivs vegyes szorzat értéke —9. Kz nem zérus, tehat a két egyenes
kitérs. A tavolsdg a T 5.13 tétel alapjan 3 egység.
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b) A téavolsag: 2 - \/27—% egység.
c) A tavolsag: 3 egység.

85. a) Az e, illetve az f egyenes iranyvektora: vi = [—3,4,1], illetve vo =
[1,—1,—1]. A két egyenes tavolsaga: d(e, f) — v/14. A normaltranszverzalis
iranyvektora: vixvy = [—=3, =2, —1]. A tovabbiakban az 64. feladat megoldasaban
leirt médon jarunk el. A ¢ normaltranszverzalis egyenletrendszere:

r—4 y+2
3 2

b)d(e,f) =vV4l. t: x=6t+9y—= 22— —t+2.

L. r+3 1—y =z
2 2 3

2—y z-1

d)d(e,f)=+V14. t:1—x—= 5

86. Legyen S; a P P, szakasz felez6pontjan atmend és a Py Py szakaszra meréleges
sik, S9 pedig a Py P szakasz felezGpontjan atmend és a P P3 szakaszra merdleges
sik; G az S1 és S metszésvonala. S1 egyenlete: 6z + 4y 4 2z = 47,5; 57 egyen-
lete: 4z +y+4z =305. G: x = 3t, v = 22 + 15, y = ;5 — 20¢, z = —10¢.

87. Kat ilyen sik van, mert d(e, P) = v/2 és ez nagyobb 1-nél. Legyen a keresett
S sik egyenlete: Ax + By + Cz+ D = 0. Mivel d(P,5) =1, a T 5.11 szerint
|2A+B+3C+ D|
VAZ+ BT+ C?
Az e egyenesen felvéve két pontot, két tovabbi egyenletet kapunk az A, B, C,
D egyiitthatokra.
Legyen ez a két pont pl. a Q(1,3,4) és R(1,0,3); ekkor az A+3B+4C+D = 0
és A+ 3C + D = 0 egyenleteket kapjuk, ezekbdl C' és A + D értékét B-vel
kifejezhetjiik: C = —3B és A+ D = 9B (a Q és R mas valasztasa esetén is ezt
kapjuk.) A (x) egyenletbe helyettesitve |A+ B| = v A% + 10B2 adodik. Ebbsl
2AB — 9B? kévetkezik. A B — 0 esetben A # 0, és ezért A-t valaszthatjuk

1-nek, ezzel a keresett sik egyenlete x — 1 = 0. A B # 0 esetben pedig B = 2
valasztassal 9x + 2y — 6z + 9 = 0. A sikok szogének koszinusza: %.

z—2.

88. Elbzetes megjegyzés: Egy T teriileti
haromszoget vetitsiink merdlegesen egy
stkra. Ha ez a sik és a haromszog sikja
a szoget zar be, akkor a vetiileti haromszog
T’ teriiletére T — Tcosa. Az abra
alapjan ezt konnyen belathatjuk. Itt
az RM szakasz a P() oldalhoz tartozo
magassag a PQR haromszogben, R' M
pedig ennek mergleges vetiilete. A fe-
ladatban T" = 1T'; ezért cosa = 5.

A keresett S sik tartalmazza az x tenge-
lyt, ezért egyenlete By + Cz — 0 alak.
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89.

90.

A P, P, P3 sik normalvektora: [—2, —1,3]. Az S sik és a P, P, P; sik szogének
3C — B 1
koszinuszat a norméalvektorokkal kifejezve, a | | = — egyenletet

VIIVBT 2 2
kapjuk, ebbél pedig azt, hogy 5B% + 12BC — 11C% = 0. C?-tel osztva:

B\? B _
5 <U) + 123 — 11 = 0. (Sem C, sem B nem lehet 0, mert akkor a kere-

sett sik norméalvektora nullvektor lenne.) Két sik elégiti ki a feltételeket;
egyenleteik:

—6 + 91 —6 — 91
J;erzO éS SQ: #

A P; és P cstcs tavolsaga ezektdl a stkoktol:

-1+ /91
d(S1, Py) = 2d(Sy, P) = —— Y2
24/38 — 3v91

1+ v91

2,/38 + 3v/01

Az A, B, C pontharmas akkor és csak akkor nem kollinearis, ha t # 9. A
sikok kozos pontja: K(2,1,4). Ha t # 9, akkor az ABC sik egyenlete a t
paraméter értékétdl fliggetleniil x —y — 1 = 0, és igy a K pont tavolsidga az
ABC siktol /2 egység.

A P ponton dthalado és az e egyenesre merdGleges

S sik tartalmazza a meghatarozandé m egyen-

est (ha létezik ilyen), tovabba az m és e egye-

nesek ¢ normaltranszverzalisat. Ezt mutatja

az abra, ahol az e egyenes meréleges a rajz

sikjara. Az S sik egyenlete: 3x — 6y + 2z —

1 =0. Az eegyenes és az S sik M metszéspontjara:

M(7,5,5). Az |[MP| = \/98 > 7, ezért ket

olyan egyenes van, amely kielégiti a feladat feltételeit.

Feltevésiink szerint az e és m egyenesek tavolsaga (M Q) =) 7 egység. Ebbdl és

az M P = /98 értékbsl kovetkezik, hogy az M PQ egyenldszara derékszogii

haromszog: PQ = 7. Ez utobbiak és az 5.14 tétel alapjan

(1) cos(]\ﬁ’,m) = cos45° = lm | - ,
VEVE B2 2

ahol az m = [a, b, c| vektor az m egyenes iranyvektora. Valasszuk az m vek-

tort tgy, hogy

(2) m|=va2 +0?+ =7

legyen. Ez utobbi és MP = |—8, —5, —3] miatt az (1) Osszefiiggésbol

Sy : y+2z=0.

d(Sa, P») = 2d(S2, P1) =

(3) 8a + db + 3c = 49
kévetkezik. Az m egyenes meréleges az e egyenesre, ezért
(4) 3a —6b+2c—0.

A (2), (3) és (4) egyenletekbdl kapjuk, hogy a keresett egyenesek iranyvektorai:
m; = [2,3,6] és my = [6,2,—3|. A két egyenes egyenletrendszere:
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r—=—-1+2¢ xr—=—1+6t
y =3t és y =2t
z=2+6t z—=2—-3t.
91. A 63. feladat megoldasahoz hasonloan jarunk el. 2 —z —y —1 = z — 2.

. : N4v 5 5 1Y) 4
92. A szbg koszinusza: 33" A feltételt két pont elégfti ki: Dy (5, 3 _Z) és

Dy (@ 79 _g>

347 347 68
8. B(3 542, 15%), 0 (3,152,157
94. A C cstcs lehetséges értékei: C1(0,0,0) és Co(6,4v/3,0). Az ABC lap teriilete:
7\/3 egység.
A tetraéder magassaga: 4 egység. A negyedik csics (D) rajta van az adott
egyenesen és vagy a z = 4, vagy pedig a z = —4 egyenletii sikon van. A D

cstics lehet: Dy(2,1,4) és Dy(2,5,—4).
Négy tetraéder van: ABClDl, ABClDQ, ABCQDl, ABC2D2.

95. a) Az r lehetséges értékei: 2 és —2. A tavolsag mindkét esetben:

D

b) Nincs olyan r szam, amelynél az e egyenes merdleges az « sikra.
96. A harom tiikorkép a feladatbeli sorrendben: A(—3,7,1), B (—%, %, —%),
C’( 133 —7) Az ABC sik egyenlete: 35x + 4y + 6z + 71 = 0. Tavolsag:

T
120 )
PTae egység.
97. A négy tetraéder csicsai:

a) A(5,4,2) B(3 ,2,1) C(3,4,2), D(-3,2,—1).
b) A(5,4,2), B(3,2,1), C(3,4.2), D(9,6,5).
O A5 42), BT 6.3), C(5.4.2) D(_3.2,-1).
d) A(5,4,2), B(7,6,3), C(3,4,2), D(9,6,5).

Mind a négy tetraéder térfogata % egység.

98. Ha léterik ilyen, d hosszusagu szakasz, legyen v = |z, y, z] olyan vektor, ame-
lyre |v| = d teljesiil. Az egyenesek egységnyi hosszusagu iranyvektorai a
feladatbeli sorrendben
vi=[2,2,-8], va = §[1,4,-8] és v3 = §[-1,8,4].

A viv =2, vov = 3, v3v = 1 egyenletrendszerbdl szarmazo
20 + 3y — 62 — 14
r+4y — 8z =27
—r+8y+42 =9
egyenletrendszert csak az * = —5, y = 2, z = —3 szdmharmas elégiti ki.
Ezért egy és csak egy olyan d hosszisagi szakasz létezik, amely kielégiti a
feladatbeli feltételeket. Hosszisaga: v/38.

99. A P pont és az adott egyenes tavolsdga: 6. Két sik elégiti ki a feltételt.
Egyenleteik: 22 —y +22+9=0¢8&s 2z —y + 22 — 27 = 0.

100. A négy metszéspont: E(2,—1,5), F(3,-2,3), G(5,5,1), H(4,2,3). A hajlasszog
koszinusza: \/%
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101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

A felbontas lehetséges, mert az egyenesek iranyvektorai nem komplanarisak.
Az e, f, g, illetve a g egyenesekkel parhuzamos Gsszetevik rendre:

vi = [8,4, —6], vo = [—1,10, —4], illetve vz = [3, =8, 2].

A meghatarozando sik legyen S : Ax + By + Cz+ D = 0. A hasab éleinek
metszéspontjai az S stkon: M (0, 0, —%), Mo (0, 1, —%), M3 (1, 0, —MTD>
(C #0). (A C =0 esetben az S sik parhuzamos az élekkel.) Ha a kimetszett
haromszog egyenls oldald, akkor MjMs = MiMsz = MyM;z. Vegyilkk még
figyelembe azt is, hogy az adott P és () pont rajta van az S sikon. A feladat
feltételeit két stk elégiti ki; egyenleteik: x+y+2+1=0¢éax+y—2+3 =0.

A péaronkénti metszésvonalak egyenletrendszerei:
r—=t+3 r—u-+1 r=v-+4
e1: Ry=t+1, e:cy=u+3, e3: y=v+4
z=1 zZ=1u Z=0.

Ebbdl leolvashatd, hogy a paronkénti metszésvonalak parhuzamosak. A sik
altalanos egyenlete: Ax + By + Cz -+ D = 0. A P ponton atmend és az a
vektorral parhuzamos sikokra teljesiilni kell a kovetkez6knek: A+ B+ C+ D =
0 és A = B. Ebbdl kovetkezik, hogy a metsz6 sikok altalanos egyenlete:

(1) Ax + Ay — (2A+ D)z + D =0, ahol D # 0.

(A D = 0 esetben az Az + Ay — 2Az = 0 egyenletii sikot kapjuk, amely
parhuzamos a hasab éleivel.) Az (1) egyenletii sikok és az eq, ey, e3 egyenesek
kozos pontjai legyenek rendre My, My és Ms. Kapjuk, hogy M; Mo =

= [2,2,0], MiMs = [% +1,% + 3,4 + 4], oM = [ +3, 8 +1, % +4],
valamint MMy = 2v/2 és MiMs = MyMs. Eazzel allitasunkat igazoltuk.
Az MyMsMs haromszogek kozott nincs derékszogi, mert ha lenne, akkor
MiMs = MyMs = 2-nek teljesiilni kellene. Konnyen beldthatd, hogy ez
lehetetlen.

Az el6z6 feladat megoldésahoz hasonldan jarunk el. Egyetlen ilyen sik 1étezik.
Egyenlete: y — 2z +1 = 0.

Legyen a metsz6 sik S, az altala lemetszett kisebb tetraéder pedig AB'C’'D.
Az ABCD tetraéder A cstcsdhoz tartozd6 m és az AB'C'D’ tetraéder A
cslicsdhoz tartozd m/ magassagara m’ — m/+v/2 adodik. E feladatnal m —
2/V/3, és a BCD sik egyenlete: x +y + 2 —1 = 0. A felez6 stk egyenlete:
x+y+ 2+ d=0alakt; d értéke a |3+ d|/v/3 = 2/(v/3V/2) egyenlet alapjan
vagy —3 + 2/3/2, vagy —3 — 2/3/2. De az S siknak a BCD sik és az A-n
atmend, vele parhuzamos (x+y+2z—3 = 0) egyenlet sik kozott kell haladnia;
tehat —3 < d < —1. A felez6 sik egyenlete: z +y + 2 — 3 + 2/\3/5 =0.

At = u = 0 paraméterekhez tartoz6 pont az e, illetve az f egyenesen
E(x1,y1,21), llletve F(x3,ys, 22); irdnyvektoruk vy = |a1, by, 1], illetve vo =
[ag, ba, ca]. A két egyenes akkor és csak akkor egysiki, ha V1V2E’—f‘2' —=0. Ez a
vegyes szorzat a feladatbeli determinénssal egyenld.

Az e egyenest tartalmazo6 és az S sikra meréleges stk norméalvektora n = v xu,
ahol v az e egyenes iranyvektora, az u pedig a keresett S’ stk normalvektora.
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108.

109.

Tekintsiik az egyenes Py(zo, yo, z0) pontjat, és legyen P(z,y, z) a tér tetszleges
pontja. A P pont akkor és csak akkor van rajta az S’ sikon, ha a PP - n
skalaris szorzat zérus.
A bizonyitandé tulajdonsag csak a négy
cstcs egymashoz viszonyitott helyzetétsl
fligg. Ezért a koordinata-rendszert gy
célszerd megvalasztani, hogy a szdmolas
lehetGleg kevés faradsaggal jarjon és attekinthetd
legyen. A tetraéder csicsai: A, B, C,
D. Az ABC haromszoget az xy tengelysikban,
az abra szerinti elrendezésben vessziik
fel. A D csiacs: D(2dy,2dy,2ds). Az
AB, AC és CB élre merdleges felezd
stkok egyenlete rendre:
r = b, Cl$+02y—C%—C% =
0, (b—c))z—coy—b*+ct+3=0.
Ez a harom stk egy kozos e egyenesen halad at, melynek egyenletrendszere:

e: x=>=b y = c%+c§72—bcl. Az AD él felez6 merdleges sikja: S : dix +
doy + d3z — (d3 + d3 + d3) = 0. Bevezetjiik a kovetkezs jeloléseket: L —
(3 +c3—bey)/cy és K = d? +d3+d%. Az e egyenes és az S sik metszéspontja:
M = (b,L , %Z%QL) . Kimutatjuk, hogy a DM és AM szakaszok egyenld

hosszusaguak.

2
m2b2+L2+<K_dlb_d2L> ,

d3

DM’ = (b—2d1)% + (L — 2ds)? + <

K —dyb— doL 2
—2ds | .
d3

A miiveletek és az Osszevonas elvégzése utan kapjuk, hogy valoban DM =
AM. Mivel az e egyenes minden pontja egyenld tavolsagra van A-t6l, B-tdl
és C-t6l, ezért DM = BM = C'M is teljesiil. Ezekbdl kovetkezik, hogy az M
pont rajta van a BD és DC élek felezé mer6leges sikjain is.

1. megoldas. Az el6z8 feladat megoldasdnak elején mondottakat itt is al-
kalmazhatjuk. Legyen az egyik egyenes az = tengely, a méasik pedig legyen
parhuzamos az xy tengelysikkal. Tegyiik fel, hogy a két egyenes szoge o (£ 0) .
Legyen A(a,0,0) és B(b,0,0) az = tengely két, egymastol adott r tavolsagra
levs (kiilonben tetszéleges) pontja. A masik egyenesen pedig a C(cq, ¢, k) és
a D(dy,dy, k) pontot tiizziik ki agy, hogy tavolsaguk adott s legyen. A két
szakaszra r = |a — b| és

(1) s? = (1 — d1)2 + (eg — d2)2

all fenn. Az ABCD tetraéder térfogata:

(2) V — §/AB - AC - AD| = §la—bl|kllcz — da .

A CD egyenes egy iranyvektora v = [cos a,sin «v, 0] ; egyenletrendszere

CD: x=c +tcosa, y=-cy+tsina, z==F.
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A D pont rajta van ezen az egyenesen, ezért (d; — c1)sina = (dp — ¢3) cos .
Ez utobbibol és az (1) egyenletbdl kapjuk, hogy |ca — da| = ssin« . Ezt (2)-be
helyettesitve: V = %r|k:|s sin . Teh4t a térfogat csak az egyenesek egymashoz
viszonyitott helyzetétdl és a két szakasz hosszatol fiigg, ezért (adott egyenesek
esetén) konstans.

2. megoldas. Legyen e és f a két egyenes; AB, illetve C'D a rajtuk felvett
r, ill. s hossztsagn szakasz (r és s adott pozitiv szamok). Tovabba legyen
a = (e, f)/. Ismeretes, hogy

i f)|,@-5ﬁ-ﬁ|y,ﬁ-(ﬁ—m)-@|
&I = ’ﬁx@’ a rS$Ssin o a
_[AB-AC-AD| 6V

rssin a rssina’

ahol V az ABC D tetraéder térfogata. Ebb6Sl mar kovetkezik az els6 megoldés
utols6 mondataként megfogalmazott allitas.
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