6. Komplex szamok (megoldasok)

1.

*

10.
13.

14.
16.

17.

20.

22.

23.
24.

27.

Lasd abra.

21 =212, z9=—3+2i

z3=4—21, z4=-—1—1.

Z1 =2 —"Ti, Zog = —3 + bi,

Z3 = —bi, Zg — 1, Z5 — —9, Zg = 0.

Teljes indukcidval. 5. Teljes indukcidval.

Az el6z6 feladatbol kovetkezik 21 — 29 — ... = 2z, — 2 esetén.

6+ 2i, —2+ 8i. 8. —2-—2i, &8—61. 9. 2—4i, 6—2i.
-7+ 23:. 11. -3 —1. 12. 23 + 14s.

A nevez6 kojugaltjaval bévitjiik a tortet, majd elvégezziik a szorzasokat:

342 312 11i (-2 @23)i 1 5,

1—i 1—4i 1+ 2 22
79 2 5
M 15. =25
55 33

A nevezgbeli szorzas elvégzése és a konjugalttal valo bévités, vagy a nevezébeli

tényez6k konjugaltjaival valo bévités és a szorzasok elvégzése utan: — + —i.

5
24 11 2 1— 1
T, 18. —— | —4. 19. \/§+ V3,
625 625 25 25 4 4
1 5. s L1
2% 26" " T10 10"
7 17 19 0m 23 1. a3 23 1
_— = —— — —1 _— = — —7/’ _— =

% 25 257 2 25 25" =z, 25 250

2y 17 19 =z 1 . |zm| V26

(5) %% Tl 5 0 a5

6 2. 2 1.3 11 3 1

5+gz, _5+5Z’5+EZ’S+SZ'

V157 +1 (1. T 6.6). 25. —7 + 3. 26. 1.

|3 + 4i]|2 + 4 :1 0g I\/x2+y2+i\/%!:1
11+ 26[4+ 3] " (= —y) + 2i/TY|
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29.
30.
31.

32.
33.
34.
35.
36.
37.

38.

39.

40.

41.
43.
45.
46.

47.

48.
50.
52.
54.
56.

57.

58.

A 3x +5y =7, 2y —x = 5 egyenletrendszert megoldva: z = —1, y = 2.

|z —(=2+1)| =4, azaz |z + 2 —i| = 4.

Vagy csak annyit frunk, hogy Im z = mRe z + b, vagy a kovetkezét tessziik:
ha z = x + iy, akkor v = (2 + %) és y = 2%(z — Z), amibdl behelyettesités
utan kapjuk, hogy (1 —mi)z — (1 +mi)z — 2bi = 0.

|z 4 3] + |z — 3| = 10.

A 0 kozépponta 1 és 2 sugart kordk kozti korgytiri, a korvonalak nélkiil.
Az origo kozéppontu, 2 sugara korvonal.

Az valbs tengely pontjai.

A —i kozépponta 1 sugari korlap, a hatarold korvonallal egytitt.

12z — 4i| < 1, ekvivalens azzal, hogy |z — 2i| < % fgy a tartomany a 2i
kozéppont, % sugara korlap (a korvonal nélkiil).

Az egyenlStlenséget a z = x + yi behelyettesitésével atalakitva: 2 + y? <
22 4+ (y + 1)2, azaz 0 < 2y + 1, tehat a megoldas Imz < —% (felsik).

z = x+yi behelyettesitése és atalakitas utan kapjuk, hogy (z+5)% +y? = 16,
ami a —5 kozepii, 4 sugarta kor egyenlete. Ennek komplex alakja: |z + 5| = 4.

Ismeretes, hogy az xy koordinata-sikon barmely kor vagy egyenes egyenlete
felithato A(z% +y?) + Bx + Cy + D =0 (A, B,C,D € R) alakban. (Ez az
egyenlet akkor lehet egyenes egyenlete, ha A — 0.) Ha z = x + iy, akkor 2% +

y? = 27, :UZ+ZésyHamib61Azz+<B+0)z+(B—C)z+
2 2 2 2 2 2

D = 0.

1 = V2, x9— —V/2i, 42. x1=1+14, x9—1—1i.

1 =3+2i, xy=3—2i. 44, 1= —4+1i, x9=—4—1i.

1 =V3, my=—V3, x3=+2i, 34=—2i

T = \/52', To = —\/§i, T3 = \/52', T4 = —/3i.

A z = z + yi helyettesitéssel a /22 + y2 + x + yi — 2+ 4 (komplex) egyeletet
kapjuk, amely ekvivalens a y/x2 + y2+xz = 2, y = 1 valos egyenletrendszerrel.
Ez utobbibol y = 1, x = 2, tehat z = 3 4 i.

zZ1 =1, 29 = —1i. 49. 21 =141, 20 =1—1.
z71=1—1, z0 =1. 51. 2z = —i29, 29 tetszbleges.
z1 — —2t, 20 — —3. 53. z1 — —1+14, 29 — =2 —1.
Z21=1,29=1—1. 55, z1=—1,20=2—1.

Ha megszorozzuk a 22 + z + 1 = 0 egyenlet mindkét oldalat z — 1-gyel, akkor
23 = 1 adodik. Igy 205 + 2705 = (232122 1 (3) 222 =22 4 272 =22 4 2 =
—1.

16 8 8
(—1)8<8> (Z) (Vz)® = 12870%.
4
g’;;a”/ 3, 59. A hatodikban. 60. A kilencedikben.
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61.
62.

63.

66.
67.
68.
69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

455
3003a!0  (('y) = (1) miatt 12 = m — 3, azaz m — 15).
1
3525, 64. n=71. 65. x1 = 10, z9 = .
V109

z1 — 10, 29 — 1074,
Alkalmazzuk a binomialis tételt az a =1, b = 1 esetre.
Alkalmazzuk a binomidlis tételt az a = 1, b = —1 esetre.

Utmutatas: Adjunk az egyenlet mindkét oldalahoz 1-et, és hasznaljuk fel a
k' 4+ k- k' = Kl(k+ 1) = (k + 1)! Gsszefiiggést.

n n—1 n n—1 n n—1 .
=n , 2 =n R ) =n , ezért

1 0 2 1 n n—1

n +2n n n n\ n—1 n n—1 n n n—1

1 2 "\n) 7o 1 n—1)]"

ami 67. szerint egyenls n - 2" 1-nel.

Bontsuk fel az egyes tagokat a (k + 1) Z = (Z +k (Z) Osszefliggés alapjan.

Ezzel visszavezetjiik a feladatot a 67. és 70. feladatokra.

Kiegészitve az egyenlet bal oldalat az 1 — (g) + (T) — (T) Osszeggel és fel-

: =k (Z) — (Z) Osszefiiggést, visszavezetjiik a feladatot

a 67., és 70. feladatokra.

Induljunk ki az egyenlet jobb oldalabol. A binomialis egyiitthatok additiv
tulajdonsaga alapjan

n+1\ (n n [(n n—1 n—1\

() @) ) -G G- ()

_[(n n—1 n—2 n—3\

i) (o) (o) (i)

(n n—1 n—2 n—=k

() (o) Gz ()

Az < ) = ( 0 Osszefliggés miatt a bal oldal els6 két tagjanak Osszege:

n+1 n+1 n-+2 ) o . n -+ 2
0 + I 1) ezért az elsG harom tag Osszege: +

1
2 3
m ) = (n;r , és igy tovabb, a bal oldal els6 k£ tagjanak Osszege

hasznalva a (k—1)

k k k
Z+ 1) igy a teljes bal oldal (n - > + (n ’ >, ami valoban egyenls a

kE—1 k
jobb oldallal.
Lasd a 73. feladat megoldésat. 76. Lasd a 73. feladat megoldasat.
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77.

78.
79.

80.

81.

82.
85.
86.
88.

89.

90.
91.

92.
93.
95.

96.
97.

A binomialis egyiitthatok additiv tulajdonsiga alapjan

n n—1 n—1 n n—1 n—1
o) () () (005 (1)
Beirva ezeket a megfelels tagok helyébe, visszavezettiik a feladatot a 67.
feladatra.
Lasd az el6z6 feladat megoldésat.
Hasonlitsuk 8ssze az (a -+ b)>" binomialis kifejtésében és az (a -+ b)"(a + b)"
szorzatban az a’*b"-es tagok egyiitthatoit és vegyiik figyelembe a binomialis
egylitthatok szimmetriatulajdonsigat.
Ha 2n = 27211 -1, akkm; a szimrgetriatulajdonség miatt
(B~ 0 (0 () 0 (O ()
tehat az Osszeg valoban 0.
Az n = 2m eset vizsgalatahoz szorozzuk Ossze az (a +b)" és (a —b)" bi-
nomialis kifejtését, és adjuk Ossze az a”"b"-es tagok egyiitthatoit. Akkor éppen
az egyenlet bal oldalat kapjuk. Az (a® — b?)" kifejtésében pedig az a™b"-es

2
tag egyiitthatoja (—1)m< m).
m

Egyrészt irjuk fel (1 + i)gn—t a binomi4lis tétel alapjan, méasrészt mutassuk
N
meg, hogy (1 +14)° = 16.

72(V/3i — 1). 83. —128(1 +1). 84. —8(1 +1).

—27.

Rez=3, Imz2=0,r=3, o9 =0. 87. Rez=—-8Imz=0,r =38, pg = .
Rez=0,Imz= -2, r =2, 900:37”.

Rez=1,Imz=1, r =2, 0o = -

Rez:—%, Imzz—@, r=1, @0:4%.

Rez =2, Imz = —2v/3, r = 4, 900:%”.

Rez =43, Imz = —4, r =8, 900:%”.

Im(x+iy+i) =y+1>2, Imz > 1. 94. Im(ix —y) =2 > 1, Rez > 1.

Az r = 1 szamot abrazold ponton aAtmend és a valds tengelyre merdleges
egyenes.

Re(2z + 2iy) =2z < 4, £ <2, Rez < 2.

Annak a szogtartoménynak a pontjai, amelyet az Im z = Re z > 0 feltételekkel
meghatarozott félegyenes és a képzetes tengely pozitiv fele hatarol, az el6bbi
félegyenes pontjait kizérva, az utobbi pontjait hozzaszdmitva a tartomanyhoz.

98. arg|(l + i)z] = arg(l + i) + arg z miatt a feltétel atirhaté a —5 < argz <
?jf alakra; azok a pontok elégitik ki, amelyek az Imz = — Rez egyenletd
egyenestdl "jobbra" esg félsikban vannak (az egyenest kizarva).

5) 5)

99. 3 (cos T + 1sin W). 100.z — 2V/3 (cos o + 7sin W).

2 2 6 6
101.4 (cos + isinT). 102.5v/2 (cosZ+@'sin D
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2 2 5 5
103.12 (cos g 1 isin ;) 104.3v2 (cos Zﬁ 1 isin 2)
3 3 11 11
105. <cos o -+ 1s81n W). 106.4 <cos el -+ 4sin W).
2 2 6 6
107.3Y3 L2 108. >+ S 109.2i.
2 2 V2 V2
3 33
110.—5 - \2/_2 111.—2i. 112.-3 — /35,

113.22 + 4% = a®. Origo kozépponti, a sugari kor.
114.22 + (y — a)®> = a. A (0,a) kdzépponti, a sugari kor.
115.(z — a)® + y* = a®. Az (a,0) kdzépponti, a sugari kér.
116. cos p-vel valo beszorzas utan kapjuk, hogy rcos ¢ = 2, tehat a gérbe az x = 2

egyenletii egyenes.
117.y = a egyenletd egyenes.
118. (1+cos ¢)-vel valo beszorzassal kapjuk,

hogy r + rcosp = 1, azaz

22 +y? + o = 1, ahonnan Atalakitas
utén az y24+2z—1 = 0ill. y? = 2(3 — 2)
egyenlethez jutunk, melynek képe az

abran lathaté parabola.

1.2 y2

119.? + 2

= 1 egyenletii ellipszis.

1
120.y°% = 2 (90 + 2) egyenleti parabola.

121.72 = 4a(4 — x) egyenlet(i parabola.
2

T
122,y = 2 "3 egyenleti parabola.

(x—3)° o o .y . .
123 T + o 1. Ellipszis, amelynek a kézépppontja a (3, 0) pont, tengelyei

az x, illetve y tengellyel parhuzamosak, a tengelyek félhossza 5, illetve 4.

2
2
T+ 3 2 2
124. ( 3> + i 5 = 1. A gorbe (—3,0) kozépponti ellipszis, melynek az

2
@ 4
x, ill. y tengellyel parhuzamos tengelyei vannak; a tengelyek félhossza: a = 3’

2
ill. b= —.
1 73

125.Mivel r csak nemnegativ lehet, alkalmas feltételt kell keresniink arra, hogy

a jobb oldal pozitiv legyen. cos ¢ = L helyettesitéssel r = 3_po amibdl
7" J— =
=

16
3r — 16 + 5z. Emiatt 16 + 5z > 0, > ——. Az r helyébe (/22 + y2-et
T + ox. Emma +oxr > 0, azaz x 5 7 T helyébe /x* + y=-e
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126.

127

133.
134.

135.

136.

frva a 3r = 16 + bx egyenletbdl atalakitasok utan az

(z+5)° y*

T gt
egyenletet kapjuk. Ez olyan hiperbola egyenlete, melynek valds tengelye az x
tengelyen, képzetes tengelye az x = —5 egyenlet egyenesen van és a tengelyek

és félhossza 3 ill. 4; ezek miatt a hiperbola egyik fokusza az origoban van.

16
Az x > = feltétel miatt a hiperbolanak csak a jobb oldali 4gat vehetjiik

figyelembe.

Négyzetreemelés és atalakitas utan r2 =

a?(cos?p—sin?y). Felhasznalva a T 6.11 tétel
2 2
X !
aZiy?  aty? )
amibdl a keresett egyenlet, az 4bran is lathato
un. lemniszkata egyenlete:

2
(22 +y?)" = a®(2® — y?).

egyenleteit: 22 4 32 = a? (

.6(cos20° + i sin 20°).
128.
129.
130.

131.
132.

6v/2(cos 130° + isin 130°).
2(cos 120° + isin 120°).

om .. om
6 (COS12 + zsmm) .
cos(—y) + isin(—p).
—cos p+isinp = (—1)(cos p—isin @) = (cos m+sin ) (cos(—¢)+isin(—yp)) =
cos(m — ) + isin(m — ¢).
cos(m + ) + isin(m + ¢).
Forgassuk el a 2o — 21 helyvektorat 60°-kal, ill. —60°-kal és adjuk a z1 helyvek-
tordhoz. A két megoldés:
23— (4—30) (3 +¥30) + (1+4i) — 3+ 38 1 (3 +2V/3) ~ 5,59807 + 5, 964104,
2= (4=3i)(3+L2i) + (1+4i) = 3—3P +(3-2/3) ~ 0,401924—0, 9641014
A z9 — 21 helyvektoranak 90°-os (ill. —90°-0s) elforgatasaval kapott vektort
hozzaadva a z1 és a 23 helyvektorahoz kapjuk az elsé (ill. masodik) megoldast.
A 29 — z1 helyvektorat 45°-kal ill. —45°-kal elforgatva, a kapott vektorokat
%— vel szorozva és z1 helyvektorahoz adva kapjuk a harmadik megoldast. A

harom megoldés:

z3 = 81, z4 = T+ 41;

zé = —8 — 61, 2y = —1 — 104
3 9. 5 9.

Zé/:§+§l, ZZ:—§—§Z

A harmadik megoldas egyszeriibben tgy is megkaphato, hogy %(zl + 29)
helyvektordhoz hozzaadjuk a z9—z; helyvektorara merdGleges vektor %—szeresét.
Harom megoldas van: 24 = 29 +23 =3 +14, 23 =23 —29=1+5i, 2=
22—23:—1—5i.
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137.

138

2v/2
139.—‘/_
141.

143.

146. —
149. -8

152.

154.

155

156.

15

oo

159.

160.

161.

162.

.1,

T T LT T
Zp11 = COS <4 + kg) + i sin (4 + k3), (k=1,2,3,4,5).
2km

2k
.Zk+1:1+(3—52) (COS57T+ZSIH5>7 (1{7:1,2,3,4)

3
(cos 103° + isin 103°). 140. Z(COS 62° + isin62°).

3 —4 3
\é_(cos 75° 4 isin 75°). 142. 15~ \1/9_ i

—64. 144. —i. 145. —64(V/3 + ).
1+ +/3i 1 1 i

ST 147. -2+ i, 148. 5.
(1 -+ /34). 150. —256. 151.—16+/3 + 16i.
1 V3.1 V3. 1 V3.1 V3.
1 2+71 §+71. 153.-1, 54—72, 3~ g b
L, i, -1, —i.
1
2

Y

V3 1 V3
Vo, L Ve
Jr 2 Z? 2 Jr 2 /l7 )
1oVvB 1 VB,
2 2 7 2 2
1 7 1
2i, —V3 —1, 3—1. —t—, ——= = —.
vi-i V3 TVEE VBB
3(C083+ S ST > 3<COS77T+ S 77T) 3<cos -+ 781 1177)
10 7 8in 10 10 7 8in 7 sin
3((:03157T+ Si 15%) 3((:03197T+ S 9)
0 S TR

7r+,, s 37r+,, 3 om ., O
COS — + 181N —, COS— + 281N — —
7 7 7 7’ 7 7’
.. 97 97T
cosm+isinm = —1, cos— + isin —

1= ., 11« 137 . 137r
COS - + 28In 7 CoS - + 4 sin -
V2(cos @ + icos ), ahol p = 5 111—2”, 119—;, ill. ¢ = 45°,165°,285°. Algebrai
alakba is felirhato az eredmény, hisz a 7-hez tartozé gyok 1 + ¢, a masik két
gyok példiul a harmadik egységgyokokkel vald beszorzas utjan kaphatd meg:

R R R )

Kalkulatorral legalabb négy tizedes pontossaggal szdmolva 2 + i, —2 — 1
adoédik. A kovetkezd meggondolés szerint — amely barmely komplex szam
négyzetgyokének kiszamitdsara hasznalhatéo — ezek pontos értékek. Legyen
u? = (x + yi)2 — 2z, akkor 22 —y? = 3, 2zy — 4, az utobbibol y — %, és
ennek felhasznalasaval — z*—322—4 = 0 adodik, amib6l, 27, =4, a3, =
—1, s mivel z valoés, ez utobbi hamis gyok. Tehat z1 =2, x9 = -2, 1y =
1, 1y = —1; a megoldas: 2414, —2—1.

3+ 4i, —3 — 44, lasd az el6z6 feladat megoldasat.
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163.

164.

165.
167.

168.

169.

170.
171.

172,

173.

Az {/c"z = ¢z egyenléség mindkét oldalan n kiillonb6z6 szam szerepel, és
mindkét oldal n-edik hatvanya c"z, igy az egyenl&ség valoban fennall.

2
b b?
Ekvivalens atalakitdsokkal (2 + — | — —— + S =10, és ebbol
2a 4a2  a
b b2 — 4ac . .
zZ+ % - T adodik.
o ) b2 —4ac  Vb% —4ac . —b+ Vb? — 4ac
Az el6z6 feladat szerint = gy 2 = .
4a? 2a 2a
21— 2+1, 29— —2-+1. 166.21 — 1 +2¢, 20— 1+1.

z21=—-3+1, 20=-2+1.

1420+ (1 -2 +8i  —14+2i+v/=3+4i
- 5 -

21,2 — 5
—1+2i+(1+2¢

. +’2(+2), = 2% oz — —1.

A Moivre-képlet és a binomialis tétel alkalmazasaval kapjuk, hogy

cos 5z + isin bz — (cosx + isinz)’ —

cos®z — 10cos® zsin® x + Hcoszsinz + i(5 cos* rsinz — 10cos® zsin® z +
)

sin’ ).

Amibél

cosbz = cos’z — 10cos® z(1 — cos®z) + Seosz(l — cos®> x)? = 16cos’ x —

20 cos® x + 5cos .
l. az el6z6 feladat megoldasat!

l.megoldas: A 161. feladat megoldasaban leirt modon —1 + 47 és 1 — 4a.
2.megoldas: Legyen —15—8i = 17(cos p-+isin p), ahol cos ¢ = —% és sinp =
—18—7, << 377T(< 2m). A —15 — 8i szAm négyzetgydkei: +£v/17(cos § +
.. . . o 1 . . 4 e
ising). Mivel § < £ < 7, ezért cos § = — 5 ¢ sin % = T Ezekbdl a
négyzetgyokok: —1 + 47 és 1 — 44.

Ha z; = 0 vagy zo = 0, akkor a zjz29-
hoz tartozo helyvektor a 0. Ha z1, 290 #£
21% z
0, akkor 12| = M,
|22 1
argumentuma i és 29 argumentuma
2, akkor z1z9 argumentuma @i + .
Ezek alapjan a szerkesztés menete a
kovetkezo abrarol leolvashato.

tovabba ha z;

Ha két komplex szam egyenld, akkor
abszolut értékiik is, ezért |z|(|z["~! —
1) = 0. Ebbdl kovetkezik, hogy |z| =0
vagy |z|""! =1, azaz z = 0 vagy |z| =
1. Az eredeti egyenlet mindkét oldalat z-vel megszorozva, a z # 0 esetben
az |z|? = 2" egyenletet kapjuk. Ebbél a |z| = 1 miatt 2""! = 1 adodik.
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N 2k 2k
Osszegezve, az egyenlet megoldasai: 0 és a cos T + 7sin m (k =
n-+1 n+1
0,1,2,...,n) (n+ 1)-edik egységgyokok.
174. Jeloljiik az Osszeget s, j-vel. Konnyen belathato, hogy
e —ef (k=0,1,...,n), ezért s, ; — 1+e{+e%3+--~+61”. Ha e] — 1,
. 1— Jyn+1 1— n+1yj
akkor sn; — n 1. Ha el # 1, akkor sy, — )" 1= (G )
Y ’ 1—e 1—e
1-1
1—e

1 2
(n+ )2(n+ ) Ha e # 1, akkor 1 + 2¢e +

324t nt e = 1rete bt tet ettt
1— n+1 1—en 1— 2 1—
(@ e et = 16 e ‘ +-~-+e"‘11—e+e”1 © =
—e —e —e —e
1 2 ny __ 1 n+1
(Lt ete+ 1+e) (n+ De Mivel 1 +e+e?+---+e?=0és e,
—e
i i . n—+1
ezért a végeredmény -1
e

175.Ha ¢ = 1, akkor az Osszeg:

176.|(1 + )23 +iz| < [(1+ )23 + liz] = |1+ ][22 + |ill2] = V2|z]® + |2] <
V() p<a e

177. Az egyenlGség bal oldalat frjuk fel trigonometriai alakban.

178. Az egyenlGség bal oldalat irjuk fel trigonometriai alakban.

179.Irjuk fel az (1-+4)" kifejezést a binomialis tétel segitségével. A keresett Ssszeg:
23 cos Zj (I. a 177. feladatot!).

180. A keresett dsszeg: 272 sin %ﬂ (1. az elgbbi feladatot!).

181. Hasznaljuk fel, hogy a —1 komplex n-edik egységgyokeinek 6sszege 0. Tovabba
azt, hogy ha n paratlan szam, akkor a komplex egységgyokok a komplex
szamsikon olyan szabalyos m-szog csucsai, amely kozéppontja a 0, koriilirt
kore egységsugari és szimmetrikus a valos tengelyre. Ezeket az észrevételeket
alkalmazzuk az n = 11 esetre.

182.1.. az el6z6 feladat megoldasat!

183.L. 181. feladat megoldasat!
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