7. fejezet

Sorozatok

A sorozat fogalma

D 7.1 Sorozaton olyan fiiggvényt értiink, amelynek értelmezési tartomdnya a nem-
negativ egész szamok halmaza vagy annak valamely valodi végtelen részhalmaza. Az n
nemnegativ szamhoz rendelt elemet a sorozat n-edik elemének nevezziik.

Ebben a fejezetben értelmezési tartomanyként legtobbszér a pozitiv egész szamok hal-
mazat (N) tekintjiik, azaz altaliban [ap| az  a1,a9,...,ap,... sorozatot jeloli. (Ezért
a feladatoknal csak akkor adjuk meg az értelmezési tartoményt, ha ettdl eltériink.)

D 7.2 Ha megadjuk a sorozat els6 néhany elemét s azt a szabdlyt, ahogyan az n-
edik elemet az el6z6ekbdl megkaphatjuk, akkor azt mondjuk, hogy a sorozatot rekurziv
definicioval adjuk meg. Szokds ebben az esetben rekurziv sorozatrol beszélni.

D 7.3 Ha |ay]| C R, akkor valés szdmsorozatrél, ha pedig [ay| C C, akkor kom-
plex szamsorozatrél beszéliink. Ha minden egyes n nemnegativ (illetve pozitiv) egész
szamhoz a siknak vagy a térnek egy-egy Py, pontjét rendeljiik, akkor pontsorozatot (|P,])
kapunk. Hasonléan beszélhetiink vektorsorozatrél vagy fliggvénysorozatrél is. Ebben
a fejezetben i mindig a képzetes egységet jelenti.

Feladatok

Irjuk fel a kovetkezs sorozatok elsé 6t elemét:

_Tb—l B (_l)n

1. anm, 2. ap =1— —

3. an=Vn+3—vn-3, 4. an:sin%r7

5. ap=1+3+ -+ (2n—-1), 6. ap=n-+(n+1)+ -+ 2n,
" (1) Lk

T S, T S
k=1 k:]_(k_l)
L i—1\"

9> ankzl jzly : 10° an(i+1> neN,
i—1)3n

11. an(Qn) n € N.



7. Sorozatok — Metrikus tér

Adjunk meg egy képletet vagy utasitast, amelynek segitségével képzett sorozat kezdd ele-
mei megegyeznek a kovetkezs feladatokban felirt elemekkel:

12. 2.4.6,..., 13. —13,-18,-23,-28,...,
14. 0,3; 0,33; 0,333;..., 15. —0,1; 0,01; —0,001;...,
16+ 0,235 0,235235;. .., 17. 2, 1,5; 1,25 1,125;...,
18. 0,2,0,2,0,2,..., 195 —1,-1,1,1,—1,—1,...,
2 10 17 2 1 1 11 1 1
20. 7a§770777776"'7 21°* D) a) YT arartrar gttt
3°8 13718 23 2° 2 272 2" 2
1 1 1
° L L L C e
22! 1,2,2,3,3,4,4,..., 23. i,—i,4,—1,...,
gqr ( V3I—1 VBl VBi-1 V3i+l
. ) 92 y 92 ) 2 y 2 sy

252 1,i—1,-2:,2(i +1),—4,—4(: — 1),8:;,—8(i + 1),....

Irjuk fel az alabbi, rekurziv képlettel megadott sorozatok els6 6t elemét:
26. a1 =-1lésap=—-4—-3an_1, n=23,4,...,

272 a1 =2¢sa,=3— 3 , n=23.4,...,

anp—1

ap—1 — ap—2
2 b
, 1 .
29, ag=1lésap=ayp_1+ , meNT,
an—1
30. zO:—lészn:z%_1+i, neNT,
31. zO:(1+i)2észn:zZ_1+l+i, neNT,
322 rg=1i, r1=j, rp=r,_1Xrp_9, n=234,...,

28. a1=1, ars=2¢ésay= n=23,4,5,...,

33‘ I'O — i7 ry :ja ry = k7 rn = (rn73rn72)rn717 n = 3747 57 e

Metrikus tér

D 7.4 Ha az M # () halmazhoz hozzarendeliink egy, az M 2 halmazon értelmezett valos
értékii d fiiggvényt, amely minden a,b,c € M elemre teljesiti a

d(a,b) >0, és d(a,b) =0<=a=0,
d(a,b) = d(b,a) (szimmetria tulajdonsag),
d(a,b) + d(b,c) > d(a,c) (haromszig-egyenlGtlenség)

feltételeket, akkor azt mondjuk, hogy az M halmaz a d tavolsagfiiggvénnyel (metrikaval)
metrikus teret alkot.

T 7.5 A valos szamokbél 4116 n elemii sorozatok (pontok) R"™ halmaza a

d(A,B) = /(a1 —b1)2 + (ag —b2)2 + - + (an — bn)?

(A = (a1,a2,...,an), B = (b1,ba,...,by)) tavolsagfiiggvénnyel metrikus teret alkot, ahol
d(A, B)-t az A és B pontok tavolsdgdnak szokas nevezni.
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7. Sorozatok — Metrikus tér

D 7.6 Legyen M metrikus tér a d tavolsagtiiggvénnyel. Az M valamely nemiires H
részhalmazéat korlatosnak mondjuk, ha van olyan O € M és van olyan v € R, hogy
a d(O,P) < v egyenlbtlenség a H minden P elemére teljesiil. v-t a H halmaz egy
korlatjinak nevezziik.

D 7.7 A H valos szamhalmazt feliilr6l (alulrél) korlatosnak nevezziik, ha van olyan
v valos szdm, hogy a H minden x elemére x < v(x > v) teljesiil, és barmely ilyen tulaj-
donsagu v szamot a H fels6 (als6) korlatjanak neveziink.

T 7.8 Feliilr6l korlatos H halmaznak van legkisebb fels6 korlétja (szuprémuma), alulrél
korlatos H halmaznak van legnagyobb alsé korlatja (infimuma). (Jelolés: sup H,inf H.)

T 7.9 Valés szamhalmaz akkor és csak akkor korlatos, ha alulrél és feliilrél is korlatos.

T 7.10 Az RF metrikus tér valamely ponthalmaza akkor és csak akkor korlatos, ha a
halmaz elemeinek koordinataibol alkotott szamhalmaz korlatos.

D 7.11 Az M metrikus tér A pontjanak 0 sugarii kbrnyezetén (ill. teljes kdrnyezetén)
azoknak az M-beli X pontoknak a halmazat értjiik, amelyek eleget tesznek a0 < d(X, A) <
d (ill. d(X,A) < J) egyenlstlenségnek, amelyben 6 adott pozitiv valés szam.

D 7.12 Legyen H az M metrikus tér tetszéleges részhalmaza. Ha az M-beli P pontnak
van olyan teljes kornyezete, amelynek minden pontja H-hoz tartozik, akkor azt mondjuk,
hogy P a H belsé pontja. Ha P-nek van olyan teljes kirnyezete, amelynek metszete H -
val iires, akkor P-t H kiilsé pontjanak nevezziik. Végiil, ha P barmely teljes kérnyezete
tartalmaz H-beli pontot is, de H-n kiviili pontot is, akkor azt mondjuk, hogy P a H
hatarpontja. A H halmazt zartnak hivjuk, ha minden hatarpontjit tartalmazza, és
nyiltnak, ha egyetlen hatarpontjit sem tartalmazza. Példaul minden |a,b| zért ((a,b)
nyilt) intervallum az R metrikus tér zart (nyilt) részhalmaza, ha a,b € R. (A (—o00,00)
intervallumnak és az iires halmaznak nincs hatirpontja, igy ezek zartnak és nyiltnak is
tekinthetdk.)

Feladatok

34 Mutassuk meg, hogy a komplex szaimok C halmaza a d(u,v) = |[u—v| (u,v €
C) tavolsagfiiggvénnyel metrikus teret alkot.

357 Legyen M = {i,j,k} és d(a,b) = |a x b| (a,b € M). Bizonyitsuk be, hogy
M a d tavolsagfiiggvénnyel metrikus teret alkot.

367 Mutassuk meg, hogy a kozonséges haromdimenzios tér valamely H ponthal-
maza akkor és csak akkor korlatos, ha a H minden pontja egy O (origo)
kozépponta géomb belsejébe esik. A komplex szadmok C metrikus terének
valamely H részhalmaza akkor és csak akkor korldtos, ha van olyan v valds
szam, hogy a H minden z elemére |z| < v.

37 Mutassuk meg, hogy komplanaris egységvektorok halmaza a vektori szorzat
abszolit értékével metrikus teret alkot, ha a kollinearis vektorokat egyenl6knek
tekintjiik.

38 Bizonyitsuk be, hogy az R? halmaz metrikus teret alkot a

d(A, B) = \a1 — bl‘ -+ |CL2 — b2| (A = (al,ag),B = (bl,bg))
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7. Sorozatok — Sorozat hatarértéke; konvergencia és divergencia

metrikival. Abréazoljuk az (1,0) pont 1 sugart (teljes) kdrnyezetét.
39. Bizonyitsuk be, hogy az R? halmaz metrikus teret alkot a

d(A, B) = max{|a1 — b1|, |a2 — b2|} (A = (al,aQ),B = (bl,bz))

metrikaval. Adjuk meg az (1, —1) ponttol 1 tavolsagra 1évé pontok halmazat.

407 Legyen A a valos szamok egy alulrél korlatos nemiires halmaza. Igazoljuk,
hogy ha B = {—xz; x € A}, akkor inf A = —sup B.

41 Felhasznalva a Cauchy-Bunyakovszkij egyenlStlenséget (1. 1.85 feladatot),
bizonyitsuk be a T 7.5 tételt.

42" Legyen X tetszileges végtelen halmaz. Barmely p(€ X) és g(€ X) esetén

legyen
1, ha ;
d(p,q){o hag;ég_

Bizonyitsuk be, hogy X a d metrikdval metrikus teret alkot.
43> Adjuk meg az el6z6 feladatbeli metrikus tér nyilt és zart részhalmazait.

Dontsiik el, hogy a kovetkez6 d fliggvények metrikik-e R-en:

44* d(z,y) = (z —y)?, 457 d(z,y) = \/|z -yl
z —y|
46. d(x,y) = 2 — 2, 47. d(x,y) = | .
(z,y) = |27 — 7 (z,y) T r—
Vizsgéaljuk meg az alabbi sorozatokat korlatossag szempontjabol:
n+1 n+1 n—1
48° P,(——,n), 49> P, , ,
n( n2 n) n om n )
-1 1
50. Pn(7n2n+ T [ - ), 51. P,(sinn,cosn, ﬁ)’
1+i\" .
52F 2z, = <\/§> , 537 zo= 1,2z, = (1 +1)zp—1,
n—1, n . n2—1 . . sinn
54. v, — i+ 55° v, +j+ k.

= 1
n2+n+1

n \/n2+1']’

Sorozat hatarértéke; konvergencia és divergencia

D 7.13 Metrikus térbeli pontsorozat hatarértékének a tér olyan pontjat nevezziik, ame-
lynek barmely teljes kornyezetén kiviil a sorozatnak legteljebb véges sok eleme van. (Jel6lés:
limy, 00 Ap = A vagy Ap, — A.) Ez azt jelenti, hogy az M metrikus tér | Ay | pontsorozatanak
hatarértéke az M-beli A pont, ha barmely ¢ pozitiv valos szimhoz van olyan ngy valos szam,
hogy ha n > ngy, akkor d(A,,A) < €. Az ilyen ng-t az e-hoz tartozé kiiszobszamnak
nevezziik.

Specialisan az a szdmot az |ap| szdmsorozat hatarértékének mondjuk, ha barmely € pozitiv
valés szamhoz van olyan ngy valés szdm, hogy ha n > ny, akkor |a, —a| < . A vektor-
sorozat hatarértéke hasonléan definialhato.

Egy sorozatot konvergensnek mondunk, ha van hatarértéke, s divergensnek, ha nincs.
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7. Sorozatok — Sorozat hatarértéke; konvergencia és divergencia

D 7.14 Sorozat részsorozatain azokat a sorozatokat értjiik, amelyek a sorozatbdl véges
vagy végtelen sok elem elhagyéasaval allithatok el§ és a megtartott elemeket eredeti sor-
rendjiikben vessziik figyelembe.

T 7.15 Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens, s hatarértéke ugyanaz, mint
az eredeti sorozaté.

D 7.16 Legyen |Ay| az M metrikus tér egy pontsorozata. Az |Ajp| sorozat torlédasi
helyének (torlodasi pontjinak) nevezziik az M minden olyan pontjat, amely az |Ap)|
valamely részsorozatanak hatarértéke. (Ez azt jelenti, hogy konvergens sorozatnak egyetlen
torl6dasi helye van, s ez a sorozat hatarértéke. Megjegyezziik, hogy az allitas megforditisa
nem igaz.)

T 7.17 (Bolzano-Weierstrass-tétel) Az R¥ metrikus tér minden korlatos sorozaténak
van konvergens részsorozata. (Minden korldtos szamsorozatnak illetve vektorsorozatnak
van konvergens részsorozata.)

T 7.18 (Cauchy-féle konvergenciakritérium) Az R* metrikus tér [A,] pontsorozata
akkor és csak akkor konvergens, ha barmely € pozitiv valés szimhoz megadhaté olyan ng
valos szam, hogy ha m,n > ng, akkor d(An,, Ayp) < €.

Feladatok megoldasaban sokszor jobban alkalmazhaté a kiovetkezd ekvivalens megfogal-
mazas:

Az R¥ metrikus tér [An| pontsorozata akkor és csak akkor konvergens, ha barmely e
pozitiv valés szimhoz van olyan ng valés szam, hogy ha n > ng, akkor d(An, Anip) < €
minden p pozitiv egész szamra teljesiil.

D 7.19 A valés |ayn| szdmsorozatrél akkor mondjuk, hogy végtelenhez divergal, ha
barmely k pozitiv valés sziamhoz megadhaté olyan ng valés sziam, hogy ha n > nyg,
akkor ay > k; s akkor mondjuk, hogy minusz végtelenhez divergéal, ha barmely k
negativ valés szamhoz van olyan ng valos szdm, hogy n > ng esetén a, < k. (Jelolések:
im0 ap, = 00 vagy a, — oo, illetve lim,_, ay, = —o0 vagy a, — —00.)

T 7.20 Végtelenhez divergalé sorozat minden részsorozata végtelenhez divergal; minusz
végtelenhez divergilé sorozat minden részsorozata minusz végtelenhez divergéal.

Feladatok

A konvergencia definicioja alapjan bizonyitsuk be, hogy az alabbi feladatokban
megadott [ay] sorozat a-hoz konvergal, azaz minden pozitiv e-hoz adjunk meg egy
ng kiiszobszamot. Hanyadik elemtdl (ng) kezdve esnek a sorozat elemei az a szam
r sugari teljes kornyezetébe?

. 2n —1 9 1 6
56. an:72n+1, a=1, r=10"", 57. an:m7 a=0, r=10"9,
n+2 1 1 1 99
an 37’1,—8’ a 37 r 9007 an 9 a JT )
4m 1 1 n+1
60.D an:m, a:§, ng, 6].D an:1g72,a:0, T:1g17002,



7. Sorozatok — Monoton és korlatos sorozatok, miiveletek sorozatokkal

n+4 2 2
62. Ay = \/T’ a = 1, r = 07 1, 63. an — 1“1’(—1)”37, a — 1, r = —31005

—-1)"+4 4
64.D an: ()47 a = =, T:10_2,
5n + (—1)n-1 5
n

65" a, a=0, r=10"3

nd 4+ 1’

66 Bizonyitsuk be, hogy ha az R™ (m € NT) metrikus tér valamely korlatos
sorozatanak egy torlodasi helye van, akkor a sorozat konvergens.

67> A Cauchy-féle konvergenciakritériumot (T 7.18) felhasznélva mutassuk meg,
hogy az a, — Y71 k~! sorozat divergens.

68> Konvergens-e az |a,| sorozat, ha teljesiti a kovetkezg feltételt: Minden pozitiv
€ valos szam esetén van olyan ng kiiszObszam, hogy ha n > ng, akkor
lan+1 — an| < e.

Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi sorozatok végtelenhez divergalnak. Milyen ng
indext6l kezdve lesznek a sorozat elemei nagyobbak az adott k pozitiv szamnal?
(Lehetdleg a legkisebb ilyen ni-t adjuk meg.)

n—1
69. Ay — lg(n + 1), k= 10, 702 Ay — m, k= 999,
> TLZ
71. = k = 20.
fin n+1’

Monoton és korlatos sorozatok, miiveletek sorozatokkal

D 7.21 Az|ap] valés szamsorozatrol azt mondjuk, hogy monoton névekvd (csokkend),
ha:

ny <ng == anp, <ap, (N1 <ng—= an, > an,);
szigortian monoton névekvé (cs6kkend), ha:

ny <ng = an, < an, (N1 <Ny = ap, > an,).

T 7.22 Monoton névekvd feliilrél korlatos sorozat konvergens, mégpedig legkisebb felsG
korlatjahoz konvergal. Monoton csékkend alulrél korlatos sorozat szintén konvergens, s a
legnagyobb alsé korlatjahoz tart.

D 7.23 Két szamsorozat (vektorsorozat) 6sszegén, kiildnbségén, szorzatan, hanyadosan
azt a sorozatot értjiik, amelynek n-edik eleme a két sorozat n-edik elemének GOsszege,
kiilonbsége, szorzata, hanyadosa. (Megjegyezziik, hogy a hanyadossorozat n-edik elemének
akkor van értelme, ha a nevezd nem (.)

T 7.24 Korlatos szamsorozatok dsszege, kiilénbsége és szorzata szintén korlatos.

D 7.25 Egy szdmsorozatot (ill. vektorsorozatot) nullasorozatnak neveziink, ha hatarértéke
0 (ill. 0).

T 7.26 Egy szamsorozat akkor és csak akkor korlatos, ha barmely nullasorozattal képezett
szorzata szintén nullasorozat.
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7. Sorozatok — Monoton és korlatos sorozatok, miiveletek sorozatokkal

T 7.27 Ha a valos |ap| szamsorozatra lim, . |an| = oo, akkor lim, . a,, L' — 0. Ha
pedig limy,_,ocan, = 0 és van olyan m valés szam, hogy n > m esetén a, > 0, akkor
limy, 00 ay, 1 — so0; mig ha van olyan m valos szam, hogy n > m esetén a, < 0, akkor
limy, o0 a;l = —o0.

T 7.28 Barmely [ay, + iby| komplex szdmsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha az
[an] és [by] valos szamsorozatok konvergensek.

T 7.29 Ha az [ay] és [by] (komplex vagy valos) szdmsorozatok konvergensek, akkor:

lim (ap £by) = lim a, £ lim by;  lim (apby) = lim a, lim by,
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

lim cap =c lim ap,
n—oo n—oo

Jim_af = ( lim_ay)¥ (k€ NT);

ap  limy oo apn I 1 1
T m — = —
n—oo by, limp—oo by 700 b,  limy—oeo by

. YT S
nh_}rrolo Yan ,/nh_)néoan,haan > 0.

,hanlgrgo bn, # 0;

T 7.30 ("Renddr-elv") Ha [ay], [bn], [cn] olyan valés szamsorozatok, hogy

lim ap, = lim ¢, = h,
n—oo n—oo

és van olyan ngy valés szam, hogy n > ng esetén an, < b, < ¢, , akkor a |by| sorozat is
konvergens, és limy,—,oc by, = h.

T 7.31 Ha az |ayn| és |bp| sorozatok konvergensek, és van olyan ng valos szim, hogy
n > ng esetén an < by, akkor limy o0 ap < limy— o0 by

T 7.32 Végtelenhez divergdlo sorozatok Gsszege és szorzata szintén végtelenhez divergal.

T 7.33 Végtelenhez divergalé |an| sorozat és tetszéleges alulrél korldtos |by| sorozat
Osszege végtelenhez divergal. Ha van olyan ng valdés szam, hogy n > ng esetén an > 0,
akkor a sorozatok szorzata is a végtelenhez divergal.

T 7.34 (Bernoulli-egyenlétlenség) Ha h > —1, akkor az (1-+h)™ > 1+-nh egyenlGtlenség
minden n nemnegativ egész szamra teljesiil.

T 7.35 Haq € C és|q| < 1, akkor lim,,—,o0 ¢ = 0.
T 7.36 Barmely pozitiv q szdmra: limy, o0 {/q = 1.

T 7.37 limy—oo ¥/n — 1.

T 7.38 Az R* metrikus tér Py (1, on, - .., Ty) pontsorozata akkor és csak akkor kon-
vergens, ha az elemek koordinataibol 4116 |x1y], [xon], - - -, |TEy,]| szémsorozatok kiilén-kiilon
konvergensek; mégpedig limy, oo Pp, = Py(x10, 220, - - -, Tro) akkor és csak akkor, ha
limn—>oo $]'n = (leo (] = 1, 2, ves ,k).



7. Sorozatok — Monoton és korlatos sorozatok, miiveletek sorozatokkal

Feladatok

72" Legyen |a,| valos nullasorozat, ng egy rogzitett pozitiv egész szam, [by,| pedig
olyan valds vagy komplex szamsorozat, amelyre |b,| < a,, ha n > ng. Bi-

zonyitsuk be,hogy [by] is nullasorozat.
n

732 Bizonyitsuk be, hogy barmely z komplex szamra: nhnolo - = 0.
—00

740 Bizonyitsuk be, hogy barmely nemnegativ egész k-ra és 1-nél nagyobb a-ra:

lim — =
n—oo gl
nk
750 Mutassuk meg, hogy minden nemnegativ egész k-ra: nhngo - = 0.
—0o0 nl

76 Bizonyitsuk be, ha |¢| < 1, akkor lim,,_,» ng" = 0.
1
77. Mutassuk meg, hogy nh_)rgo — = 0.

Yn!
78> Legyen z € C és |z| = 1. Bizonyitsuk be, hogy a [2"| sorozat akkor és csak
akkor konvergens, ha z = 1.

Vizsgéljuk meg, hogy a kdvetkez§ sorozatoknak van-e hatarértékiik vagy torlodasi
helyeik. Mely sorozatok divergalnak végtelenhez illetve minusz végtelenhez?

sinn% 1\
790 q, — 222 80" a, — (1+> :
n

1\" 2 2
81* o, (V71 : 828 q, - "= ,
Jn on | (=1)"
1 2 3 ontl
83> 0,1,-,4,-,9,-,16,..., 84° ap, = -—
2° 037} I = gngn—1
2n+1 + (_1)n n3 1
85. a, = 2—n’ 86. a, — _m7
%, ha n = 3k;
87. a, = ”jlg”, ha n =2k + 1;
2l han=2k+2 (keNT),
2 5
> | n7, ha n < 107;
88." an = { nil hap > 100
P p—1_ ...
89° a, — agnt + ain + +ap—1n + ap aj.by € R,

bond + bynd=1t 4 - 4 bg_1n+ by’
J=0,1,....,p; k=0,1,...,q, a07é07 b07é0

90 Vizsgaljuk meg konvergencia szempontjabol a 48. — 55. feladatokban
megadott sorozatokat.

Konvergensek-e az alabbi komplex szdmsorozatok? Ha konvergensek, akkor szamitsuk
ki a hatarértékiiket. (A gy6kvonas mindeniitt valés gydkvonast jelent.)
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7. Sorozatok — Monoton és korlatos sorozatok, miiveletek sorozatokkal

2 : 2 3 2 .

—i(n? -1 Y

91-. Zn pu— n Z(n N )7 92.. Zn p— —n +n+ln’
n? —i n+1

93°* 2z, = vn+1—iyn, 94° (Vn+1-— \/_)
" / .

2 2\ "
97> 2, — (1 —9)", 98° 2z, — (COSWJrisinﬁ) :
n n
ok N " 1
99. =z, — T, 1007 z, = —_—
-3 S
101. z, = 102. z, —
o ,{;21(1“')’ - ;(H%)

Vizsgaljuk meg az alabbi valos szdmsorozatokat monotonitas, korlatossag és kon-
vergencia szempontjabol. Adjuk meg — ha léteznek — a sorozatok hatarértékét,
infimumat és szuprémumat.

103 2n —1 104° 5n — 2
fa, — —— *a, =
"3 U "5 —10n
n? +1 on? — 1
1050a, — —, 106. a, — ————,
n(n+ 1) n?+n+1
1_5n+2 In
107. - 108°%a, — ———
an 5 ; Qp, m,
n! n? ha n = 2k;
> " — I 9
109. CLn - n27 110. a/n {ngl’ ha n — Zk N 1
k" 1
lll?an:—' (keN*), 112.*an:1+(—1)”n+ ,
n. n
1+2+---+4+n 2(—=1)"
113%a, — 114> q,, =
)0+ 10) Y1
115%a *zn:i 116. a *i) (n>3)
o« Un — 5]€’ « Up — 70 = y
2 _Qq.yn n
117. a :u 118%a, — 42"+ 1
"on2 640 " n+2n’
2n 1 1
1192a, = sin —, 120%a, —

3n+17 n vn(vnt —1—n)
Dontsiik el, hogy az alabbi valos szadmsorozatok konvergensek vagy divergensek.

Ha konvergensek, akkor hatarozzuk meg a hatarértékiiket; ha divergensek, akkor
nézziik meg, divergilnak-e végtelenhez, illetve minusz végtelenhez.

1 3 1 20n? —1)% — 1)
121%a, — 000n° + 20n 7 122. 4, — (n—1)°—=(n+1) 7
0,001n4 + 100n2 (n+1)2+ (n—1)2
2 1\°
123°%a, — 0 _nre 124.°an<n+ > :
1+ (=1)"5n%2 n+3 2n—1
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7. Sorozatok — Monoton és korlatos sorozatok, miiveletek sorozatokkal

125° (=2)" + 3" 126 n!
< a — « s —
B O e "ol (a1
. Vn3 + 2n + 1 21 4 /n
127.an::4—4%qu447, 128. a, = PRV A
/) o3 1 — 52
129. an = u; 1300a, = 2” + n 7
n+vn®+1 9?13 Bnil
. gy — , R — :
" BnS 2+ /nT 30 LT e S WY |
« an = ) . Ay — ,
b Vnb +1 n NCES
. (n—1)(n—2)(n —3)(n —4)(n —5)
135%a, = (5n 1) :
1 2 1—2 m—1) =2
1367 a, = i n++2 L —g, 137%a,, = T ;(;1 ) n
138?an:—2+72++n2 , 139. a, = + + 3+TL(TL+ )’
n n n n

. 1 12 22 n—1\2
140.anzﬁ <a+n) +<a+n> +--~+(a+ n ) , a €R,

l+a+a*+ - +a"
1410, = 5y lal bl < 1.

(2 + n)t00 — plo0 _ 200,% 1 1 1
142%a, = 143°%q, — — 1+~ ...
fin n%® 102+ 1 T2 e T amy
144%a, — V2V2¥2... 2V/2,
1457 ! L L L !
Ta _— PR ,
v \VI+V3 V35 Von—1++2n+1
1462 a, — n2(n — \/n2 1 1), 147%a, = \n2 +n+1—n2—n+1,
148%a,, — \/n2 —n3 + n, 149. a, = Vn+ 1 — ¥/n,
vn?24+1—n
150%a, = —— o~
vn+1—4/n
e (1-4-9—---=(n-6))(Vnt—n3—Vn!+nd)
151%a, — - :
n
2 4 3712y — /A2 — 1
152%a, = inn!,
an 2730 nZ 3—n sinn
) 3 2 1 = p4 31
158%a, — n-+vnd +n?+ vnt+n

Vnd +nt +2n —nd —nt 2

n . n 1
154l>an:3—n, 155°a, — ”1+E’
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7. Sorozatok — Valds szdmsorozatok hatvanya, logaritmusa
° 3n2 2 > n 2
156%a, — “/n2 +2n + 4, 1575 {/5n2 — 30n + 21, n>2,

m—1
158. ay, — 2,"/22?, 159%a, — "/n, n>2,

np p—1 ... _
160° " ao +ain + +ap ln+ap; aj,bk €ER
bond +bind=t + -+ + by_1n + b,
F=0,1,. .. k=0,1,....¢: D5y
bo

Valos szamsorozatok hatvanya, logaritmusa

D 7.39 Az [anlvalo’s szamsorozat |by] valés kitevGjii hatvanyanak nevezziik az [alr]
sorozatot, ha a, legfeljebb véges sok elem kivételével értelmezve van a valoés szamok
korében. Ha ay, legfeljebb véges sok elem kivételével pozitiv, akkor az [lnay| sorozatot
az |ap| sorozat természetes alapti logaritmusanak nevezziik. (Természetesen mas alapt
logaritmusok is értelmezhetdk.)

1 n
T 7.40 Az Kl + ) } sorozat konvergens (a hatarértéket e-vel jeloljiik), azaz
n

n
lim <1 + 1> — e — 2,718281828459045.. . ..

n—00 n

T 7.41 Barmely [ay] valos szamsorozat esetén lim,, .o an, = a akkor és csak akkor, ha
limy, oo e = e* (a € R). Bdrmely |ay| pozitiv elemii sorozatra és a pozitiv valos
szamra

limy,— o0 an, = a akkor és csak akkor, ha limy,,_, Ina, = Ina.

T 7.42 Legyen limy, oo an = a és limy_,o0bp, = 0. Ha 0 < a < 00, —o0 < b < 0
akkor limy,_,~o a,b{L —a’. Ha0<a<1 b= vagy 1 < a < o0, b= —o0 vagy
a =00, —00<b<O0Ovagya=20 0<b< oo, akkor lim,_.~ a,bl” = 0. Abban az

esetben, ha 0 < a <1, b= —-ocovagyl <a<oo, b=oo0vagya=o00, 0<b<o0
akkor limy, a%" = 00.

(Megjegyezziik, hogy az a = oo, b =0 valamint aza =1, b=+oc0ésaza=0, b=0
esetekben tovabbi vizsgalatok sziikségesek. a < 0 esetben 4ltaldban nem értelmezhetdk a
hatvanyok a valos szamok korében.)

Feladatok

k n
161°” Bizonyitsuk be, hogy barmely k egész szamra nlirgo (1 + > — ek
= n

162° Bizonyitsuk be, hogy ha [a,| (a, € NT) olyan sorozat, hogy lim,, . a, =
AN
oo, akkor lim (1 + ) — (ke z).
n—oo

an
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7. Sorozatok — Valds szdmsorozatok hatvanya, logaritmusa

163" Bizonyitsuk be, hogy barmely p € Z és q € N (azaz barmely % racionalis
szam) esetén lim |1+ = | = eq.
n—oo n

1647 Legyen |a,| végtelenhez és [b,] minusz végtelenhez tartd szamsorozat. Bi-

an bn
zonyitsuk be, hogy lim (1+ T) = lim <1 + br) —¢ (reR)(A
- Qn n

n—oo

161. — 163. feladatok altalanositasa.)
an
1652 Bizonyitsuk be, hogy ha lim |a,| = oco, akkor lim (1 + T) =e"
n—00 n—00 an
(r € R).

1667 Bizonyitsuk be, hogy ha 0 < lim, .ocan, = a < 00 s —00 < limy, o0 by, =
b < 0o, akkor lim,, .o a%” — ab.

Konstrualjunk olyan [a,] és [b,] sorozatokat, hogy nlggo ay = 00, nlggo b, = 0 és

167?7}13010 apb, =7 (r € R), 168> lim anby, — 00,
IGQPHIE& anb, = —o0, 1707 hm abn =r (rem"),

1712 lim a’" = oo.
n—oo
Konstrualjunk olyan |a,]| és [b,]| sorozatokat, amelyekre nll_{rolo an = 1, nlLrgo by, =
o0 €5
1727 lim o’ —r (reR"), 173" lim a’ — .
n—oo n—oo
Konstrualjunk olyan |ay] és |b,] sorozatokat, amelyekre lim,, oo a, = 0 (a, > 0),
lim,, 00 by, = 0 és
1747 lim o’ =7 (r >0), 1752 lim o’ = oo.
n—oo n—oo
176" Bizonyitsuk be, hogy ha a,, >0, lim, .o a, — 0 és lim, ., b, = oo, akkor
limy, o0 a,® = 0.
A T 7.41 tétel és a 161. — 166. feladatok alkalmazasaval szamitsuk ki a
kovetkezd sorozatok hatarértékét:

277/
L\" 3n — 1\2"
177%a, — (1+ (= L 178%a, = (1+ . 179P ( ) 7
w1 (5)) amra = (1 g) s amere = (G55
n—2\" n —1\?"1 1\"
180?an< ) , 181?an( > , 182.‘an<2—) :
n n "
1\" 2"+ 3 n?—n+1
183. =|1-— 184. = 185. =
Gnp ( n2) ) ap — <2n+1> ) Gnp <7’L2+TL+1> )
3 1 4n—2
186. a, — (/3n* +2n— 1 — /304 + n2 —n) <3:j4> ,
2_
187 n?—2n+1\" 6n+5+\/n4—n2+6—\/2n3+n—1
fa, = | 5———
" n?—2n+4 n? 1 ’
2
2 n
n”+3n+1
188%a, =n*(Ynb —n+2—\/nb+4n —4) ( —5———
an, n(\/n n -+ \/n +4n )( 2o )
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7. Sorozatok — Rekurziv sorozatok

Rekurziv sorozatok

A 189. — 202. feladatokban a sorozatokat rekurziv képlettel adtuk meg.
Szamitsuk ki a hatarértékiiket, ha létezik.
6

189?&1 — 6, an+1 — 5— —.
an
190’ Legyen a adott pozitiv szam. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges a; pozitiv
szamot valasztva az 1
a
ap+1 — 5 (an + )

an,

sorozat y/a-hoz konvergal. (Pozitiv szdm négyzetgyoke kiszamithato a fenti
sorozattal.)
191X Az el6z6 feladat altalanositasaként mutassuk meg, hogy barmely a pozitiv
szamra az
1 a
a1>0, a/n+]_:% (k—l)an“rﬁ

n

rekurzios képlettel megadott sorozat hatarértéke /a, ahol k > 2 egész szam.

1

192?@1 = aQa (6 R), Ap1 = 2a%+an, 193_‘@1 = ]_, ap+1 — ap + 0137“1’1’
n
n
194r a1 = Va,an1 = Va + an, (a>0), 195%a; =1, ap1 = -
n

Legyenek 0 < b < a tetszéleges rogzitett valos szamok. A kovetkezd rekurziv
definicioval egyszerre adunk meg két sorozatot:

an + by, 2
2 L L

ay — a, b1 = b, an+1 —

Igazoljuk, hogy
196. [a,| monoton csokkend, [b,| monoton névekvs sorozat,
197. Az a,, és a b, szdmok mértani kozepe minden n-re ugyanaz,

By
198. 0 < aniq — bpog < 2277 199. lim a, — lim b, — Vab.
2 n—00 n—00

Tekintsiik az tgynevezett Fibonacci-sorozatot: a; = as = 1, api2 = apr1 + an.
Mutassuk meg;:

200X a, = = ((Hﬁ)” . (1—2¢5)”> . 2017 lim % — Vb1

NG n—00 q,, ;1 2 ’
AC CB 5—1
202. Ha C az AB szakasz belsG pontja és OB~ AB’ akkor ez az arany V5

(az aranymetszés ardnyszama).
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7. Sorozatok — Vegyes feladatok

Vegyes feladatok

203~ Igazoljuk, hogy ha |lim, . ayp| < 1, akkor lim,_, a]' = 0.
204. [gazoljuk, hogy ha lim,,_,o a, > 1, akkor lim,,_, al’ = cc.
205 * Bizonyitsuk be, hogy minden m(€ N )-ra
R L LRIy 1
lim = .
n—00 nmtl 1+m

206.°* Mutassuk meg, hogy ha lim,, ., a, = a > 0, akkor lim,_,~ /a, = 1.
1 n

207. A 206. feladat alapjan hatarozzuk meg az [(1 + 2) ] sorozat hatarértékét.
n

1

n
208. a 206. feladat alkalmazasaval hatarozzuk meg az [(1 — k:) ] (ke NT)
n

sorozat hatarértékét.

209. Bizonyitsuk be, hogy ha minden n-re b, > 0 és lim,,_,o /b, = b < 1, akkor
lim,, o0 by, = 0.

210" Legyen a, > —1, lim, .oca, =0, k€ N —{1}. Bizonyitsuk be, hogy
limy, . m =1

" cos
211> Mutassuk meg, hogy az a, = Z T sorozat konvergens.
k=1

n

212X Bizonyitsuk be, hogy ha a > 1, akkor az a,, = Z aF 11
k=1

213X Legyenek ay, az, ..., a; nemnegativ valos szamok. Bizonyitsuk be, hogy az
[v al + af + --- + a}] sorozat konvergens, és adjuk meg a hatarértékeét.

sorozat konvergens.

214. Egy egységnyi oldalt négyzetet 9 egybevigd négyzetre bontunk, ezek koziil
a kOzéps6t beszinezziik. A mésodik lépésben a megmarado nyolc kis négyzet
mindegyikét 9 egybevagd négyzetre bontjuk, majd mindegyikben a kozépsét
ismét beszinezziik. Az eljarast folytatjuk. Mekkora lesz az n-edik 1épés utan
beszinezett részek teriiletének Gsszege? Jeloljiik s,-nel az n-edik 1épés utan
fehéren marado rész teriiletét. Hatarozzuk meg lim, . s, értékét!

215 Bizonyitsuk be, hogy minden sorozatnak van monoton részsorozata.

216X Igazoljuk, hogy Jim n(e% —-1)=1.
1
> : I
2177 Mutassuk meg, hogy 735%0”111(1 + n) = 1.

n 1
218" Szamitsuk ki az a,, — Z In <1 — l{:2> sorozat hatarértékeét.
k=2

7-14



