8. fejezet

Fiiggvényhatarérték és folytonossag

Valos fiiggvények és szemléltetésiik

D 8.1 n-valtozoés valos fiiggvényen (n € N ) olyan f fiiggvényt értiink, amelynek
értelmezési tartomanya (Dom f) az R"™ halmaznak, értékkészlete (Ran f) pedig az R-
nek valamely részhalmaza. Ha az m-et nem akarjuk hangsilyozni, akkor réviden valés
fiiggvényrdl, specidlisan, ha n = 1, akkor egyvaltozos valos fiiggvényrdsl beszéliink.

D 8.2 Az egyvaltozos valos x — f(x) (z € Dom f) fiiggvényt sikbeli derékszigi
koordi-

nata-rendszerben az (x, f(x)) koordinétdja pontok halmazaval (az y = f(x) egyenletii ge-
ometriai alakzattal) abrazoljuk, ezt az alakzatot a fiiggvény grafikonjanak nevezziik.
A kétvaltozos (x,y) — f(x,y) ((z,y) € Dom f) valds fiiggvény grafikonjanak egyenlete:
z = f(x,y), amely térbeli derékszigi koordindta-rendszerben abrazolhaté. A grafikon-
nak az x = a sikkal val6 metszete az x = a, z = f(a,y) egyenletrendszerii alakzat; x-
nivovonal. Ezt az z-nivovonalat merélegesen levetitve az yz-sikra, azx =0, 2z = f(a,y)
egyenletrendszerii grbét kapjuk. Hasonléan szdrmaztathatok az y- és z-nivévonalak, s
ezek merdleges vetiiletei az xz- illetve xy-sikra.

D 8.3 Azegyetlen egyenlettel meghatarozott fiiggvényt explicit alakban megadottnak,
réviden explicitnek nevezziik, ha a kiszamitandoé fiiggvényérték az egyenlet egyik oldaldn
magéban 4ll, azaz n-valtozos fiiggvény esetén y = f(x1,29,...,2n) (v € R, k =
1,2,...,n) alaki. Minden més esetben a fiiggvényt implicit alakban megadottnak,
réviden implicitnek mondjuk.

Feladatok

2
1. Hatarozzuk megaz f(—1), f (W) f (W) , f(4), f(6) helyettesitési értékeket,

2 3
ha
377 —1, ha —-1<z<0;
f(z) =1 tg3, hao<z<m
= hanm <z <6.
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag — Valos fiiggvények és szemléltetésiik

2. Hatarozzuk meg az f(v/2), f(v/8), f(1/Togy 1024) helyettesitési értékeket, ha

203 +1, hax <2
flx) =< L ha 2 <z < 3;

T—2

2z —5, ha3d<ux.

3. A 2oldalat ABCD négyzetet messiik el az AC atlora meréleges e egyenessel.
Legyen az A cstcs és az e egyenes tavolsaga x. Irjuk fel az A cstcsot is
tartalmazo lemetszett sikidom teriiletét = fliggvényeként. Hatarozzuk meg a

2
teriiletet, ha x = > illetve x = 2.

. Mivl e ). (1. (). o1, 10) 1, 25)20). (4.
Lo N -
f(:c)’f( ), (f(x))?, ha f(x 1+x

Az 5. — 9. feladatokban adjuk meg azt az f fiiggvényt, amely teljesiti a felirt
egyenletet:

5. flx—2)= il’ x # —1, 6. f<;>x2+1, x#0,

7> (;) v, w1, 8> f<x+;)x4£;1 x40,
9> f(a?) =1— |z,
1—

10. Adott az f(z) =log, —— T2 fuggveny Bizonyitsuk be, hogy ha a,b € (—1,1),

akkor f(a) + £(b) f(“b)

1+ ab
11> Hatarozzuk meg az f(x) = ax® + bx? + cx + d racionalis egész fiiggvény
(polinom) egyiitthatoit, ha f(—1) = 0, f(0) = 2, f(1) = =3, f(2) =
12X Hatarozzuk megaz f(z) = a+bc® (¢ > 0) fiiggvényben az a, b, c paraméterek
értékeit, ha f(0) = 15, f(2) = 30, f(4) = 90.

3 2 9
v J;(m Ir m fliggvény az x — % hely
‘/;C —_

kivételével egyenls egy masodfoki fliggvénnyel?

3 2+ br +2b
voraw et fliggvény els6foka?

132 Milyen a érték mellett lesz az f(z) =

14. Milyen a és b értékeknél lesz az f(x) =

2+x+1
Hatarozzuk meg az alabbi valos fliggvények értelmezési tartomanyat:
2
x 2z
15. 16. /b —2 170 {5
1+’ “ 22 —2x + 2’
1 10
18 —— 19. 7+ -z, 20. m,
v — |z 2| — 10
21. 1g(3z —4), 22. log,(z* — 4), 23. log,logslogy x,
24. log,(x + 2) + log,(z — 2), 25° lgcosw,

8-2



8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag — Valos fiiggvények és szemléltetésiik

22 — 51+ 6
8 dr 1 6
282 g log%(Sx —8),

26.

30.

+ In(2?® — z),
v
. In(l—z)+1

4 — x2?

32. 1

27 Ylgtgx,

29. lg(1 —lg(z? — 5z + 16)),

31. In(sin(lnz)),

1
Hatarozzuk meg az f és ? valos fliggvények értelmezési tartomanyat, ha:

33. f(z)=a®—z+1,

35. f(z)=+V2zx+1—+Vx+1,

37. f(zr) =3 —2cosz,

34. f(x) =z +Vx+2,
36. f(z) =5% -2
38. f(zr)=1-ctguz.

Hatarozzuk meg a kovetkez6 fiiggvények értelmezési tartomanyat és értékkészletét:

1

397 f(@) = 2 —cos 3z’

41° f(z) =1g(1 — 2cosz),

. i
40° f(z) = T2

42° f(z) = V2 + x — 22

Mi az értelmezési tartoméanya a kévetkezé fiiggvényeknek, ha az f fiiggvény értelmezési

tartomanya a |0; 1] intervallum?

44. f(4x),
47> f(32?%),

430 f(z —5),
46. f(2z 1 1),

45. f(_x)a
48° f(tgx).

Hatarozzuk meg az alabbi tobbvaltozos valos f fliggvények értelmezési tartoméanyat,
valamint azt a geometriai alakzatot, amely az értelmezési tartomanyt a sikbeli, il-
letve térbeli derékszogti koordinata rendszerben abrézolja:

49° /1 — a2 — 92,

51. In(zy),

53> /In(sinz cosy),

552 In(1 — 2?2 —y? — 22),

570 /(a2 + 42 — ) —a? — ),

59" ! + !
VI 1oty
61° /sinmxsin Ty,

63> In(xIn(y — z)),

65> \/— sin? x + \/— sin? 7y,

507 \/r — /7,
52. /xsiny,
1 1
54, —(— + — + —,
VRV IVE
56. V1—a22+/y2—1,
58, | L VT
2r — 22 — 92
2mxT
60. In cos —,
Yy

62° \/z—xQ—yQJr\/él—z—x?—yQ,
64. In(1 —sgn?xy),

66> 2242+ y?+e
22 —2x+y?+c’

c €R,
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag — Fiiggvény hatarértéke

1
67. \/r2—a2—y2+ , r>5>0.
\/:1:2+y2+22—52
Abrazoljuk a kovetkezo fliggvényeket:
1

68 f(x) = Vsinz, 69> f(x) =xkz,

sinz, ha —7 <z <0; —23, hax <0;

T—1° ha1<x§4, —2, ha0<x,
72F cos3xsgnsin 2z, 73> f(x) =z + Va2,
74. f(x) =cosx + |cosx|, 75. f(x) = |z + 2|z,

76. f(x)=2lx—2|—|x+ 1] + .

772 Milyen geometriai transzformaciokkal szarmaztathatok az f(x) fliggvény grafikonjabol

as f(a-a), F(@)+b, f(kz),Lf (), [ (@), f(Jo]) (a,b,k,L € R—{0}) Fiiggvémyek
grafikonjai, ha értelmezve vannak?

78 Milyen geometriai transzformaciokkal szarmaztathato az f(x) fiiggvény grafikonjabol
az I f(k(x+a))+ b fiiggvény grafikonja, ha értelmezve van? Ezek segitségével

3
abréazoljuk a /z fiiggvénybdl kiindulva a 5\/ —2x — 4 — 1 fiiggvényt.
> fiiggvényt

80X Abrazoljuk transzformacioval a cos z fiiggvénybél kiindulva a
3cosx — \/3sinz fiiggvényt.

. 1 2
798 Abrazoljuk transzformacioval az — fiiggvénybdl kiindulva a *
x x

Abrazoljuk a kévetkezs fliggvényeket:

81° |22 — 2z — 3|, 82° ||z| — 1], 83° logy |z + 2|.
Nivovonalakkal (vagy a fiiggvény grafikonjara jellemzd mas sikmetszetekkel) szemléltessiik
az alabbi egyenletekkel megadott (x,y) — z fiiggvényeket:

84° z —x? 142, 85> 22 = 2% + 2, 86> z —y? —

87. z— (z+y)? 88> z=12a%+y, 89> 22 =2 21,
90> 22 =22+ 42 +1.

Az alabbi x — y egyvaltozos valos fiiggvényeket paraméteres egyenletrendszerrel
adtuk meg. Kiiszoboljiik ki a ¢ paramétert!

91. z =23t y=6t—1t 92> v —=t2—2t+3, y=1t2-2t+1,
93. x =cost, y=sin2t, te€|0,n|, 942 x =acost,y=bsint (a,b>0),
95. z —asin®t,y = acos’t,t € |0, 5], 962 x —tgt, y—sin2t -+ 2cos2t,

a at

vie U vie

97. z=t34+1, y=1t2 98. x —

99 z=a'+a!, y=a —at (a>0).
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag — Fiiggvény hatarértéke

Fiiggvény hatarértéke

D 8.4 (Heine) Az egyviltozos valos [ fiiggvény hatarértéke az xg helyen [, ha f
értelmezve van xg valamely E kérnyezetében, és minden olyan E-beli |zy,| sorozatra, ame-
Iyre limy, o0 p =z, limp—oo f(zpn) = 1. Jel6lés: limy .z, f(x) =L

Az egyvaltozos valos f fiiggvény az xg helyen végtelenhez (minusz végtelenhez) di-
vergal, ha f értelmezve van xg valamely E kornyezetében, és minden olyan E-beli |zy|
sorozatra, amelyre lim, ooz = xg, limp—oo f(zn) = o0 (limp—oo f(zn) = —o0).
Jelolés: limg .z f(z) = oo (limg—yy f(z) = —00).

Az egyvaltozos valos f fiiggvény hatarértéke a végtelenben I, ha f értelmezve van
a oo valamely E kiérnyezetében, és végtelenhez divergdlé minden E-beli |xy| sorozatra
limy, o f(ap) = 1. Jelblés: limy, . f(z) = 1.

Hasonléan definidlhaté a minusz végtelenben a hatarérték, a végtelenben és a minusz
végtelenben végtelenhez, illetve minusz végtelenhez divergédlas.

D 8.5 (Cauchy) Az egyvaltozos valos f fiiggvény hatarértéke az xy helyen [, ha
barmely pozitiv e-hoz van olyan pozitiv §, hogy ha x benne van xy-nak ¢ sugarii kérnyezetében,
azaz ha 0 < |z — xg| < 0, akkor az f fiiggvény értelmezve van az x helyen és f(x) benne
van az | szam e sugara teljes kornyezetében, azaz |f(x) — 1| < e.

Az egyvaltozos valos f fiiggvény az xg helyen végtelenhez (minusz végtelenhez) di-
vergal, ha barmely pozitiv (negativ) k szdmhoz van olyan pozitiv §, hogy ha 0 < |x—xg| <
3, akkor f(x) értelmezve van és f(x) >k (f(x) < k).

Az egyvaltozos valos f fiiggvény hatarértéke a végtelenben [, ha barmely pozitiv e-hoz
van olyan pozitiv k szam, hogy ha x > k, akkor f(x) értelmezve van és |f(z) — ] < e.
Hasonléan definidlhaté a minusz végtelenben a hatarérték, a végtelenben és a minusz
végtelenben végtelenhez, illetve minusz végtelenhez divergélas.

T 8.6 A fiiggvényhatarérték Heine- és Cauchy-téle definicidja ekvivalens.

T 8.7
lim (f(2) & g(a)) — Jlim f(@) % Jim g(x),

T30 T—XQ
Jim f()g(e) = lim f(z) Jim o)

i 1) _ lime—a £(2) (lim g(z) £ 0),

e—zo g(x)  limg_y, g(x) w0

ha az egyenléségek jobb oldalin 4116 hatarértékek léteznek.

Feladatok

A fiiggvényhatarérték Heine- és Cauchy-féle definicidja (D 8.4 és D 8.5) alapjan
bizonyitsuk be a kovetkezd allitasokat:

3r+1 1 2_16
1008 lim 22~ 1010 lim = — 2 —
22 5x +4 2 w4 22 — 4z
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag — Fiiggvény hatarértéke

102. lim 221 5 103. lim ——— — oo,
=0 3r+9 3 21 (1 — )2
104. lim,; . log, z = —oc0(0 <a < 1), 105 }LIL% sing nem létezik.
106 Bizonyitsuk be, hogy
0, ha p < ¢q;
aoxp+a1xp’1+---+ap_1x+ap %8» ha p = g;
2% box? + byzd=L 4 - by_1T + by — ) oo, hap>qés‘g—8>0;
—00, hap>qéscb‘—8<0;
ahol p,g € N;a;,b; e R (1 =0,1,...,p; j=0,1,...,q) és ag # 0,by # 0.
107° Mutassuk meg, hogy
0, ha p < ¢;
by hap=g
aoxp+a1xp_1+---+ap7 00, hap>q,p—q:2k+2,2—g>0;
L boxd + byt~ + - by, ) oo, hap>q,p—q:2k+1,2—8 < 0;

(i

ahol k,p,q € N;a;,b; € R
0.

< 0
> 0;

hap>gq,p—q=2k+2,3
hap>q,p—q=2k+1,

ag
bo

j:0717"'7Q) es CLO?&OabO#

-5 D3

Az x megfelels hatvanyaval egyszertisitve hatarozzuk meg a kivetkez6 fiiggvényhatarértékeket:

2 1
108° lim :;ur ,
T—00 pé — 9

—4a3 + 2 — 1
1108 lim 2 T~ 1
gm0 241z —1
(22 — 3)20(3z + 2)30

2z + 120

22 Jr:L’?’Jr4x2—2
2¢ + 1 ’

1122 lim

rT—00

114> lim

T——00

1 — 222

109° Tim 2% - rtl
z——00 622 + 3x + 2’
(z+5)°+ (x+6)°+ (x+7)°
x5 + 5
z3 + 322
<x2+1 _:C>’
(x+1)(x2+2)~--(x”+1)

n+1

((nz)™ + 1)

111. lim

500 !

1132 lim

r——00

115 lim

T——00

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvényhatarértékeket (ha sziikséges, akkor az z — xg

tényezGvel valo egyszertisités ttjan):
2
r*+4xr —5
1162 lim & ** =2
=2 2 -1
22 +4x -5

1182 lim —————,
z—oo gL —1

3 1

+x—1>’

1
(2m—x2+x2—3x+2>’

1207 lim (
z—1 — 3

122. lim

r—2

2442 -5
1172 Jim & 200
z—1 -1
7 5 6 3
119” lim M7
z—0 T+ 223
1217 lim

P —1
Jr
lim —— (g eNY),

(1+z)°—1-5x
I2+$5 :

123. lim

x—0
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag — Vegyes feladatok

Szamitsuk ki az alabbi, végtelenbeli fliggvényhatarértékeket az x alkalmas hatvanyaval

valo egyszertisitése utjan:

1245 lim Y21

z—o0 1

VT + T+ Jx
V2r+1

Y

1262 lim

r—00

Vegyes feladatok

a3 a2 -3+ 2
-2 —x+1

128 lim
r—1

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvényhatarértékeket a /a + Vb =

atb

Ja+ Vb=
VotV e Va T

Trz— V1122
1340 fim VI T & - VIt

0 Jtz—1
1362 lim x(y/a? +1—2),
1382 lim ({1 - a3 + z),

140° lim ( T+ T+ VT — \/E> :

142° Iim V1+ tgac.— V1-— tg:c,
x—0 sinx

1+ /z+zx

125. lim ,
T— 00 /\/5+1
2 1 — g2 1
1278 iy VL=V EL
=00 \/IL‘4+1—\/$4+1

Vat +3 — Va3 + 4
Vol +1 '

1297 lim

r—00

a—>b
VaF Vb

azonossagok alapjan:

1
131> lim Tt

e—=1 /622 + 3 + 32’
YT +o— Y1—
1330 Jig V1 TP VI—@
x—0 xT
Ttz—+1I-
1355 Jim Y12 VI-®
1:—>0\3/1+x—\?/1—33

1872 Jim (ya2 + 1 /a2 - 1),

x 1: 4 3 2 . 3 2
1392 Jim 2% ({fa2 + 1 {fa2 - 1),

141. lim (/(z + )(z + d) — @),

143° 1 2sin?x +sinz — 1
2 lim .
e—% 2sin®z — 3sinz + 1

illetve a

Az alabbi feladatokban szerepl6 kifejezéseket ismert trigonometriai azonossagok al-
kalmazéasaval olyan alakra hozhatjuk, hogy a felirt fliggvényhatarértéket kozvetlentil
leolvashatjuk. Végezziik el a atalakitast, és irjuk fel a hatarértéket!

tgxr —sinzx cosr —sinx + 1

1442 lim >2 1452 lim : ,
z—0  sin’x z—% COST +sinw — 1
sin (x — %
1467 lim (6) 1477 lim |———2 |
T \/3 —2cosx =3 | ¥/(1 —sinz)?
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag — Vegyes feladatok

1 1 1-— 2
1487 lim (—— — — |, 1495 Jim L~ 0)”
z—0 \slnx tgx =0 tg®x —sin“ x
1—tg?x tg? x
1507 lim ———— 1512 lim .
e—T \/2cosx — 1 1—0 /2 — /T + cos ©

. sinz
Felhasznalva a lim

r—0

x
hatarértékek; ha igen, szamitsuk ki azokat!

= 1 hatarértéket, vizsgaljuk meg léteznek-e az alabbi

. sindx . tgdx
1522 lim , 1532 lim — ,
=0 =0 8T
sin ax sin z
154° i 0), 155 i :
220 sin Bx (670) 20 810 61 — sin 7z
1— 2 1-—
1562 lim — =" 157 lim ———
z—0 3x? z—0 x
1- 1 — cos(si
1582 lim 1 1597 limy 1 C05(In2)
z—0 T z—0 sim” x
14+tge —+1 i 2 1
160 Jimg Y1187 = VI T sina 161. 1im(_ — )
z—0 x3 r—0\sin2zsinxr  sin“x
cos Tt in7
1627 lim — 2 1637 lim
r—11—2x r—1sin 27w
1647 lim — 1657 lim xsin .
T—T 74 — r—00 X

Szamitsuk ki a kovetkezo fiiggvényhatarértékeket (a 7.164 — 7.166 feladatok és
a fiiggvényhatarérték Heine-féle definicioja (D 8.4) alapjan):

1\7® 1
1662 lim (1 + ) , 1672 lim (1 + z) 7,
T—00 T z—0
$3
) 1+2x 3 2
1682 lim (m i ) , 1697 lim <I> ,
z—oo \r — 1 =00 \ p3 — 1
. . T
170. lim(1 + 3tg)"”, 1710 lim, oo (527)
2 4 T
172? lim w .
zo—oco \x2 —3x+ 7

1732 Bizonyitsuk be, hogy ha lim,_.,, f(z) = a > 0 és lim,_,,, g(x) = b, akkor
limg_.,, f(:r:)g(x) — ab.  (Megjegyezziik, hogy az xy a oo-t vagy —oo-t is
jelentheti.)

1742 Bizonyitsuk be, hogy ha

li f(@) 1, fim [g(@)] o0 & lim g(e)(f(@) = 1) b,

T—XQ T—XQ

akkor lim f (2)9®) = € (Az el6z6 feladathoz hasonloan az zg itt oo vagy
—Z0

—o0 is lehet.)

A 173. ésa174. feladatok alapjan szamitsuk ki a kdvetkez6 fliggvényhatarértékeket:
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag — Egyoldali fiiggvényhatarérték

1+ 117\/5 2.9 1 ey
€T —x Xz Tr —

1752 lim ( ) , 176. lim [ “Y—° ,

e—1\2 +x =00 \ 202 — 31 — 2

2 82%+3 1

177 lim (253 , 1782 lim (Htg‘r>

500 \ 92 5 x—0\1-+sinz
179. lirri(l + sin )8 1802 lim (sinz)"7,

1

1817 lim (V1 + 7 — z)e, 1827 lim (cos 2) 7.

z— pom

Szamitsuk ki a kovetkezd fiiggvényhatarértékeket:

3
=62
183° lim VX612

——-2 3+ 8

> 1 i 2 —qi 2 _
185. xh_)rgo(sm\/:c +1 —siny/z? — 1),

cos3x3 — 1

1— 3
, 184° lim J,
=11 — ¥x

1867 lim ——
z—0 sin° 2x

V1 -+2sin3x — /1 — 4sin bz

1 — cosxv/cos2x
b

1877 lim - , 1887 lim
70 sin 6 z—0 tg x2
1
_L i Z—a
189" lim (0053 33)‘”"” , 190° lim (S%nac> (a # km,k € Z),
x—0 I—a \ Ss1n a
191. Bizonyitsuk be, hogy
h
m @:a lim M;&Oﬁ lim ﬂ:oz lim ﬁ,
Tr—XQ h(x) Tr—XQ k(x) Tr—xQ g(x) T—XQ k(ﬂj)

(v € R) (ahol zq jelentheti a oo-t vagy a —oo-t is).

Egyoldali fliggvényhatarérték

D 8.8 A v valos szam 0 hossziisdgt bal oldali kdrnyezetén a (v — 0;v), 0 hossziisdgii
jobb oldali kdrnyezetén a (v;v + ) intervallumot értjiik.

D 8.9 Az egyvaltozos valos f fiiggvény bal oldali hatarértéke az xg helyen b, ha
f értelmezve van xq valamely B bal oldali kornyezetében és minden olyan B-beli [zy)]
sorozatra, amelyre limy,_ oo xp, = g9, limp—o f(xn) = b;  vagy, ami ezzel ekvivalens,
ha barmely pozitiv e-hoz van olyan pozitiv ¢, hogy ha x benne van xy-nak § hossziisagi
bal oldali kérnyezetében, azaz,ha xg — d < x < x(, akkor f értelmezve van az x helyen,
és f(x) benne van b-nek e sugari teljes kérnyezetében, azaz |f(z) — b < e. (Jelolés:
lim;_,—0 f(z) = b; ha 9 — 0, akkor egyszertien lim, ,_q f(z) = b.) Hasonléan
definidlhaté az x( helyen a jobb oldali hatarérték (lim, .., f(z), limz_..f(x)),
a balrél (jobbrol) végtelenhez divergalis.

T 8.10 Egyvaltozos valos fiiggvénynek valamely helyen akkor és csak akkor van hatarértéke,
ha ezen a helyen bal oldali és jobb oldali hatarértéke is létezik, és a két egyoldali hatarérték
egyenld; ebben az esetben a hatarérték az egyoldali hatarértékekkel egyenld.
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag — Fiiggvények folytonossaga

Feladatok

Hatarozzuk meg az alabbi egyvaltozos valos fliggvények bal- és jobb oldali hatarértékét
a megadott zg helyen:

[ 2z +3, hazx<1; B
192'f(x){3x—5, ha 1 < x; 2o =1,

2 —1 1
1938 f(z) = — ;o= 1, 1942 f(z) =3+ ———; a1,

|z — 1 1+ 7T

VI —cos2
1950 f(z) — Y- O 020, 196% f(z) —cos ©;  xg — 0,

xXr xr
5 2(1 — 2%) + |1 — 27|
197. flz) = ————1 9 =2 198. f(z) = L2 = 1.
f(IL‘) (.213—2)3’ Zo ) f(()i') 3(1—$2)—|1—1}2’7x0

Fiiggvények folytonossaga

D 8.11 Az egyvaltozos valos f fiiggvényt folytonosnak nevezziik az x helyen (pontban),
ha f értelmezve van az xq helyen, van hatarértéke az xg helyen és f(xg) = limg—.z, f().
Hasonlban értelmezheté az f fiiggvény bal oldali, illetve jobb oldali folytonossiaga. (A
definicioban hatarérték helyett bal oldali, illetve jobb oldali hatarértéket vesziink.)

T 8.12 Adott pontban folytonos fiiggvények dsszege, kiilonbsége és szorzata is folytonos
ebben a pontban; két ilyen fiiggvény hdnyadosa is folytonos, ha az oszt6 nem zérus az
adott pontban.

D 8.13 Ha az f fiiggvény az x( helyen (pontban) folytonos, akkor azt is szokas mondani,
hogy x(y az f folytonossagi helye. Ha viszont az f fiiggvény az xy helyen nem folytonos,
de az x( valamely kirnyezetének minden pontjaban folytonos, akkor az xy-t f szakadasi
helyének nevezziik.

A szakadési helyek tipusai:

xo hézagpont, ha lim,_.,, f(z) létezik, de az x( helyen a fiiggvény nincs értelmezve;

az x( pontban megsziintethetd szakadasa van f-nek, ha lim; .., f(x) létezik, f(xq)
is létezik, de img ., f(z) # f(x0);

az x( pontban lényeges szingularitasa van, ha lim,_.;, f(z) nem létezik. A lényeges
szingularitas fontos specidlis esete a polus: Akkor mondjuk, hogy az xo helyen pélusa van
a fiiggvénynek, ha limg_;, |f(z)| = oo.

Feladatok

Vizsgéljuk meg, hogy hol folytonosak az alabbi fliggvények. Ha a fiiggvényeknek
szakadési helyeik vannak, akkor allapitsuk meg azok tipuséat:
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag — Fiiggvények folytonossaga

2
x°+2x—3 1
1992 = = 200. =
/(@) 22 +5x +6’ /(@) 22 -9’
1 22 -9
201. = - 202. =
/(@) 2?2 + bz + 7’ /(@) 22(z — 3)%’
1
2032 f(z) — 377, 204. f(z) - —,
1+ 2=
° x+2 —, ha.’IZ‘S 1,
205-f()*1’+’ o) 206.f(33){x31, ha 1 <z,
oxs — 3 val -1
2072 f(z) - % 208. f(z) — YT,
T T
209 f(z) — —— 2102 f(z) — sin’ 2
2 f(x) = —_—
sin 2z 1 —cosz’
211> f(x) = Ent 2z — 22 + 2, 212°0sgn |zt + 22|,
1—22, haz<0
2137 sgn | sin z|, 214. f(x) =< (1—2)?, haO0<z <2;
3—ux, ha 2 < 2,
cosz—1 2
> e ha x #£ 0 * {4—x, ha x € Q;
215-f(93){0’“9 ha z — 0, 216°/@) = {4 _ 9 hazeRr-Qq
VIcoss? .
217> f(z) = { “Tocosz > DA T F# 2km;
) ha x = 2kn  (k € Z).

Hatarozzuk meg — ha

lehetséges — az a és b paraméterek értékét tgy, hogy a

kévetkezo fliiggvények mindeniitt folytonosak legyenek:

1 . 1+z 1.
218° f(x {“m Eziig 219. f(x){cllﬂﬁ’ iZii_i
. ar? +1, ha0<a; - [cosz, ha z < 0;
220- f(w { ha x <0, 221. f(x){a(x—l), ha 0 < xz,
(:1:—1 ha z < 0;
2222 f(x ar+b, hal<z<l;
Vi, ha 1 <z,
z, ha |z|] <1,
223. f(@ {:1; +axr+0b, hal<|z|,
2
L ha o] £ 1
2247 f(x a, ha z = —1;
b, ha x =1,
zeosg ha o € [-2;30], 2 £ 0,2 # 7
2255 f(z) = 0 haw—0;
b, hax:m

Vizsgéljuk meg, hogy az alabbi fiiggvények szakadési helyeiken folytonosak-e balrol

vagy jobbrol:
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag — Fiiggvénygorbe aszimptotaja

22, ha|z| <1 [C Y 1:
226° f(z) =< 7 = 2270 f(z) =4 -1 x 71
/(@) {0, ha |z| > 1, /(@) aZ:E R), hax=1,
L +x, hax#0;
228. f(x){f' ha z = 0
230X f(x) = Inx — Ent(ln x),
2317 f(x) -1, ha =z < 0;
Xf(x) =

229 (—1)Ent@* 1)

Fiiggvénygorbe aszimptotaja

D 8.14 Az e egyenest a végtelenbe nyilé g gérbe aszimptotajanak nevezziik, ha a g
gorbén végtelenbe tdvolodé pontnak az e egyenestdl valo tavolsdga 0-hoz konvergdl. Az
f egyvaltozos valos fiiggvény gorbéjének (grafikonjanak) aszimptotédjat szokds egyszertien
az f figgvény aszimptotajinak nevezni.

T 8.15 Az y = f(z) egyenletii gérbének az y tengellyel parhuzamos aszimptotéja, azaz
fiiggdleges aszimptotaja csak olyan xg helyen lehet, ahol az f fiiggvény legalibb egy
oldalrél végtelenhez vagy minusz végtelenhez divergél, és ez esetben az x = x( egyenletii
egyenes az aszimptota.

T 8.16 Az y = f(z) egyenletii gorbének akkor és csak akkor van az y tengellyel nem
parhuzamos, azaz ferde aszimptotaja, ha azm = lim M

r—o0
vagy pedig m = limg_, @ és ¢ = limy_,_ o (f(x) — mz) hatarértékek léteznek. Ha
ezek a feltételek teljesiilnek, akkor az y = mx + c egyenletii egyenes a ferde aszimptota co-
ben, illetve —oo-ben. (Specidlisan, ham = 0, akkor vizszintes aszimptotardl beszéliink.)

és ¢ = limg_,oo (f () —max)

Feladatok

Allapitsuk meg az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanyat! Vizsgaljuk meg
folytonossagukat, és hatarozzuk meg aszimptotaik egyenletét:

232 f(z) = \/1317 233. f(z) = 1;33’
234° f(x) = Jat — 1, 235" f(x) = w,
2362 f(x) = \/1:7 237" f(z) = i__ix
238" f(x) = \/T, 239° f(z) = 3 g“j —1,

240. f(z) = {2 —2)2 — 2+ 2)2, 241 f(z) = /a2 + 3z —1,
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag — Korlatos zart halmazon folytonos valés fiiggvények

xt —2a%22% + ot b
x3 — 3bx? + 2b%x (a,b#0),

sin x
243> _Jx+ , hax # 0;
f(@) {O, ’ ha x = 0,

2427 f(z) =

— Ent
2447 f(z) — %;xo — n(n € Z),
Ent 23
245F f(z) =
F@) = 5

246.° Bizonyitsuk be, hogy az

apx? + a1xPt + agaP 2 4 -+ ap17 + ap
boxd + byzd=l +byxd=2 + -+ b1z + by

fz) =

(ap #0, by#0, peN, ge&NT)fiiggvénynek ap < g+ 1 feltétel mellett
van ferde aszimptotija, s ebben az esetben a ferde aszimptota egyenlete:

Gy 4 Woigtbt pap— g1,
0 b;

y=9 ha p = ¢;
bo
0, ha p < q.

Hatarozzuk meg az alabbi implicit alakban megadott = — y = y(x) fiiggvények
ferde aszimptotainak egyenletét:

2475 (2x + y)?(x +y) =z, 248X — 23 4y — 22 = 0,
249* (22 —y?)? = 2z (x> 0), 250° 2% + 3 — 322,
251524 — 222 = o3 (2 — 1), 252X 22y% + yt = 422

Korlatos zart halmazon folytonos valés fliggvények

D 8.17 A valés (komplex) értéki f fiiggvényt korlatosnak nevezziik, ha van olyan v
valos szam, hogy |f(P)| < v a Dom f minden P elemére érvényes. Ha ez a feltétel csak az
értelmezési tartomany valamely H részhalmazanak P pontjaira teljesiil, akkor azt mond-
Jjuk, hogy f a H halmazon korlatos. Megfelel6 médon definidlhaté valés fiiggvény alulrél
illetve feliilr6l korlatossaga.

D 8.18 Az M; metrikus térbol az M metrikus térbe vivd fiiggvényt a H(C Mj) hal-
mazon folytonosnak nevezziik, ha f a H minden belsé pontjaban folytonos, toviabba
a H-nak minden olyan P hatarpontjira, amely H-hoz tartozik, teljesiil az, hogy ha | Py
olyan H-beli sorozat, hogy lim, .o P, = P, akkor lim, . f(P,) = f(P).

Ez azt jelenti, hogy egyvaltozos valos fiiggvény valamely [a,b| zart intervallumon akkor
és csak akkor folytonos, ha az (a,b) nyilt intervallum minden pontjaban folytonos, a-ban
jobb oldalrél, b-ben pedig bal oldalrél folytonos.

T 8.19 Korlitos zart halmazon folytonos valés fiiggvény korldtos is ezen a halmazon.
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag — Korlatos zart halmazon folytonos valés fiiggvények

T 8.20 Legyen H az R* metrikus tér korldtos zart részhalmaza. Ha f a H halmazon
folytonos valos fiiggvény akkor vannak olyan Py, Py € H, hogy f(P1) = inf{f(P);P €
H}, f(Py) =sup{f(Py); P € H}, azaz az f a H-n felvett értékei halmazdnak infimumét
és szuprémumdt is felveszi a H bizonyos pontjaiban.

T 8.21 Legyen az egyvaltozos valos f fiiggvény folytonos az |a,b| zart intervallumon.

Legyenek tovabba x1,x9 € |a,b| tetszéleges olyan pontok, amelyekre f(x1) < f(x2). Ha

flx1) < ¢ < f(z2) (c € R), akkor van olyan xqg € |x1,x2| (vagy xo € |x2,x1|), hogy

flzo) = c.

T 8.22 (Bolzano) Ha az egyvaltozos valos f fiiggvény az |a, b| zart intervallumon folytonos
és az intervallum két végpontjiban ellentétes elGjeld, akkor az intervallum belsejében van

zérushelye.

Feladatok

253.° Van-e valos megoldésa a sinx — x + 1 = 0 egyenletnek?
254" Van-e megoldasa az 2° — 182 + 2 — 0 egyenletnek a [—1,1] intervallumban?
255" Bizonyitsuk be, hogy az  agz® ™! + a12®" + -+ + agnz + agni1 = 0

(a; €R, i=0,1,...,2n+1, ap # 0) egyenletnek van legalabb egy valos

gyoke.
3

2562 Felveszi-e az f(x) = % —sinwzx + 3 fliggvény a % értéket a [—2, 2| interval-
lumban?

2577 Legyen f a |0,1] zart intervallumon folytonos fiiggvény és Ran f C [0, 1].
Bizonyitsuk be, hogy van olyan ¢ € [0, 1], hogy f(c) = c.

258 Feszitsiink ki egy rugalmas szalagot a [0; 1] zart intervallumon tgy, hogy a
szalag kezddpontja 0, a végpontja 1 legyen. Mozgassuk a szalag két végét
egyszerre gy, hogy egy adott idépillanatban a kezdépontja a, a végpontja
pedig b legyen (0 < a < b < 1). Mutassuk meg, hogy van a szalagnak olyan
pontja, amely helyben marad.

259X Legyen f a |0,1] zart intervallumon folytonos fiiggvény, és legyen f(0) =
f(1) = 0. Bizonyitsuk be, hogy barmely d € (0, 1] valés szimhoz megadhato
a fiiggvény grafikonjanak olyan hiirja, amely d hosszisag.

260" Bizonyitsuk be, hogy egy elhanyagolhato vastagsagu, korgytirti alaka elek-
tromos vezetén van két olyan pont, amely ugyanolyan hémérséklet1i.
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