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El6sz6

Ebben az el6adassorozatban a matematikai kozgazdasigtani modellek vilagaba vezetem
be a hallgatokat. Feltételezem, hogy a hallgatok méar tanultak mikro- és makrookono-
miat, és alapos matematikai ismeretekkel rendelkeznek.

Széz évvel ezel6tt a kozgazdasidgtan zome nélkiilozte a matematikai modelleket,
azoOta viszont egyre né a matematikai modellek szerepe a kozgazdasagtanban. Ez a
folyamat egyrészt szabatosabbé és szamszertisithet6vé teszi a kozgazdasagtant, masrészt
oncéla matematikai ujjgyakorlatté silanyithatja azt. Remélem, az el6adandé modellek
valoban segitenek a valosiag jobb megértésében, és elGkészitik a hallgatokat fels6bb éves
tanulményaikra.

Azért, hogy az elGadassorozat zart legyen, részletesebben targyalok olyan mate-
matikai teriileteket, amelyek a kozgazdasagtanban alapvetd fontossaguak, de a jelenlegi
matematikai oktatdsban mar vagy még hattérbe szorulnak, példaul a pozitiv elemd
matrixokat és a variacidszamitast.

A jegyzet szamos példat és feladatot tartalmaz, ez utobbiak megoldasa a jegyzet
végén taldlhato. Kérem a hallgatokat, hogy eldszor probaljak meg a feladatokat sajat
maguk megoldani, és csak kell6 mennyiségii probalkozas utan forduljanak a feladatme-
goldasokhoz.

Budapest, 2009. februar.



1. DoOntés bizonytalansag mellett

Mikrookonémiaban alapvets szerepet jatszik a preferenciarendezés és az 6t reprezentalod
hasznossagfiiggvény. ElGszor réviden felelevenitjiik e fogalmakat, majd segitségiikkel
modellezziik, hogyan dont egy racionalis egyén bizonytalansig mellett.

1.1. Preferenciarendezés és hasznossagfiiggvény

Az egyszertiség kedvéért legyen (X,Y') két termék fogyasztasi vektora, ahol X| Y nemne-
gativ valos szamok és legyen P > 0 és ) > 0 a két termék egységara, I > 0 a fogyasztod
jovedelme. Ekkor a fogyasztd koltséguetési feltétele PX + QY = I. Kérdés: milyen
kombinaciot valaszt a fogyaszto, és hogyan valtozik a valasztésa az arak és a jovedelem
valtozasaval?

1870-t61 kezdve a valaszt a matematikus-kozgazdaszok egy U : R? — R egy kard-
ndlis hasznossdgfiigguény segitségével adtak meg, amelyet a fogyasztd a koltségvetési
feltétel mellett maximalizal. A kozgazdéaszokat sokdig nagyon zavarta, hogy milyen
alapon tehetik {6l egy tn. kardindlis hasznossagfiiggvény létezését.

A 20. szézad elején Pareto belatta, hogy elegendd a kézombosségi gorbék létezését
megkovetelni: azaz olyan (X,Y') parok halmazéat vizsgéalni, amelyekre a hasznossag-
fiiggvény értéke allando: U(X,Y) = ¢, ordindlis megkdzelités, s6t az 1950-es években
elterjedt a preferenciarendezések vizsgalata, ahol csupan druhalmazokat kell 6sszehason-
litani. Foltessziik, hogy a fogyaszté szaméra vagy az 1. csomag legaldbb olyan eldnyds,
mint a 2. csomag, jele: (X7,Y7) = (X3,Ys), vagy forditva. Két aruvektor kézombis
a rendezésben, ha mindkét iranya rendezés teljesiil. Képletben: (X1,Y7) ~ (X2,Y3),
ha (X1,Y1) = (X2,Y2) és (Xo,Y2) = (X1,Y1). Ugyanakkor kideriilt (Debreu, 1954),
hogy a folytonos preferenciarendezések reprezentdlhatok hasznossagfiiggvényekkel, azaz
van olyan U : R? — R fiiggvény, amelyre (X1,Y7) = (X»,Y2) pontosan akkor teljesiil,
ha U(X1,Y1) > U(X32,Y2). A kor bezarult. Most a tételt a legegyszertibb alakjaban
mondjuk ki és bizonyitjuk. De ehhez segitségiil hivjuk a rendezés szigori monotoni-
tdasdt is, ami azt jelenti, hogy ha (X71,Y7) > (X3,Ys), de (X1,Y7) # (X»,Ys), akkor
(leifl) = (X271/2)

1.1. tétel. (Debreu, 1954.) Tegyiik fol, hogy a preferenciarendezés teljes, reflexiv,
tranzitiv, folytonos és szigortian monoton. Ekkor létezik egy folytonos hasznossagtiigg-
vény, amely reprezentalja az adott rendezést.

Bizonyitasvazlat. Feleltessiik meg az (X,Y') parnak azt a valos U(X,Y’) szamot,
amelyre (X,Y) ~ U(X,Y)(1, 1). (Feltevéseink szerint pontosan egy ilyen szam van.) A
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reprezentativitas a kovetkezképpen bizonyithato: Tegyiik fol, hogy (X1,Y7) = (X3,Y2).
Ekkor (X1,Y7) ~ U(X1,Y1)(1, 1) és (X2,Y2) ~ U(X2,Y2)(1, 1), s a tranzitivitas és a
monotonitas miatt U(X1,Y7) > U(X3,Ys), stb. ]

1.1. példa. (Lexikografikus rendezés.) Tegyiik fol, hogy a fogyaszté az (X,Y)
vektorokat a kovetkezGképpen rendezi: (Xi,Y7) > (X2,Y3) pontosan akkor, ha vagy
X1 > Xy vagy X7 = X5 és Y7 > Ys;. Gondoljuk meg, hogy ez a rendezés nem reprezen-
talhatdé semmilyen folytonos hasznossagfiiggvénnyel sem.

1.2. A Neumann—Morgenstern féle hasznossagfiiggvény

Foltessziik, hogy adott egy preferenciarendezés, amely nem csak biztos dijakon, hanem
bizonytalan kimeneteld lottok halmazan (jele L) is értelmezve van. A fogyasztd p valo-
szintiséggel z-et, 1 —p valoszintséggel y-t kap, szimbolikusan: pox+(1—p)oy. A dij lehet
pénz, aru s6t, lotto. Foltessziik, hogy 1) az 1 valoszintiségii nyeremény azonosithato a
biztossal, 2) a dijak felsorolasi rendje k6z0mbdés, és 3) a fogyasztd szamara kézombos a
valoszintiségek ,,csomagolasa”’, azaz

qo(pox + (1 — p)oy) + (1 — q)oy ~ (gp)ox + (1 — gp)oy.

A tobbesélyes lotto visszavezethets a kétesélyes lottora. Lassuk pl. a hdromesélyes
lotto visszavezetését:

ox +
p+q P+q

pox+q0y+(1—p—Q)0z~(p+CJ)0( 0y)+(1—p—Q)02-

A kozgazdasigtanban alapvetS szerepet jatszik a vart hasznossdgon alapuld
Neumann—Morgenstern (1944/1947)-féle hasznossag-fiiggvény, amely egy preferencia-
rendezést specidlisan reprezental:

Célok: (i) Monotonitas a preferencia-rendezés és az u hasznossagfiiggvény kozott:

Ha z = v, akkor u(zx) > u(y).
(ii) (Varhato hasznossag). A kombinécié hasznossaga a hasznossagok kombinacioja:
u(pox + (1 = ploy) = pu(z) + (1 — p)u(y).

Kiegészits axidmékra lesz sziikségiink.

C1. Azoknak a p valoszintiségeknek a halmaza, melyekre pox + (1 — p)oy = z, zart.
Ugyanaz pox + (1 — p)oy = z-re.

C2. Ha két dij kozott a fogyasztod kozombos, akkor egy harmadik dij azonos valo-
szintiségi hozzakeverése utan is fonnmarad a kézombosség:

Ha z ~ v, akkor pox + (1 — p)oz ~ poy + (1 — p)oz.

C3. L-ben van legjobb és legrosszabb dij: b és w. Azaz minden x € L-re b > = > w.
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1.2. tétel. Az axiomak teljesiilése esetén létezik és lényegében egyértelmiien
meghatarozott az NM-hasznossagtiiggvény.

Bizonyitas-vazlat. Normalas: u(w) = 0 és u(b) = 1. Konstrukcié: Legyen
b = z = w, ekkor C1 szerint létezik egy pontosan olyan p, valészintiség, amelyre
p.0b + (1 — p,)ow ~ z. Ekkor (ii) folytan u(z) = p,u(b) + (1 — p.)u(w) = p.. El-
lendrzés (szamolassal): kielégiti a varhato hasznosséag feltételét és monoton. ]

Megjegyzés. A bizonyitas nagyon hasonlit az 1.1. tétel bizonyitasahoz, azonban
a jelen tétel 1947-bdl szérmazik, Debreu-¢é pedig 1954-bél!

1.3. Kockazatkedvelés vagy kockazatkeriilés

Az NM-féle hasznosséagfiiggvény nem ekvivalens a pénzben kifejezett nyereséggel, hiszen
nem a varhato pénzre, hanem a varhato hasznossagra vonatkozik az additivitas.

1.2. példa. A lottojatékos 2009-ben hetente 200 Ft-os biztos kiadassal jut hozza
egy olyan szelvényhez, amelynek varhatoé nyereményértéke kb. 60 Ft. Viszont a kis
valoszintiségli nyereség olyan nagy (tobb szaz millio, esetleg tobb milliard Ft), hogy
tizmilliés orszagunkban hetente tobb millié lottészelvényt vasarolnak meg.

1.1. feladat. Racionalis lenne-e az a személy, aki egy alkalommal kb. 44 millio
lottoszelvényt venne, hogy biztos 6ttalalatosa legyen?

Definicié. Egy személyt kockdzatkedveldnek/kockdzatkerilének neveziink, ha
elutasit /elénybe részesit egy biztos pénzdijat egy olyan lottoval szemben, amelynek a
matematikai varhato értéke azonos vele:

pu(z) + (1 — p)u(y) > u(pox + (1 — p)oy) : kockdzatkedveld,
pu(z) + (1 — p)u(y) < u(poxr + (1 — p)oy) : kockazatkerild.

A tovabbiakban kockazatkeriil6 egyénekkel foglalkozunk, hiszen a normélis esetek-
ben ez fontosabb, mint a maésik.

1.3. tétel. Egy déntéshozo akkor és csak akkor kockazatkeriils, ha az u hasznos-
sagtiiggvény szigortian konkav (u' < 0).

Bizonyitds.  Szigortian konkav u fliggvények egyik tulajdonsaga (a Jensen-
egyenlGtlenség) szerint két kiillonb6z6 x # y pontot Osszekotd hur végig a fiiggvénygdrbe
alatt helyezkedik el: tetsz6leges 0 < p < 1 esetén

pu(z) + (1 = p)u(y) < u(pz + (1 —p)y).

1.3. példa. (Daniel Bernoulli szentpétervari paradoxona 1735-bél.) Fej-vagy-irast
jatszunk addig, amig el6szor nem nyeriink. Az n-edik lépésben 2" a tét. A varhato
pénznyereség 1, de a varhatod tékeigény végtelen. Ha a hasznossagfiiggvény konkav és
korlatos, akkor a jaték értéke véges.



Definicié. (Arrow (1965/1970).) Ha w a fogyaszto gazdagsaga, akkor a kockd-
zatkerilés abszoliut és relativ egytitthatoja rendre

)
= )

és r(w) = wa(w).

A kovetkezskben bebizonyitjuk, hogy a(w) valoban az abszolut kockazattal kapcsolatos,
(angolul: Absolute Risk Aversion, réviditése ARA). Tegyiik {61, hogy az u hasznossag-
fliggvényld w gazdagsagu fogyasztod egy p valoszintiségli x nyereményért a ¢ = 1 — p
valoszintiségl y(x) maximalis veszteséget hajlando elviselni.

1.4. tétel. a) A veszteség/nyeremény ardny a nulla hatarértéknél egyenld a
nyerési-valosziniiség /vesztési-valoszintiség aranyaval:

b) Adott nyerési-valészintiség esetén a maximalis veszteség masodik derivaltja ara-
nyos a Pratt-féle abszolit kockazatkeriilési egytitthatéoval:

y"(0) = ;’ﬁza(w).

Bizonyitas. a) A kézombosségi feltétel szerint
pu(w + z) + qu(w — y(z)) = u(w).
Differencialjuk az azonossagot x szerint:
pu'(w + x) — qu'(w — y(x))y'(z) = 0.

Lokalisan vizsgalodva (x = 0) adodik az els§ aranyossag. b) Mégegyszer differencialjuk
az azonossagot x szerint és x = 0-t véve:

pu" (w) + qu” (w)y'(0)* — qu’(w)y" (0) = 0.
Behelyettesitve az 3’(0)-ra kapott képletet, adodik

y//(()) = — 5:;:/21:)) .

1.4. példa. Allando abszolit kockazatkeriilési egyiitthaté (CARA): u(w) =
Ae™ 7.

1.5. példa. Allando relativ kockazatkeriilési egyiitthato (CRRA): u(w) =
Ao~ 'w’ ha o < 1, 0 # 0 és u(w) = Alogw, ha ¢ = 0. (Ha u(w)-t nem szoroz-
nank be o~ l-gyel (vagy o-val), akkor o < 0-nal u(w) csékkend fiigvény volna!)

Megjegyzés. Ha nincs kockazatvallalas (o = r(w) = —o0), akkor megsziinik az
additivitas, eltiinnek a valoszintiségek és u(x,y) = min(z,y).

1.2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy CARA-nal a(w) = o és CRRA-néal r(w) = 1—o.



1.4. Biztositas

Talan a biztositas a legegyszertibb példa a kockazatkeriilésre. Biztositasi modelliinkben
egy lgyfél eredeti jovedelme w, amelyet a p valészintiségii baleset w — ¢ < w-re csokkent.
Mivel az iigyfél hasznossagfiiggvénye W (w,w — ¢) = pU(w — ¢) + qU(w), g =1 —p és
U konkdv, az ligyfélnek érdemes a balesetmentes jovedelmét csokkentenie, hogy baleset
esetén megmarado jovedelmét novelje. A biztosité kozombos a kockazattal szemben,
szamara csak az fontos, hogy ne veszitsen az iizleten (tokéletes verseny és nulla koltség).
A b biztositasi dij ellenében a balesetet szenvedd tigyfél k Osszegti kartéritést kap, igy a
biztositott fél feltételes jovedelme w — b és w — ¢ — b+ k. Az tigyfél optimalizal: olyan
k-t valaszt, amelynél W (w — b,w — ¢ — b+ k) minimalis. Biztosito: b = pk.
Teljes biztositasrol beszéliink, ha k = c.

1.5. tétel. Teljes biztositasnal a biztositott biztosan megkapja a biztositasnélkiili
jovedelmének varhaté értékét, joléti vesztesége minimalis.

Bizonyitds. A Jensen-egyenlStlenség értelmében W(w — byw — ¢+ qk) = pU(w —
c+qk) +qU(w —pk) > Ulp(w — ¢+ ¢k) + g(w — pk)] = U(w — pc), ahol a minimumhely
w — ¢+ gk = w — pk, azaz k° = c. [

Megjegyzések. 1. A valosagban a biztositasnak van koltsége (d), s6t m normal-
profitot is kell hoznia, ezért az altalanos esetben b = pk helyett b = (pk + d)(1 + 7)
all.

2. Nagyon gazdag embernek vagy intézménynek (allamnak) nem érdemes bizto-
sitast kotnie viszonylag kis karokra (példaul a magyar allamnak a 2000 koriil leégett
Sportcsarnokra, vagy egy megyei Volannak a jarmiiveire), mert a biztosit6 haszna na-
gyobb lenne, mint a tulajdonos kockéizati vesztesége.

3. A biztositas ténye és a kartérités Osszege novelheti a baleset valoszintiségét (p
novekvd fiiggvénye k-nak), ezért a probléma bonyolultabb: célszerti lehet csak részleges
biztositast nydjtani, k < c. Ezzel a kérdéssel az informéacio-gazdasagtan foglalkozik.

1.3. feladat. Egy ember vagyona w, ebbdl autdjanak értéke ¢ < w. Legyen p
annak az eseménynek a valoszintisége, hogy autojat egy év alatt ellopjak. a) Mekkora
lehet a maximalis biztositasi dij, amit a biztositott hajlando kifizetni (i) egy teljes, illetve
(ii) egy ¢ — k-Onrészesedést biztositasért, ahol csak k < ¢ a kartérités? b) Szamolja ki
az (i) feladatot, ha U(w) = yJw, w = 1,5 mFt, ¢ = k = 1 mFt és p = 0,03, ill. a (ii)
feladatot, ha k = 0,9 mFt!



2. Jatékelméleti bevezetd

Ebben a fejezetben néhény bevezets példat mutatunk be, amelyen szemléltethetSk a
nemkooperativ jatékelmélet alapvetd kérdései (Meérs, 1996). Reészletesebb téargyalést
ad Gibbons (1992). Az itt adott meghatarozasok sziikségképpen vazlatosak. Az egy-
szerliség kedvéért ebben a fejezetben két jatékosra szoritkozunk. Legyen S; és Sy két
véges halmaz: a két jatékos stratégidinak halmaza; melyek altalanos elemei s; és so:
a két jatékos stratégiai. (Dontés helyett stratégiat irunk, mert tobblépéses dontéseket
is megengediink.) A két jatékos egymastol fiiggetleniil dont (nem kooperal), s hasz-
nuk (hasznossaguk, profitjuk, nyereségiik, nyereményiik, kifizetésiik) rendre uq(s1,52)
és uz(s1,82) valos szam. Mindkét jatékos sajat hasznossagfiiggvényét akarja maxima-
lizalni, de a fliggvényérték, s igy a maximum fiigg a maéasik jatékos stratégidjatol is.
Foltessziik, hogy mindkét jatékos mindent tud a maésik lehetSségeirdl (S;) és érdekeirél
(1944) foglalkozott elGszor rendszeresen ilyen jatékelméleti feladatokkal, bar Neumann
els6 jatékelméleti cikke 1928-bol szarmazik.

2.1. példa. A fogolydilemma (Raiffa, 1951). Az amerikai rendérség letartoztat
két gyanusitottat, akik feltehetSleg egyiitt kovettek el egy btint, de nincs ra elegendd
bizonyiték. A két foglyot elkiilonitik egymastol, és elkezdik ket vallatni. Amerikai szo-
kas szerint, ha valamelyik gyanusitott vall (és a masik nem), akkor az ,€nekl” enyhébb
biintetést kap, esetleg szabadlabra keriil, s6t jutalmat is kap. A nyereménypar az 1.
egyediili kozremiikodése esetén (3, —3), a 2.-¢ esetén (-3, 3). Ha mindketts tagad (ko-
operal a masikkal), akkor szabadlabra keriilnek, jutalom nélkiil, nyereménypéar: (2, 2).
Ha mindketts ,kop”, akkor mindketten borténbe keriilnek, de mindketten jutalmat is
kapnak, nyereménypar: (-2, —2).

Erdemes a fenti adatokat az tn. kifizetési mdtrizba rendezni:

2.1. tablazat. Fogolydilemma

2. btinéz6 Kop Tagad
1. bilin6zé

Kop (-2
Tagad (-3, 3




Mi lesz a jaték egyensiilya, ahonnan egyik félnek sem érdeke elmozdulnia? Erre
altalaban nehéz valaszolni, de ebben a specidlis esetben nincs probléma. Valoban, akér-
mit 1ép a masik jatékos, az egyik jatékos mindig jobban jar, ha kop, mint ha tagad: a
kopés domindlja a tagadast: pl. az 1. jatékos szempontjabol, ha 2. kop, az 1. tagadasa
rosszabb a kopésénél (—3 < —2); ha 2. tagad, az 1. tagadasa ismét rosszabb a kopésé-
nél (2 < 3). Az mar méas kérdés, hogy a (kop, kop) egyensuly kettGjiiknek egyiittesen
nem optimalis, hiszen mindkét jatékos veszit ahhoz képest, mint ha mindketté tagadna.
Kiilon érdekesség, hogy ez ellentmond a smith-i lathatatlan kéznek, a piac decentralizalt
optimumaénak.

Példank végére érve, megjegyezziik, hogy a jatékelmélet miivelGi altalaban szere-
tik ilyen frivol jellegi példakon megfogalmazni a probléméakat, de azért vannak fontos
alkalmazasok is.

A fogolydilama esetében gondoljunk az OPEC-re, s az egyszertiség kedvéért legyen
az egyik jatékos Szaud-Arabia, a masik pedig a tobbi tagorszag. Két stratégiapar van:
egylittmiikodnek a termelés visszafogasaban (s akkor magas olajarat érhetnek el) vagy
sem. Az igazi OPEC-optimum az lenne, ha mindkét fél visszafogna a termelését. Mivel
nem biznak meg egymasban, mindkét fél abban reménykedik, hogy a masik visszafogja
a termelését és § pedig kihasznalja az igy adddod kedvezd lehetGségeket. A valodi hely-
zet joval bonyolultabb, de az elmélet mégis ad valamilyen magyarazatot a tényleges
folyamatokra.

Kovetkezd példankban egyik jatékosnak sincs dominans stratégiaja, ezért most ne-
hezebb egyenstilyt talalni.

2.2. példa. A nemek harca. A Fiu és a Lany szeret egyiitt lenni, de a Fit inkabb
meccsre menne, a Lany inkabb moziba. A kifizetési matrixpar most legyen a kévetkezs:

2.2. tablazat. Nemek harca

Lany meccs mozi
Fia
meccs (3, 2) (1, 1)
mozi (1, 1) (2, 3)

Valoban, a Fia szamara ,,a meccs” stratégia jobb, mint a ,;mozi”, ha a lany is meccsre
megy (3 > 1), de rosszabb, ha a lany moziba megy (1 < 2). A Lany szamara éppen
forditva. Vegyiik észre azonban, hogy a (meccs, meccs) stratégiaparnak a kévetkezd
vonzoé tulajdonsiga van: mindkét jatékos szdmaéra optimalis az egyensulyi stratégia, ha
a masik jatékos is a parban szerepld stratégiat véalasztja. (Ezt a stratégiapart fogjuk
Nash-egyensilynak nevezni.) Valoban, ha a lany meccsre megy, akkor a fia szamara is
a meccs optimalis (3 > 1); és ha a fit meccsre megy, akkor a lany szdméra is a meccs
az optimaélis valasztas (2 > 1).

Hasonlo érveléssel belathato, hogy a (meccs, meccs) par mellett a (mozi, mozi)
par is Nash-egyensuly. Felvetédik a kérdés: A résztvevSk melyiket valasszak a két
egyensuly koziil? Hogyan koordinalja a szerelmespar a valasztast? (Hogy ne a lany
menjen a meccsre és a fit a moziba!)
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Még nehezebb a helyzet a kdvetkezd példaban, ahol még Nash-egyensuly sem léte-
zik, legalabbis kozonséges értelemben nem.

2.3. példa. Eremparositas. Két jatékos egyidejileg elhelyez 1-1 Ft-ot Fejre vagy
Irasra. Ha azonos allasut valasztanak, az 1. nyer; ha kiilonbo6z6t, akkor a 2., mindkétszer
1 Ft-ot.

2.3. tablazat. Erempdrositds

2. (,oszlop”) jatékos Fej Iras

1. (,sor”) jatékos
Fej (L _1) (_17 1)
Iras (-1, 1) (1, -1)

1700 koriil keletkezett elképzeléseket tjra felfedezve, Borelt6l és Neumann Janostol
szarmazik az oOtlet, hogy az eddigi tiszta stratégidk mellé kevert stratégiakat kell be-
vezetni, ahol a stratégia valasztasa a véletlenen alapszik. Ekkor az ellenfél nem tudja
kiismerni a jatékos dontését. A Nash-egyensuly a kevert stratégiakra is definialhato és
létezése igazolhato (3.2. tétel).

2.3. példa. (Folytatas.) Konnyen belathato, hogy a Forintparositasban egyensilyi
megoldas, ha mindkét jatékos egymaéstol fliggetleniil 1/2-1/2 valoszintiséggel valasztja
a Fejet vagy az Irast. Valoban, legyen rendre ¢ és n a két jatékos F valasztasanak a
valoszintisége. Ekkor az 1. jatékos varhatod nyeresége a négy elemi esemény nyereségének
a varhato értéke, azaz u1(§n) =&n—E61—n) — (1 =&+ (1 —&)(1 —n). Derivalva
&-szerint és 0-va téve a derivaltat, adodik az egyensilyi valoszintség: n* = 1/2. Itt valt
uy &-szerinti derivaltja pozitivbol negativba, tehat uq-nek lokalis és globalis maximuma
van. Hasonloan £* = 1/2.

Azaz mindkét jatékos foldobja a sajat pénzét, és ahogy esik, ugy puffan. Ekkor
mindkét jatékos varhato nyeresége 0. Ha azonban az 1. jatékos eltér e szabalytol, pl.
¢ > 1/2, akkor a 2. jatékos ezt hosszu tavon kihasznalhatja, s mindig I-t tesz: n = 0,
tehat az érmék kiilonb6zdségének valoszintisége 1/2 6lé keriil, s a 2. jatékos nyer.

Miel6tt tovabb mennénk, harom feladatot tiziink ki megoldasra.

2.1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az 2.2. példaban, a nemek harcdban a Fia
(2/3, 1/3) és a Lany (1/3, 2/3) kevert stratégiaja az egyetlen valodi kevert Nash-
egyensuly.

2.2. feladat. ,Gyava nyul.” Két autos a kovetkezs életveszélyes jatékkal szora-
kozik. Egy keskeny hid két végérsl indulnak egymaéssal szembe — és sokan nézik Gket.
Két dontés lehetséges: Kitérni vagy Hajtani. Ha mindketté Hajt, akkor egymaéasnak
itkoznek a hidon, a ,nyereségpar” (-3, —3). Ha mindketts Kitér, akkor leégnek a nézsk
el6tt: a ,nyereségpar” (1, 1). Ha az els¢ Kitér, s a méasodik Hajt, akkor az 1. poféara
esik, a masodik sikert arat: a ,nyereségpar” (0, 2), és hasonléan a szimmetrikus esetben
(2, 0).

a) Van-e a jatéknak tiszta Nash-egyensulya?

b) Hatarozzuk meg a jaték kevert Nash-egyenstlyéat!
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c) Mi a valdszintisége, hogy a kevert Nash-egyenstlyban a versenyzsk életben ma-
radnak?
d) Melyik egyensily adja a legnagyobb hasznot az 1. jatékosnak?

Egy jaték szimmetrikus, ha azonos a stratégidk halmaza és a két jatékos kifizetési
matrixa egymas tiikorképe. Figyeljiik meg, hogy a felsorolt jatékok koziil szimmetrikus a
fogolydilemma (2.1. példa), a gydva nyul (2.2. feladat). Azt varnank, hogy az egyensilyi
stratégiak is azonosak, ez azonban altalanosan nem igaz (lasd 2.2. feladat).

2.3. feladat. Koordinacios jaték. Szimmetrikus jatékban elegends az 1. jatékos
nyereségmatrixat feltiintetni.
2 0
U= (O 1) .

Lassuk be, hogy két szigoru tiszta Nash-egyenstly 1étezik és egy kevert szimmetrikus
Nash-egyenstly!

Eddig olyan jatékokat mutattunk be, ahol a jatékosok egyszer és egy id6ben 1épnek.
Most olyan jatékra hozunk példat, ahol a két jatékos egymast kovetve lép.

2.4. példa. Ragadozo jaték. Egy piacot egy bentlévs (I=incumbent) vallalat
monopolizal, de egy masik vallalat (E=entrant) probal belépni. Ha E belép, akkor I
kétféleképpen valaszolhat: vagy alkalmazkodhat a belépshoz, visszafogva kibocsatasét,
hogy megdérizhesse a piaci arat; vagy felveheti a harcot a belépével: ragadozo magatartdst
tanusit, leengedi az arat, hogy elriassza vagy kiszoritsa a belépst. A jaték kifizetési
méatrixa (méas néven, stratégiai alakja, amelyet eddig elemeztiink), a kovetkezd:

2.4. tablazat. Ragadozo jdték

Bentlevg vallalat (1) harcol alkalmazkodik
Belépé vallalat (E) kint marad (0, 2) (0, 2)
belép (-3, -1) (2, 1)

A stratégiai alak elemzése két Nash-egyensulyt ad: (E kint marad; I harcol, ha E
belép) és (E belép; I alkalmazkodik, ha E belép). Logikailag szinte ranézésre lathato,
hogy az els6 egyenstly elfogadhatatlan (E kint marad, de I mégis arra késziil, hogy E
belép) és nem is hiteles I fenyegetése, hogy harcol (nyeresége —1), mig alkalmazkodés-
nal a nyereség 1. Itt bizonyos stratégiaparok nem valosulhatnak meg, ezért irredlis a
szerepeltetésiik.

A dinamikus leirast az Gun. extenziv alak adja, amelyben az egymas utani 1lépéseket
egy fa irja le. Példankban az 1. jatékos az 1. id6pontban 1ép, a 2. a 2.-ben.

(2.1. abra )

2.5. példa. Dollararverés. (Shubik, 1971.) Az asztalra ki van téve egy 1 dollaros.
Két jatékos felvaltva licitalhat, 1épésenként legalabb 1 centet és legfeljebb 10 centet
emelve a téten. Az nyer, aki a legtobbet igéri, de az utolso el6tti licitet is ki kell fizetnie
az utolso eldtti licitalonak.
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Nem szabvanyos jaték, de jol jellemzi a konfliktusok fokozatos kiterjedését (esz-
(z,x+ 1) par, hiszen az utolso licitalo koltsége csak 2 c-tel ng és nyereménye 0-rol 1 $-ra
ng. Ugyanakkor a két jatékos Osszkoltsége (2z + 1) ¢, azaz (49 ¢, 50 ¢) utan a teljes
koltség tobb, mint 1 $, tehat tarsasagi szinten irracionalissa valik a részvétel. Ennek
ellenére gyakran csak a készpénz hianya vet véget a jatéknak.

2.6. példa. ,Kicsi a rakas, nagyot kivan”. Adva van egy nyereményhatéar, mondjuk
1 milli6 $, és széles korben meghirdetik a részvételi lehetGséget. Ha n részvevs van, akkor
a nyereménye 1/n millio $, amit egyetlenegy — sorshuzas utjan kivalasztott — részvevd
kap meg.

A hagyomaéanyos jatékokban a részvevsk szaméanak ndévekedésekor csak a gyGzelem
valoszintisége csokken forditott ardnyossag szerint, de a jaték Osszege fix (vagy akar ng
is, mint a lottonal). Itt minél nagyobb a tolongas, annal jobban elolvad a nyeremény.

2.7. példa. Tisztességes osztozkodas. 100 Ft-ot kell elosztani két fél kozott.
Az 1. jatékos Ft-ban egész értékid ajanlatot tesz a 2. jatékosnak, aki vagy elfogadja
az ajanlatot és akkor hozzajut a pénzhez, vagy elutasitja, és akkor egyik jatékos sem
kap semmit sem. Egy racionalis jatékos 1 Ft-tal is beérné (az is t6bb, mint 0), de a
kisérletekben 30-40 Ft-nal kevesebbel nem szokas beérni.

2.8. példa. Hogyan befolyasolja a megfogalmazas (a ,csomagolas”) a jatékot?
Induljunk ki a fogolydilemma kévetkezs valtozatabol:

2.5. tablazat. Fogolydilemma

2. jatékos Egytittmtikodik Verseng
1. jatékos
Egytittmiikodik (3, 3) (1, 4)
Verseng (4, 1) (2, 2)

Ismert, hogy az egyensilyi megoldas a (Versengés, Versengés).
Fogalmazzuk at a feladatot a kovetkezGképpen:

2.6. tablazat. Atfogalmazott fogolydilemma

Magadnak Miésiknak
Egyiittmiikodik 1 2
Verseng 2 0

Ha az egyiittmikodés gombot nyomod meg, akkor magadnak 1-et adsz, a masiknak
2-t; ha a verseng gombot nyomod meg, akkor magadnak 2-t adsz, a mésiknak 0-at.
Belathato, hogy az ered6 az el6z6 tablazatban leirt nyereménypérok tablazata. Ennek
ellenére ezt a jatékot a kisérletekben sokkal kooperativabban jatsszék, mint az eredetit,
mert nyilvanvalé benne, hogy csak a masiktol johet az igazi nyereség.

A kovetkezd példa az igazmondésra 6sztonzésrsl szol.
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2.9. példa. Salamoni itélet (Biblia). Két asszony egyszerre sziilt egy helyen. Az
egyiknek azonnal meghalt a gyereke, és magiénak kovetelte a mésikét. Kiilsé szemléls
utélag mar nem tudta megallapitani, hogy valdjaban kié a gyerek. Salamon izraeli kiraly
(i.e. 1000. koriil) a kévetkezd cseles itéletet hozta: kettévagom a gyereket és mindketten
megkapjak a gyerek felét”. Az igazi anya rogton lemondott a gyerekrdl (neki a gyerek
élete a legfontosabb), s ebbdl Salamon megtudta, hogy ki az igazi anya, és annak itélte
a gyermeket.

A kovetkezd példa a fliggetleniil hozott dontések Gsszehangolasarol szol.

2.10. példa. Férjek és feleségek (vo. Shakespeare: Makrancos holgy). A brit TV-
ben nagy sikerrel jatszottak a kévetkezé jatékot. Tobb hazaspart behivnak, elkiilonitik
a férjeket és a feleségeket. Egy sor kérdést tesznek fol nekik. Minél tobb valasz egyezik
egy hazasparnal, annal nagyobb a siker. Hogy ne allapodhassanak meg a parok elére
az i-edik kérdésre adando6 valaszrol, a kérdéseket eltéré sorrendben adjak fol. Mi az
optimalis stratégia? Példaul a férj azt valaszolja, amit gondol, és a feleség igazodik a
férje izléséhez.

A kovetkezd példa egy szokatlan, de elgondolkodtatd jatékot ismertet.

2.11. példa. Az egyszam-jaték. A jatéknak sok részvevGje van. Mindenkinek
gondolnia kell egy természetes szamot, amelyet bekiild a jatékvezet6hoz. Az nyer, aki
a legkisebb olyan szamot gondolta, amelyet mas nem gondolt. Ha 2n + 1 részvevs van,
akik koziil pesszimalis esetben éppen ketten gondoljak az 1-et, a 2-t, ..., n-et, akkor
n + 1 lesz a nyerészam. Minden mas esetben kisebb a nyerdszam. A Mérs-féle Fiiles-
palyazaton tobb mint 8 000 részvevs indult, tobb mint 2 000 szamot kiildtek be és a
legkisebb egyedi szam a 120 volt. (Az evolucios jatékok elmélete segit a megoldasban.)

A kovetkez§ példa egy izgalmas kisérletrsl szamol be, amely azt vizsgélta:
kialakulhat-e kooperécié egy olyan vilagban, ahol mindenki 6nzg?

2.12. példa. Stratégiak kisérleti versenye a fogolydilemma ismételt lejatszasanal.
Axelrod 1979-ben versenyre hivott fel sok ismert tudost. Minden részvevének be kellett
kiildenie egy szamitogépes programmal leirt stratégiat, amelytsl a maximalis nyere-
ményt remélheti egy korversenyben, ahol a fogolydilemmat sok menetben lejatsszak, de
a részvevok el6re nem ismerik a jaték hosszat. A beérkezd 14 program koziil Rapo-
port szerezte a legtobb pontot a Tit for Tat nevi stratégidjaval. Mindossze két sorbol
allt a program: 1. Az els§ lépésben kooperdl. 2. Ezutan azt lépi, amit a partnere
az el6z6 lépésben lépett. Axelrod két vonast fedezett fel a sikeres programok kozott:
baratsagossagot és megbocsatéast.

Miutan széles korben kozolte a verseny eredményeit, Axelrod 1982-ben egy masodik
versenyt is kiirt. Ezuttal sokkal tobb részvevd indult, de ismét csak Rapoport nyert,
ugyanazzal a programmal. Most Axelrod harom tujabb jegyet is folfedezett a sikeres
programok kozott: provokalhatosagot, reakcioképességet és kiismerhetSséget. Erdekes,
hogy Rapoport programja mind az 6t tulajdonsadgot maximélisan tartalmazta, és utdlag
megallapithato, hogy ez volt ismételt sikerének a kulcsa.
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3. Nash-egyensuly létezése és alkalmazasai

A 2. fejezet jatékelméleti bevezetGjét mélyitjiik el ebben a fejezetben. Definialjuk a
Nash-egyensilyt, majd belatjuk létezését, és bemutatjuk néhany alkalmazasat. (Rész-
letesebben, Forgo és szerzétarsai, 2005.)

3.1. Nash-egyensiily és a Brouwer-féle fixponttétel

Legyen a jatékosok szdma n > 1 természetes szam, indexiik ¢ = 1,2 ..., n. Legyen
S; absztrakt halmaz az i-edik jatékos stratégidinak halmaza; altalanos eleme s; € S; a
jatékos tetszéleges stratégidja. A jatékosok egyméstol fiiggetleniil valasztjak stratégia-
jukat, azaz dontenek (nem kooperélnak), s az i-edik jatékos haszna u;(s1,...,S;, ... ,Sn)
valos szam. Minden jatékos sajat hasznossagfiiggvényét akarja maximalizalni, de a ma-
ximum fiigg a tobbiek stratégiajatol is. Foltessziik, hogy mindegyik jatékos mindent
Legyen S = S1 x... xS, a stratégia-eqgyiittesek halmaza. Mindenekel6tt egy n-szereplés
nemkooperativ jaték egyenstilyat definialjuk.

Definicié. Felfedezsje tiszteletére azt mondjuk, hogy a jatékosok (s7,...,s5) € S
stratégia-egyiittese Nash-egyensulyt alkot, ha semelyik jatékosnak sem érdemes egyol-
dalian eltérnie az egyensulyi stratégia-egyiittesben szerepls sajat stratégiajatol.

Az n-szerepls Nash-egyensiily egyszertien megfogalmazhaté, ha s_; jeloli a ,tobbi”
jatékos stratégiajabol allo hipervektort:

ui(s7,s";) > ui(s,s;) tetszGleges s; € S;—re, 1=1,...,n.

79

3.1. példa. A kétszemélyes jaték Nash-egyensulya:

u1(s7,85) > u1(s1,55) tetszoleges 51 € Sy—re
uz(87,85) > ua(sy,s2) tetszoleges 59 € Sy—re.

A jobb megértés kedvéért érdemes bevezetni a legjobb vélasz fogalmat.

Definicié. Az s; € S; stratégia az i-edik jatékos egy legjobb vdlasza a tobbi jatékos
valamilyen s_; € S_; stratégia-egyiittesére, ha s_; € S_; esetén 5; maximalizalja az i-
edik jatékos hasznat:

i (8i,5—i) > u;i(Si,5—4) tetszoleges s; € S;—re.
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Az i-edik jatékos legjobb vdlaszainak halmazdt b;(s—;) C S; stratégia-részhalmaz jeloli:
i (85,8—i) > u;i(85,8—) tetszoleges s; € S;—re, S; € bi(s—;).

Nyilvanvalo, hogy a Nash-egyensuly azt jelenti, hogy minden jatékos stratégidja
(nem feltétlentil egyértelmti) legjobb valasz a tobbiek egyenstlyi stratégiajara:

S; S bl(S*_l)a 1=1,..., n.

Definialjuk a kovetkezd leképezést: b(si,...,sn) = bi(s—1) X -+ X by(s—y). Ez a
leképezés az egyéni b; leképezések Descartes-szorzata. Ekkor az s* € S Nash-egyensuly
olyan stratégia-egyiittes, amely legjobb valasz énmagara: s* € b(s*).

Itt taladlkozunk a leképezés fixpontjaval, amely alapvets szerepet jatszik a kozgaz-
dasagtani egyenstulyelméletben altalaban és a jatékelméletben specialisan (Zalai, 1989,
6. fejezet Fiiggeléke).

Kezdjiik a fiiggvény fixpontjaval. Az X absztrakt halmazon értelmezett f : X — X
fiiggvénynek az x € X pont fizpontja, ha x = f(z).

3.1. segédtétel. (Brouwer-féle fizpont-tétel, 1913.) Legyen q egy természetes
szam. Ha X C RY kompakt és konvex halmaz, és f: X — X folytonos figgvény, akkor
az [ figguénynek létezik legaldbb egy fixrpontja: x* = f(x*).

3.2. példa. ¢ = 1 esetén X = [a, b], tehat a Bolzano-tételhez jutunk. Valoban,
g(x) = x — f(z) fiiggvényre g(a) < 0 < g(b), azaz létezik olyan ¢, a < ¢ < b, amelyre
g(c) = 0.

A maximalizadlando fliggvények vizsgalatakor gyakran hasznos a kovetkezo

Definicié. Egy f: R? — R fliggvényt kvdzikonkdimak neveziink, ha egy X C R?
konvex halmazon van értelmezve és ha minden {x € X : f(x) > t} felsd szinthalmaza
konvex, ahol t tetsz6leges valos szam.

Akarcsak a konkav fliggvényeknél, a kvazikonkav fliggvényeknél is igaz, hogy a rajuk
vonatkoz6 maximumfeladatok esetén a lokalis maximum egyben globalis is. Természete-
sen egy konkav fliggvény kvazikonkav. A kvéazikonkav fliggvények valoban altaldnositjak
a konkav fiiggvényeket abboél a szempontbol, hogy az elébbieknek barmely monoton né-
vekvl transzformaltja is kvazikonkav, mig az utébbiakndl a transzformalt lehet nem
konkav is.

Mivel a maximum nagyon gyakran nem egyértelm, sziikségiink van a halmazértéki
fiiggvényekre (2.3. példa).

Definiciék. 1. Halmazértéki leképezésnek neveziink két absztrakt halmaz, X
és Y kozotti f : X — Y hozzarendelést, amely minden x € X ponthoz egy f(z) C Y
halmazt rendel. (Ha f(z) minden esetben pont, akkor fliggvényrsl beszélhetiink.)

2. A folytonos fliggvény egyik lehetséges altalanositasaként egy leképezést felilrdl
félig folytonosnak neveziink, ha barmely olyan {x™} C X sorozatra, amely konvergal
x € X-hez, és barmely y™ € f(z™) C Y, {y™} konvergél y € Y-hoz, akkor y € f(x)
teljesiil. Kompakt X tér esetén ez azt jelenti, hogy az [z, f(z)] graf zart halmaz.

3. Egy f leképezésnek az x € X pont fizpontja, ha z € f(z).

Koénnyen belathato a
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3.2. segédtétel. Legyen Y és V egy véges-dimenzios euklideszi tér kompakt és
konvex részhalmaza, és legyen a g :' Y x V. — R fiigguény folytonos az (y,v) szerint és
kvdzikonkdav az y szerint. Rendelje a h leképezés minden v € V-hez a mazrimumot ado
pontok halmazat Y -ban. Ekkor a h leképezés nemdiires, felilrdl félig folytonos és konvex
érték.

A folytonos fliggvényekre vonatkozo Brouwer-féle fixpont-tételt (a 3.1. segédtételt)
altalanositja leképezésekre a

3.3. segédtétel. (Kakutani fixzpont-tétele, 1941.) Ha X egy véges-dimenzids
euklideszi tér nemiires, konvex és kompakt halmaza; ha f az X-nek eqy énmagdra valo,
feliilral félig folytonos leképezése, amely minden x € X-hez nemdires konver halmazt
rendel, akkor f-nek létezik fixrpontja: z* € f(x*).

A most felsorolt fogalmak és segédtételek szinte sugalljak a nemkooperativ jaték-
elmélet alaptételét, amely Nash (1951) tételét altalanositotta:

3.1. tétel. (Nikaido—Isoda, 1955.) Egy n-személyes jatéknak létezik legalabb egy
Nash-egyensiilya, ha teljesiilnek a kévetkezd feltételek:

a) az S; stratégiahalmaz egy m;-dimenzios euklideszi tér nemiires, konvex és kom-
pakt halmaza;

b) Az i-edik jatékos u;(s1,...,S;,...,Sp) hasznossagfiiggvénye folytonos minden
valtozojaban és kvazikonkav s;-ben, i1 =1,..., n.

Bizonyitas. A 3.2. segédtétel szerint minden jatékosra a legjobb-valasz leképezés
nemiires, konvex értékii és feliilrgl félig folytonos. A fentebb definialt b(s) leképezés a
nemiires, konvex és kompakt S halmazt 6nmagaba képezi le és szintén feliilrél félig foly-
tonos. Kakutani fixpont-tételének minden feltétele teljesiil, azaz létezik olyan s* € S
stratégia-egyiittes, amely a b leképezés fixpontja: s* € b(s*). ]

A kovetkezd példa folytonos stratégiahalmazon szemlélteti a Nash-egyenstlyt.

3.3. példa. Telephely-valasztas. Hotelling (1929) a kovetkezs elhelyezkedési fel-
adatot elemezte. Tegyiik fol, hogy 1 km hosszt strandon a strandolék egyenletesen
oszlanak el. Két fagylaltos kinalja azonos aron azonos mingségi portékajat, és min-
den strandol6 ahhoz a fagylaltoshoz megy, aki kozelebb van hozza. A fagylaltosok a
forgalmukat akarjak maximalizalni. Képviselje a strandot a [0, 1] intervallum. Ha az
1. fagylaltos z1-ben all, és a 2. fagylaltos zo > x1-ben all, akkor z* = (z1 + z2)/2 a
fagylaltosok kozti felezépont. Az 1. fagylaltoshoz mennek a (0,2*) szakasz strandoloi,
és a 2.-hez az (z*,1) szakaszé.

a) A fagylaltosok Nash-egyensiulyban a strand kozepén helyezkednek el. (Ha
r1 < xg, akkor az 1.-nek érdemes jobbra hiuizddnia, a 2.-nek pedig balra: tehat Nash-
egyensulyban x; = z9. Ha z1 = x5 < 1/2, akkor az 1.-nek érdemes jobbra hizddnia,
ellentmondva az xo > z feltevésnek. Nash-egyensuly: mindkét fagylaltos kozépen all.)

b) A tarsadalmi optimum az (1/4, 3/4) felallas lenne, mert ekkor a fogyaszté altal
megteendd atlagos tavolsag 1/8, ellentétben az egyensilyi 1/4-del.

c) Belathato, hogy harom fagylaltos esetén nincs tiszta, de van kevert Nash-

egyensuly. (]
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o e .4,

zése. Tegyiik 6], hogy a vélasztok preferenciai (pl. az addkulcs nagysagéarol) a [0, 1]
intervallumon egyenletesen oszlanak meg. Két part van, amelynek programja a [0, 1]
intervallum egy-egy pontja. A Nash-egyensulyban mindkét part a koézépen elhelyezkedd
szavazo kegyeiért esedezik. [

Torténelmileg az els6 tétel a jatékelméleti egyensilytol kétszemélyes, nulladsszegi
jatékra vonatkozott, ahol n = 2, u; +us = 0. u-val jelolve az 1. jatékos hasznossagfiigg-
vényét, a masodiké —u. Ilyen jaték példaul a sakk, ha a gy6zelem 1 pontot, a vereség
—1 pontot és a dontetlen 0 pontot ér (itt a szokasos pontokat 2-vel megszorozzuk és 1-et
levonunk).

3.1. feladat. Igazoljuk, hogy a kétszemélyes nulladsszegii jatéknal a Nash-
egyensily ekvivalens a minimax-feltétellel:

max min u(s1,52) = min max u(sy,S2).
51€S51 52€82 52€852 s1€51

Végiil kimondjuk a 3.1. tétel nevezetes kovetkezményét.

3.1. kovetkezmény. (Neumann, 1928.) Béarmely kétszemélyes nulladsszegi jé-
téknal a kevert startégiak halmazan létezik legalabb egy Nash-egyensiily.

3.2. Oligopodlium

A hagyomanyos kozgazdasig-elmélet kizarolag a monopoéliumot és a tokéletes versenyt
tanulményozta. A valésdgban nagyon gyakori viszont, hogy néhany vallalat alkotja a
piacot: ez az Un. oligopol piac. Ilyen volt példaul a sokaig zart amerikai autopiac a
hires harmassal: a General Motors, a Ford és a Chrysler. Ebben a pontban ezt az esetet
vizsgaljuk, amely kivalo alkalmazésa a Nash-egyensulynak.

Az ipari szervezetek (industrial organizations) elméletében az els6 lépés a valosag
pontosabb leirasa felé a két vallalatbol allo piac vizsgalata volt. Figyelemre mélto, hogy
az uttors Cournot (1838) két vallalat esetében szinte megelSlegezte Nash egyensiulyfo-
galmét.

Definicié. Cournot-duopdliumrol beszéliink, ha két vallalat verseng egymaéssal és
az i-edik vallalat felteszi, hogy a j # i-edik véllalat kibocsatasa g;, s ennek megfelel6en
ugy valasztja meg ¢;(q;) kibocsatasat, hogy adott g; mellett a m;(¢;(g;),q;) profitja
maximalis legyen. Bels6 maximumnal:

(31) Ti,q; (q’MQJ) = 07 1= ]-7 2.

Cournot-egyensily esetén a két feltételezés Gsszhangban van egymassal:

(3.2) G =qlqg) =12
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3.2. tétel. a) Megfelels technikai feltételek mellett létezik a Cournot-egyensuly.

b) A Cournot-duopolér nagyobb, mint a versenyar; és kisebb, mint a monopolar,
tehat a megfelelé duopol-kibocsatas kisebb, mint a verseny-kibocsatas; és nagyobb, mint
a monopol-kibocsatas.

Az elmondottakat a kovetkezd két feladat szemlélteti a legegyszeriibb esetben.

3.2. feladat. a) Linearis keresleti fliggvény és kiilonb6z6 linearis koltségfiiggvényti
két vallalat esetén hatarozzuk meg a Cournot-egyensulyt! b) Mikor igaz, hogy a legjobb-
valasz fliggvény kontrakcio?

3.3. feladat. Kvadratikus keresleti fiiggvény (p = 1 — (g1 + ¢q2)?) és azonos nulla
koltségfiiggvény két vallalat esetén hatarozzuk meg a Cournot-egyensuly termelését és
profitjat!

A duopdlium természetes altaldnositasa az oligopolium.

Definicié. Oligopoliumrol beszéliink, ha a piacon jelenlévs vallalatok szama
nagyobb, mint 1, de olyan kicsi, hogy nem lehet elhanyagolni az egyes szerepl6k dontései
kozti kolesonhatasokat.

Jelenleg nincs altalanosan elfogadott oligopolium-elmélet. Szemléltetésiil a kovet-
kez6 példat tanulmanyozzuk.

3.5. példa. Szimmetrikus oligopol piac. A piacon n egyforma vallalat tevékenyke-
dik, egységkoltségiik egyarant c. A piac keresleti fiiggvénye linearis: Q(p) = a — bp, ahol
Q =), q;- Foltessziik, hogy a > bc, azaz p = ¢ minimuméarhoz tartozo6 kereslet pozitiv.
A Cournot-megoldas altalanositasabol adodik a Nash-egyensily, ahol minden i-re adott-
nak véve a tobbi vallalat dontését, az i-edik vallalat optimuma a Nash-egyensulybeli
érték. Képletben: alkalmazva a ¢ = (¢;,q—;) folbontast, legyen az i-edik vallalat pro-
fitfiiggvénye m;(q;,q—;). Ekkor a ¢* vektor Nash-egyensily, ha minden i-re és minden
gi-re

mi(q;,9%;) = mi(qia;)-

Esetiinkben Nash-egyensilyban az egyes véallalatok kibocsatésa azonos, és a

Q*(n) = ngj(n) 6sszkibocsatas, valamint az ar rendre

n(a — be) a + nbe
33 * = — - A * — .
(3.3) Q(n) == s =Ty
Erdemes kiszamitani az egy vallalatra jutoé profitot és az Gsszprofitot:
* * * a—be . * * n(a — bC)
m(n) = (p (n)—C)%(”):m es IO (n)=”7f1(n)=(n+—1)2b-

Két hatareset 1étezik:
a) n = 1, monopolium: Q}; = (a — be)/2 és py; = (a + be)/2b;
b) n = 0o, tokéletes verseny: Q¢ = a — bc és p& = c. [

Osszefoglalva: A 3.5. példaban a versenyzd vallalatok szamanak novekedésével a
kindlat né (tokéletes versenynél éppen kétszer akkora, mint a monopoéliumnél); az ar
pedig csokken (tokéletes versenynél megegyezik a hatarkoltséggel).
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Végiil egy meglepé feladat, amely ravilagit a Cournot-modell egyik gyengeségére.

3.4. feladat. (Salant et al., 1983.) Lassuk be, hogy ha egy n-szerepls piacon az
1. vallalat kettéosztja onmagat, akkor a haszna jelentGsen ng, de a tobbieké annyira
csOkken, hogy a termelSk Gsszhaszna is cstkken!

Végill megemlitjiik a jatékelmélet fontos alkalmazasaként az informécio-
gazdasagtant, amelyrdl Vincze (1991) és Szatmari (1996) ad jo attekintést.
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4. Nemnegativ elemid matrixok és az agazati kapcsolatok mérlege

A matematikai kozgazdasiagtanban alapvets szerepet jatszanak a nemnegativ elemt méat-
rixok. Ezek elmélete utat nyit a gyakorlatilag is hasznélhaté agazati kapcsolatok mo-
delljéhez.

4.1. Nemnegativ elemi matrixok
Bemelegitésiil felidézziik a kdvetkez6 meghatarozasokat.

Definicié. Az n-edrendd M maéatrixnak a A komplex szam a sajdtértéke, az s n-
vektor pedig a sajdtvektora, és a P(\) polinom a karakterisztikus polinomja, ha teljesiil

(4.1) Ms=X\s, s#0,
(4.2) P(\) = det(A — M).

A karakterisztikus egyenlet gyokei azonosak a sajatértékekkel, szamuk multiplicitassal
n.

Definicié. Az M métrix spektrdlsugara az n darab sajatértékek abszolut értéké-
nek maximuma; jele: p(A) = max{|A1],...,|\n|}.
matrix domindns sajatértéke egy olyan sajatérték, A\, amelynek abszolut értéke maxi-
malis: |[A1] = p(M). Dominans sajatértékhez tartozo sajatvektort domindns sajdtvek-
tornak neveziink, amelynek algebrai és geometriai multiplicitasa egyarant lehet 1-nél
nagyobb. (Példaul az I transzformécionak minden nemnulla vektor dominéns sajatvek-
tora, 1 sajatértékkel: r = r* = n.)

Nyilvanvalo okok miatt a kozgazdasidgtanban nagyon fontosak a nemnegativ (pozi-
tiv) elemd matrixok, ahol m;; > 0 (m;; > 0). (A legtjabb magyar helyesirasi szabalyzat
megalkot6i nagy hibat kovettek el, amikor bevezették a nem kezdeti jelz6k kiilonirasat!
Ugyanis a nem negativ elemd matrixok nem azonosak a nemnegativ elemid matrixokkal!
Az elgbbi osztalyba olyan méatrixok tartoznak, amelyeknek van legaldbb egy nem nega-
tiv elemiik, mig az utoébbiba olyan matrixok tartoznak, amelyeknek minden eleme nem
negativ!)

Tekintsiink a kovetkezé nemnegativ elemt matrixokat.

4.1. példa. Kiilonféle nemnegativ elemi matrixok.

0 1 10 11 11
O B O B U A
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Definicié. Irreducibilis matrixokrol beszéliink, ha az {1, 2, ..., n} indexhalmaz
nem bonthat6 fel két olyan nemtrivialis J és J* indexhalmazra, amelyre a keletkezé
My« y és My« blokkok egyike nulla matrix.

Ahhoz, hogy kevésbé formélis legyen a meghatarozasunk, érdemes grafokra lefordi-
tani a definiciot. Képzeljiik azt, hogy van egy n-cstcsu iranyitott grafunk, amelyben az
i-edik pont akkor és csak akkor van 6sszekotve a j-edikkel, ha az (4,j) méatrixelem pozi-
tiv. (Természetesen elképzelhets, hogy az i-edik cstcs ssze van kotve a j-edik csicesal,
de forditva nem.) Ekkor a matrix irreducibilitasa azt jelenti, hogy a hozzé tartozo graf
cstucspontjai nem oszthatok két olyan csoportba, hogy egyik csoport egyik csiicsa sincs
Osszekotve a masik csoport semelyik cstcsaval. Természetesen a méatrixot reducibilisnek
nevezziik, ha nem irreducibilis. (Vegyiik észre, hogy minden blokk-diagonalis matrix
reducibilis, hiszen ott egyik csoport sincs dsszekotve a masikkal.)

Néha blokk-diagonalis matrixokkal dolgozunk, mert azok kisebb méreti matrixok-
hoz vezetnek. Maskor éppen ellentétes a célunk, el akarjuk keriilni, hogy a rendszer
részeire bomoljék.

A kovetkezd tételt és folyoményait Perron (pozitiv matrixokra) és Frobenius (nem-
negativ matrixokra) fedezte fol, és az 1950-es évek oOta alapvetd szerepet jatszanak a
matematikai kozgazdasagtanban.

4.1. tétel. (Frobenius 1. tétele: 1908, Zalai, 1989, 2. fejezet.) Legyen a négyzetes
M matrix nemnegativ és irreducibilis. Ekkor igazak a koévetkezd allitasok.

a) M-nek van egy pozitiv dominans sajatértéke.

b) Létezik (egy skaldrszorzotol eltekintve) egyetlen pozitiv sajatvektora, amely a
pozitiv dominans sajatértékhez tartozik.

c¢) A pozitiv dominans sajatérték algebrai multiplicitasa 1.

d) A pozitiv dominans sajatérték névekvd fiiggvénye barmely pozitiv elemnek.

e) Ha a spektralsugar kisebb, mint 1, akkor (I — M)~ létezik és pozitiv.

A bizonyitasbol csak az alapgondolatot emlitjik meg: Az z = (x1,...,x,) esetén
Mz);
o) =min | My <im0
Z;

fiiggvény jol definialt, és a maximumat az s; > 0 sajatvektornal veszi fol, értéke: p(M) =
A1 pozitiv dominans sajatérték.

4.1. feladat. Kozvetleniil igazoljuk a 4.1. tételt n = 2-re!

A valoszintségszamitasbol (Rényi, 1966) jol ismert a véges allapoti homogén
Markov-lancok elmélete, amely izomorf a fenti elmélettel (lasd még az 5.3. tételt).

4.2. feladat. Soroljuk be tipusokba a 4.1. példa matrixait! Nézziik meg, hogy
hany dominéns sajatértékiik és sajatvektoruk van!
4.2. Agazati kapcsolatok mérlege

Ebben az alpontban az dltalanos egyensilyelmélet egyik gyakorlati alkalmazasara, az
dgazati kapcsolatok mérlegére, AKM-re mutatunk egy példat, amely elméletileg is érde-
kes.
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Egy n-szektoros gazdasagbol indulunk ki, ahol a szektorok kozti kapcsolatokat egy
statikus nyilt AKM-modell irja le (Leontief, 1941 és Brody, 1969). A jelélési egyszerti-
ség kedveéért foltessziik, hogy a gazdasag hosszu tavon nem né és nem csokken. (A 7.3.
alfejezetben majd feloldjuk ezt a megszoritast.) Legyen a;; a j-edik szektor egységnyi
termeléséhez sziikséges anyagigény az i-edik szektortol, legyen y; az i-edik szektor kibo-
csdtdsa és c; a végs6 fogyasztas az i-edik szektor termékébsl. A megfelel6 matrixok és
vektorok jele: A, y és c.

Szokas szerint foltessziik, hogy A nemnegativ elemi, irreducibilis matrix, melynek
spektralsugara kisebb, mint 1 : p(A) < 1. Megfelel6 mértékegység-valasztéassal biztosit-
hato, hogy > . a;; < 1,i=1, ..., n, vektorialis frasmodban: 14 < 1.

A modell egy egyszerti azonossagon alapul: termelés — termelsi fogyasztasok 0sszege
= végss fogyasztés.

(I-Ay=c

Belathato, hogy ez az egyenlet egyértelmtien megoldhato:

4.3. tétel. Feltevéseink mellett az AKM-modellnek minden pozitiv végss fo-
gyasztasra létezik egyetlenegy pozitiv kibocsatasa:

y=(I-A)"lc

Definicié. Az (I — A)~! métrixot az A méatrix Leontief-inverzének nevezik.
Matematikdban ezt a tipust maéatrixot rezolvens mdtriznak nevezik.

A 4.3. tétel azt sugallja, hogy akarmilyen végss fogyasztas megvaldsithato, csak
konzisztensen kell megvalasztani a kibocsatasi vektort. Kéznapi tapasztalatainkbol tud-
juk, hogy ez nincs igy, s ennek alapvetSen két oka van. a) Vannak korlatos eréforrasok
(nyersanyagok és munkaerd), amelyek hosszabb tavon sem novelhetSk tetszés szerint.
b) Az ember &ltal készitett eszkozok elGallitasa id6t vesz igénybe. FEzzel a kérdéssel
foglalkozunk a 7.3. alfejezetben.
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5. Linearis differencia- és differencialegyenletek

Eddig statikus kérdésekkel foglalkoztunk, ahol az idébeli kapcsolatok nem jatszottak
szerepet. Mostantol kezdve f6leg dinamikus kérdéseket vizsgalunk, ahol kiilonb6z6 valto-
zOk kiilonbo6z6 idGszakbeli értékei hatnak egymasra. Ebben a fejezetben a legegyszeritibb
dinamikus rendszereket mutatjuk be, nevezetesen a linearis differencia- és differencial-
egyenleteket.

Linearis differenciaegyenletek

A dinamikus matematikai kdzgazdasagtanban, akarcsak a numerikus analizisben, foly-
tonos id6 helyett szivesebben dolgozunk diszkrét idével. A diszkrét id6 elényei: nem
kell bizonyitani a megoldéas létezését, konnyt programozni a megoldést, és alkalmas az
id6beli késleltetések figyelembe vételére. Természetesen hatranyai is vannak: nem lehet
folytonos vonallal szemléltetni a palyakat, s a megoldasok ,yvadul” viselkednek.
Legegyszertibb dinamikus feladat a kozépiskolabol ismert szamtani vagy mértani
sorozat, amelynek megoldéasa zart alakban jatszva megadhato. Felvetddik a kérdés: mi
a megoldéas, ha a feladatot tobb dimenziéra vagy magasabb rendd esetre altalanositjuk?
Lineéaris inhomogén differenciaegyenlet-rendszerrsl beszéliink, ha

(51) xt+1:M:1:t—{—w, t:O, 1, 2,

Kezdetiérték-feladat esetén x( kezdeti érték is adva van.
A t6mor (5.1) feliras koordinatamentes. Gyakran eléfordul azonban, hogy koordi-
natakban van adva a feladat:

n
/ — E 5 —
(51 ) Tit+1 = mMi; T3¢ + wy, 1 = 1, ey, N,
j=1

ahol M = (m;;) az M transzformaci6é matrixa rogzitett koordindtarendszerben. Altala-
ban félreértés nélkiil beszélhetiink felvaltva transzformaciorol és matrixrol, mint ahogyan
a koordinatamentes, illetve a koordinatas vektornal sem tesziink kiilonbséget.

Az altalanos megoldashoz sziikségiink lesz a rendszer fixpontjara. (5.1)-bdl a ko-
vetkez6 implicit egyenlet adodik a fixpontra:

(5.1°) x° = Mz° 4+ w.
(5.1°) megoldhato. A fixpont létezése és egyértelmiisége trivialis:
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5.1. tétel. Az (5.1) linedris rendszernek pontosan egy fixpontja van, ha M-nek
az 1 nem sajatértéke. Képlete:

(5.2) 2° = (I — M) 'w.
Megjegyzés. A 4.1.e. tétel szerint ha M > 0, irreducibilis, és w > 0, akkor
z° > 0.

5.1. feladat. Legyen « és 3 negativ skalar. Hatarozzuk meg az

-(33) e ()

rendszer fixpontjat és ellendrizziik az 5.1. tételt!

Az algebrai linearis egyenletrendszerek megoldasabol ismert az inhomogén és ho-
mogén egyenlet megoldasédnak kapcsolata. Most ezt a fajta kapcsolatot aknazzuk ki a
differenciaegyenlet-rendszer esetén.

Vezessiik be az

(53) .f;?t =T+ — ill'o
eltérésvektort, és vonjuk ki (5.1)-bsl (5.1°)-t:
(54) [i‘t+1 - Mi‘t

Szoban: az eltérésvektorok kielégitik azt a homogén rendszert, amely az inhomogén
(5.1) rendszerbdl az additiv allando elhagyasaval keletkezik. (5.4) sorozatos behelyette-
sitésével adodik

(5.5) &y =M, = M*3_g=-- = M.

Visszairva az eredeti valtozokat: x; = x° + Mt(xog — z°).

A tovabbiakban a homogén rendszerrel foglalkozunk, és rovidség kedvéért elhagyjuk
a kalapot (azt is mondhatjuk, hogy w = 0.) A hivatkozasok kedvéért 1j alakjaban tjra
folirjuk az (5.3) — (5.4) egyenletpart:

.Tt+1 = M.Cl?t,

Ty = Mt.flfo.

Altalaban célszertitlen minden zy kezdGallapotra a hozzatartozd x-t (5.5)-tel, métrix-
hatvanyozassal kiszamitani. Még akkor is igaz ez a megallapitds, ha a takarékos
Mtzg = M(M!'1zg) iteraciot alkalmazzuk. Linedris algebrabol azonban ismert, hogy
M sajatértékei és sajatvektorai segitségével Mt egyszertien folirhato. A dinamikus rend-
szerek elemzésénél a transzformacio sajatértékeinek és sajatvektorainak jelent&ségét ép-
pen az adja, hogy a transzformécié hatvanyozasanal az el6bbiek tigy viselkednek, mintha
skalarok volnanak, az utobbiak pedig helyben maradnak. Pontosabban:

(5.6) Mis=MNs,  t=0,1,2,....
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Az egyszertiség kedvéért tegyiik fol, hogy létezik n darab linearisan fiiggetlen sajatvek-
tor, azaz egy sajdtbdzis:

PO\)=0, j=1,2,...mn
]\48]':/\]'83'7 j:1,2,...,n.

Ekkor barmely x kezdeti vektor felirhatd a sajatvektorok segitségével:
(5.9) vo =Y &;8;.
j=1
Folhasznalva (5.5)—(5.6)-ot, (5.8)—-(5.9) a kiovetkezs Osszefiiggést adja:
(5.10) ve=) &Ms;,  t=1,2, ...
j=1

Igaz az

5.2. tétel. Ha M-nek létezik egy sajatbazisa, akkor a sajatvektorok segitségével
a kezdeti allapotot folirhatjuk (5.9) alakban, és a sajatértékeket is igénybe véve a t-edik
allapot folirhaté (5.10) alakban.

Megjegyzés. Gyakorlati szamitasokban elegendé csak a sajatértékeket megha-
tarozni. Ugyanis az x; = Z?:l v /\3, t=0,1, ... osszefiiggésekben szerepls ismeretlen
v; vektorokat a kezdeti feltételekbdl lehet meghatérozni.

A szamos stabilitdsfogalom koziil a rovidség kedvéért csak a lokdlisan aszimptotikus
stabilitdssal foglalkozunk, ahol a fixpont megfelel6 kornyezetébdl indulé barmely palya
aszimptotikusan tart a fixponthoz: lim;_, ., x; = z°, esetliinkben 0-hoz.

Linearis esetben viszonylag egyszert a stabilitas elégséges feltétele, és lokalis helyett
globalis stabilitas.

5.3. tétel. A diszkrét idejii (5.1) lineéris rendszer akkor és csak akkor stabil, ha
az M matrix spektralsugara kisebb mint 1:

p(M) < 1.

Bizonyitas. a) Tegyiik fol, hogy létezik sajatbézis. Ekkor (5.10) szerint x; akkor
és csak akkor tart nulldhoz, ha minden sajatérték-hatvany nulldhoz tart, azaz minden
sajatérték abszolut értékben kisebb, mint 1. b) Az altalanos esetben ugyanezt az ered-
ményt kapjuk. [

A kovetkezd példa a legegyszeriibb esetben mutatja be a médszer miikdését, ahol
nincs is ra sziikség.

5.1. példa. Diagonélis matrix. Tegyiik f6l, hogy az M maéatrix diagonalis:
M = (m). Ekkor a sajatértékek: \; = m; és a sajatvektorok: s; = e; (a j-edik egység-
vektorok). Végiil §; = x; 0 a kezdeti allapot j-edik koordinataja, azaz z; = zjoNie;.
A sajatbazisra valo attérés diagonalizdlja az eredeti transzformaciot.
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A differenciaegyenletek elméletében kiemelkedGen fontosak a kétvaltozos rendsze-
rek, s azon belill is a linearisak. Ezért az allandoé-egyiitthatos kétvaltozos (sikbeli)
linearis rendszereket kiilon megvizsgaljuk: n = 2, kiilonos tekintettel az oszcillacidokra
(ciklusra). Sziikségiink lesz a rendszer mésodfoku karakterisztikus polinomjara, melynek
gyokei meghatarozzak a rendszer kvalitativ viselkedését:

P(A\) =A% —wA + 9,

ahol
w=trM =mq1 + maa és U =det M = mi1maoa — miamaq.

Oszcilldciorol beszéllink, ha az eltérésvaltozok minden idébeli korlatozason til idén-
ként elGjelet valtanak. Két alesete van:

a) Elfajult oszcilldcio all fonn, amikor egy dtmeneti idészak utdn mindkét valtozo
minden id&szakban elGjelet valt.

b) Szabdlyos oszcillicio all fonn, amikor a két valtozo elGjelvaltasa nem mindig
egyidejt.

5.4. tétel. Tipikusan a kévetkezd sajatérték parositasok alapjan osztalyozzuk a
sikbeli linearis rendszereket; szimmetria miatt feltehetd, hogy |Aa| < |A1]:

a) a dominans sajatérték pozitiv, |[A\o| < A\1: oszcillaciomentes;

b) a dominéans sajatérték negativ, |A2| < —A1: elfajultan oszcillalo;

c¢) komplex sajatértékek, |ReA;| < |A1|: szabdlyos oszcillacio.

Megjegyzés. Elvileg az a)—) eset barmelyike kombinalodhat a stabil, instabil és
Ljapunov-stabil eset barmelyikével. S6t, tovabbi fontos alesetek is el6fordulnak, példaul,
kettSs valos sajatérték (Ay = Ao = 1) esetén a rezonancia. Nincs teriink az Osszes
eset szdmbavételére. Végiil megemlitjiik, hogy a differenciaegyenleteknél f6lléps zavaros
sokféleség az egyik oka annak, hogy a matematikusok inkabb differencidlegyenletekkel
dolgoznak (lasd 5.2. alfejezet).

Bizonyitds. Foltessziik a sajatbazis létezését, s ez a tipikus eset. (5.10) most
kéttagt, o, = E N s + &N\ sy, Valos gyokok esetén A} dominancidja miatt x; ~ £3\]s1.
Az aszimptotikus tag koordinatainak elGjele nagy t-re a)-nal ¢-t6l fliggetlen, b)-re alter-
nalo. [

A komplex gyokok esetét egy példén és egy feladaton szemléltetjiik.

5.1. példa. 90°-os forgatés a sikban. Legyen

0 —1
- (0.
Ekkor kénnyen belathato, hogy az x; = Mx,_1 leképezés 90°-os elforgatas a sikban.

Nem meglepd, hogy Ao = +i, azaz az x190 = 1 és w29 = 0 kezdeti allapot mellett
x14 = cos(tm/2) és xo, = sin(tm/2).

5.2. feladat. Legyen p és ¢ két pozitiv valos szam. Legyen

M — cosy —sing
=P sinp  cosp |
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Mutassuk meg, hogy az z; = Mx;_; leképezés egy p-szoros nagyitast/kicsinyitést és
¢ sz0gl forgatast ir le a sikban! Igazoljuk, hogy A1 2 = plcos¢ * isiny|, valamint
x14 = ptcospt és xoy = p'sin pt!

Allando-egyiitthatos n-edrendd linearis differenciaegyenletrsl beszéliink, ha az is-
meretlen fiiggvény mellett y(™ a legmagasabbrendi derivalt az egyenletben:

n—1
y ™ (t) = Z ary®(t), ag # 0.
k=0

Az ilyen egyenletek egyszeri transzformacioval visszavezethetSk n-dimenzios elsé-
rendd egyenletekre, de kozvetleniil is megoldhatok (Euler, kb. 1740). Ezt szemlélteti
az

5.3. példa. Fibonacci-szamok (1202). ,Egy gazdanak van egy par nyula. Tegyiik
fol, hogy ez a par nyul minden héonapban egy tjabb par nyulat fiadzik, amelyek minde-
gyike kéthonapos koratol szintén havonta egy par nytlnak ad életet. A kérdés az, hogy
az egymas utan kovetkezd honapokban hany par nyula lesz a gazdanak” (Simonyi, 1981,
122. o.). Koénnyt belatni, hogy a valaszt a kovetkez6 rekurzio adja: Fy = Fi_1 + Fy_o,
Fy =1 és Fy = 1. A rendszer karakterisztikus egyenlete (méas szoval: a sorozat genera-
torfiiggvénye, de Moivre, 1724): P()\) = A% — X\ — 1, a sajatértékek: \; o = (1 4+ +/5)/2.
A megoldas F; = &N + &ML alakt. A kezdeti feltételekbol & és & meghatarozhato:
Fo=&+&=1¢6F =M +&\=1. &= (5+5)/10.

5.2. Linearis differencialegyenletek

Ratériink a tobbvaltozos elsérendi differencidlegyenlet megoldaséra. Legyen M egy
n-dimenziés négyzetes matrix, x egy n-dimenzios valos vektor.
Analodgia alapjan kimondhato6 az

5.5. tétel. (Lagrange, 1765.) Az & = Muz elsérendi, éallandé egyiitthatos,
homogén linearis differencidlegyenlet-rendszer x( kezdeti feltételhez tartozé megoldasa

(5.11) x(t) = eMlx,
ahol
o MFtk
Mt _
(5.12) Mt — o
k=0

A heurisztikus bizonyitasban tagonként derivaljuk e™* hatvanysorat, és a skalaris
esethez hasonlé modon kideriil, hogy deM!/dt = MeM!. (Az altalanos bizonyitést
példaul Arnold, 1984, 14-15. fejezete tartalmazza, illetve az 5.2. feladat szemlélteti a
legegyszertibb esetben.)

Hogyan lehet azonban egyszertien kiszamitani e matrixhatvanysort? Egyelére fél-
rerakjuk a kezdeti értékeket, és egyszerd megoldasokkal kisérleteziink, amelyek

(5.13) z(t) = Mo
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alakban irhatok fol, ahol A\ tetszéleges valos szam és v valamilyen n-dimenzios vektor.
Helyettesitsiik be a (5.13) feltételezett megoldast a differencialegyenletiinkbe:

ey = MeMo, v # 0,
azaz e # 0 miatt
(5.14) A= Mo.

A differenciaegyenleteknél eladott megfontolasokbol kovetkezik az

5.6. tétel. Ha az & = Mx egyenlet M matrixanak van sajatbazisa, akkor az xg
kezdeti értékhez tartozoé megoldas

n
2(t) = Grope !
k=1

alakti, ahol a & skalarokat egyértelmiien meghatarozza az

n
mo = Y Exvn
k=1

kezdeti feltétel.

Megjegyzés. Az igazi nehézséget az okozza, ha nincs n szamu fliggetlen sajat-
vektor (v6. 5.2. feladat). Arnold (1984, 25. 4. alfejezet) szellemesen jegyzi meg: amikor
a 18. szazad kozepén Euler és Lagrange a differencidlegyenlet-rendszerek megoldasanél
tobbszoros sajatértékekkel taldlkoztak, a matematikusok még nem ismerték a métri-
xok Jordan-alakjat (1870). Heurisztikus gondolatmenetiik a sikbeli egyenletre (n = 2)
kétszeres sajatérték esetében a kovetkezGképpen szemléltethets: kozelitsiik meg az M
méatrixot olyan { M} } matrixsorozattal, hogy M} mindkét sajatértéke kiillonbozs. Ekkor
A1k €s Mg konvergél a kétszeres multiplicitdst A sajatértékhez, a vy és vg j sajatvek-
tor pedig a ,hianyos” v sajatvektorhoz (a masodik, fiiggetlen sajatvektor hianyzik). De a
Eretrt és Erer2 vt kombinAcio helyett vehetjiik a & erkt és Eo(eP2 bt —ernmt) [(Ag p— A1 1)
kombinaciot, s akkor hatarértékben & e mellé a tére* alapmegoldast kapjuk.

Szemléltetésiil két feladat kovetkezik.

5.3. feladat. (Hianyos sajatvektorok.) — Tekintsiikk a kovetkezs sikbeli
differencialegyenlet-rendszert: &1 = x4, o = 0, amely az egyenes vonali egyenletes
mozgast irja le. Igazoljuk a) kozvetleniil és b) kozvetve, hogy a megoldas x5 (t) = 29 és

x1(t) = 29 + 25t! Fizikai tartalom: 1 a helyzet, x5 a sebesség, és a gyorsulas nulla.

5.4. feladat. Hatarozzuk meg a folytonos ideji rendszer stabilitasi feltételét!
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6. Nemlinearis differenciaegyenletek: stabilitas, ciklus és kaosz

Ebben a fejezetben nemlineéris differenciaegyenleteket tanulmanyozunk, mégpedig a
fixpont stabilitasa, ciklikus és kaotikus palydk létezése szempontjabol.
Kezdjiik az auton6m nemlinearis els6rendii differenciaegyenlet-rendszer felirasaval:

(6.1) Tep1 = f(x4), t=0,1,2, ..., X0 adott.
A vizsgalatot megkonnyiti, ha a rendszernek van fizpontja:
(6.2) {I,‘O = f(xo).
Ellentétben a lineéris rendszerekkel, a nemlinearis rendszerben nincs egyszert meg-
oldési eljaras.
6.1. Stabilitas

Globélis stabilitasnal a konvergenciat tetszéleges kezdSpontra kell bizonyitani. Fol-
tessziik még, hogy f: X — X fiiggvény, ahol X kompakt halmaz R™-ben.

Ljapunovtol szarmazik az az elgondolas, hogy ellentétben az 5. fejezet eredmé-
nyeivel, anélkiil is vizsgalhato a stabilitas, hogy a megoldast meg tudnank (vagy meg
kellene) hatarozni, kvalitativ elmélet. Csupéan olyan pozitiv fiiggvényre van sziikség,
amellyel mérve a tavolsdgot a fixponttol, a fliggvény csokken. Szabatosan megfogal-
mazva: egy folytonos V : X — R fiiggvényt Ljapunov-fiiggvénynek neveziink az f
fiiggvényre nézve, ha

(i) a V fluggvény a fixpontban nulla, kiilénben pozitiv:

V(z°)=0 és V(z)>0 (x#z°);

és
(ii) lényegében minden (z,f(z)) allapotparban V csokken:

VIf(z)] < V() kivéve, ha x = z°.
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6.1. tétel. (Ljapunov, 1893.) Ha létezik egy Ljapunov-fiiggvény a dinamikéra
nézve, akkor a fixpont globélisan stabil.

Megjegyzések. 1. Altalaban nehéz talalni Ljapunov-fiiggvényt, specialis esetek-
ben azonban vannak modszerek, amelyek segitenek. Példédul minden diszkrét ideji stabil
linearis rendszerre létezik egy kvadratikus Ljapunov-fiiggvény.

2. Erdemes megemliteni a Ljapunov-tétel fizikai hatterét: disszipativ rendszerben
(ahol a mechanikai energia egy része méasfajta energiava alakul at), a mechanikai energia
mindaddig csokken, amig a rendszer el nem éri az egyensulyi allapotat.

Bizonyitias. Legyen zy € X tetszbleges kezdd allapot és legyen {z;} a beléle
indul6 palya. Ha a palya valamikor beleugrik a fixpontba, akkor a stabilitas trivialis. A
tovabbiakban kizarhatjuk ezt az esetet. Ekkor a {V(z;)} sorozat pozitiv és csokkend,
tehat van torlodasi pontja, amelyet V*-gal jeloliink. Mivel X kompakt, tartalmaz lega-
labb egy konvergens részsorozatot: {z, }, amelynek hatarértéke x*. Mivel V' folytonos
figgvény, V(2*) = V* és { f(x,)} konvergal f(z*)-hoz. De {V'(x;)} is konvergens, tehat
a két torlodasi pont azonos: V(z*) = V[f(x*)]. A (ii) tulajdonsag értelmében x* = x°.
Ha minden részsorozat ugyanoda tart, akkor a teljes sorozat is konvergens. [

A 6.1. tételben nehézséget okoz, hogy a tétel altalaban nem ad moédot a Ljapunov-
fliggvény megszerkesztésére. Némileg segit ezen nehézségen a lokalis stabilitas feltétele.
A globalis konvergenciaval szemben, a lokalis stabilitas csak a fixpont megfelelen kis
kornyezetébdl induld palyak konvergenciajat szavatolja. Legyen f(x) folytonosan diffe-
rencialhato fiiggvény egy x° fixpontban, és legyen

M =Df(x°), w = f(z°) — Mz®°,
ahol D a differencidloperator. Ekkor az
Tipr = Mxy +w

rendszert a (6.1) rendszer linearizdlt részének nevezziikk. Most kimondjuk az 5.3. tétel
nemlineéris altalanositasat:

6.2. tétel. A diszkrét idejii, nemlinedris (6.1) dinamikus rendszer lokélisan stabil
az x° pontban, ha a linearizalt rész stabil, azaz a matrix spektralsugara kisebb, mint 1:

p(M) < 1.

Megjegyzések. 1. Konnyen belathato, hogy folytonos jobb oldala (6.1)
differenciaegyenlet-rendszer jobb oldalat kicsit megvaltoztatva, adott idGszakban a meg-
oldas is csak kicsit valtozik. A 6.2. tétel ezt a folytonossagot terjeszti ki az egész
idGtengelyre, egyenletesen.

2. A tétel kiegészitése is fontos: a rendszer lokalisan instabil, ha a linearizalt rész
instabil: p(M) > 1. Mi van akkor, ha p(M) = 17 Hasonloan az analizishez, amikor a
lokéalis szélsGértékrsl semmit sem tudunk mondani, ha a masodik derivalt nulla, ilyenkor
tovabbi vizsgalatokra van sziikség.

A skalar esetben megadjuk a bizonyitast. Legyen z° = 0, akkor f(x) = Mz +9(x),
ahol lim, o ¥(z)/z = 0. V(z) = 22 a jeldltiink a Ljapunov-fiiggvény szerepére. Akkor a
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nemnegativitasi feltétel teljesiil, és a monotonitasi feltétel V[f(x)] < V(z), azaz M2x?+
2Maxd(x) + 9(z)? < 22 is 4ll, ha e = ¥(x) /2-ra teljesiil

1—M2 1—M?
2 4M| [

€ < min [
Ehhez elegendd, ha |z| elegendGen kicsiny. [

A fejezet hatralévs részében alapvets szerepet jatszik a legegyszertibb nemlinearis
fiiggvény.

6.1. példa. Logisztikus egyenlet: Legyen n =1 és
f(z)=azx(l—2z), 0<z<1 és 0<a<4

Miikodgképesség: 0 < f(z) < f(1/2) = a/4 <1 < 0 < a < 4. Fixpont: z° =
1 — 1/a. Lokalis stabilitas: |f/(z°)| < 1. Mivel f'(x) = a(l — 2z) és f'(z°) =2 —a; a
stabilitasi tartomany: 1 < a < 3. (A trivialis z° = 0 fixpont instabil: f/(0) =a > 1.)

A kovetkezs tételben visszatériink a globalis stabilitdshoz, de olyan erés feltevé-
sek mellett, hogy a fixpont létezését és egyértelmiiségét nem is kell féltenniink, mert
bizonyithatjuk.

Ehhez sziikségiink lesz a kontrakcié fogalmara. Egy f : R" — R" leképzést a
korlatos és zart (kompakt) X halmazon kontrakcionak (zsugoritdsnak) neveziink, ha
f(X) C X és a képpontok tavolsaga kisebb, mint a targypontokeé:

1f(@) = FfWll <lle—=yll,  ha  z#yedk.

Megjegyzés. Az X halmaz kompaktsiga és a norma folytonossdga miatt — a
Weierstrass-tétel értelmében — az egyenlétlenség élesithets: van olyan 0 < § < 1 valos
szam, amelyre

1f(@) =Wl <dlle —yll,  ha  zFyed.

Ha a fenti képlettel definialjuk a kontrakciot, akkor nincs sziikség az X halmaz korlatos-
sagara.
Most méar kimondhaté a nevezetes

6.3. tétel. (Banach-féle fixpont tétel.) Ha az f fiiggvény kontrakcié az X
kompakt halmazon, akkor a (6.1) rendszernek pontosan egy fixpontja van, s ez glo-
balisan stabil.

Megjegyzés*. Ez a tétel altalanosabb terekre is érvényes, ahol a tér elemei nem
véges dimenzios vektorok, hanem példaul folytonos fliggvények. A leképezések példaul
az 5.2. alfejezetben targyalt differencialegyenlet megoldasanak fokozatos megkdzelitései,
s a hatarérték a differencidlegyenlet pontos megoldasa.
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Bizonyitas. A kontrakci6 erdsebb definiciojabol teljes indukciéval adodik

12041 — @el| = [[f (@) — fl@e-1)l] < Ollwe — 21| < 621 — woll.
Innen u > t-re a haromszoégegyenlGtlenség ismételt alkalmazasabol adodik
u—1 t

low =] < llow = gl oo Nl =il < 320" = anll < 1=

|21 — 20l].

Tehat {x;} Cauchy-sorozat, létezik X-beli hatarértéke: xz°. Az f folytonossaga
miatt x° = lim; 2, = limy f(2;—1) = f(2°), tehat x° fixpont. Indirekt modon beléatjuk,
hogy csak egy fixpont van. Legyen legalabb két kiilonb6z6 fixpont: y° # x°. Ekkor
|2 =321l = |[f (2°) = f(y*)Il < [lz® —y°|], ellentmondas. |

Megjegyzés. n = 1 esetén egy sima f leképezés a korlatos és zart I szakaszon
kontrakcio, ha |f'(x)| < 1, x € I. Valoban, a Lagrange-féle kozépértéktétel szerint
minden (z,y) parhoz van olyan z, amely x és y kozott van, és amelyre |f(z) — f(y)| =
|f' @)z —y| <[z —yl.

A kovetkez§ feladatok a kontrakcids-elv alkalmazhatosaganak korlatjait mutatjak
meg.

6.1. feladat. Nincs fixpont. a) Lassuk be, hogy az f(z) = = + (1 + e*)~! fiigg-
vénynek nincs fixpontja (—o00,00)-ban, bar 0 < f’(x) < 1 minden valos z-re teljesiil! b)
Miért nem alkalmazhat6 a kontrakcios tétel?

Skalarfiiggvények esetén jol hasznalhato az an. Lamerey-lépcsé (Arnold, 1984, 18.
abra), amely a sikbeli {(z,f(x¢))} és {(z¢,x¢)} pontsorozatokat Gsszekotd vizszintes és
fiiggsleges szakaszokbol allo lépess. Példaul az xp pont képe f(xg): (x0,0) pontbol
egy fiiggsleges egyenes visz az (xo,f(zp)) pontba. Innen egy vizszintes egyenes az y =
x egyenesbdl kimetszi az (x1,x1) pontot: z; = f(z¢), ahonnan ujabb fiiggsleges és
vizszintes egyenesek jonnek. A 6.1. és a 6.2. abra két logisztikus fiiggvényre bemutat
egy ilyen lépesst. (Kozgazdaszok ezt a pokhéaloelméletbdl ismerik. )

6.2. feladat. Négyzetgyokvonas. 4000 évvel ezelGtt a babiloniak egy [ pozitiv
szam pozitiv négyzetgyokét a kdvetkezd iteracios eljarassal szamithattak ki:

1
flit:—<flft—1+ ﬁ)a
2 Ti—1

ahol zg egy tetsz6leges pozitiv szam.

a) Bizonyitsuk be az eljaras konvergencidjat a Lamerey-1épcss segitségével a 5 <
xo < oo tartomanyra! b) Bizonyitsuk be, hogy a leképezés kis x-ekre nem kontrakcio,
de az eljaras mindig [ négyzetgytkéhez konvergal!
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6.2. Ciklusok

c stz

Definicié. Legyen P egy 1-nél nagyobb természetes szam. Egy x1, z2, ..., xp
vektorsorozatot az f rendszer P-periddusi ciklusinak nevezziik, ha az x1-bdl induld
palya xo, ..., xp-n keresztiil visszatér xi-be.

Nemcsak a fixpont, de a ciklus is lehet stabil.

Definicié. Egy z1, ..., xp ciklust az f rendszer P-periodusi lokdlis hatdrcik-
lusanak neveziink, ha az x, kozelében indulé palyak rasimulnak a ciklusra. Képletben:

(6.3) Ha  y1 ~xq, akkor klim YkP+Q = TQ,
—00

ahol k és @ egészek, 1 < Q < P.

Globdlis hatdrciklus esetén majdnem tetszéleges induld allapotbol induld palyatol
megkdveteljiik a konvergenciat. Lehetnek azonban kivételes indulé allapotok, példaul
egy instabil fixpont, amelybdl nyilvan nem mozdul ki a rendszer.

A fixpont és a ciklus kozti hasonlésagot az f fliggvény iterdltjainak segitségével
érthetjiik meg, amelyeket rekurzidval definidlunk:

i) = f@), f2(z)=f(f(@),....f (x) = F(f (2)).
Megjegyezziik, hogy xot = f'(z0).

6.4. tétel. Ciklus és fixpont. a) A (6.1) rendszernek az x1, xa, ..., Tp sorozat
akkor és csak akkor P-periédusi ciklusa, ha a

Rt = fP(Zt—l)
P-iteralt rendszernek g a Q-adik nem trividlis fixpontja:
zg = [T(xq) # f(zg), Q=1, ..., P.

b) Az a) ciklus akkor és csak akkor lokélisan stabil (hatéarciklus), ha a megfelelé
fixpontok stabilak, azaz, ha a megtelel6 matrix stabil:

(6.4 pDf () Df(er)] < 1.
Bizonyitds. a) Trivialis. b) A 6.3. tétel szerint p[DfF(z1)] < 1, s a széban forgo
méatrix a lancszabaly szerint D f(xp)--- D f(z1)-gyel egyenld. ]

A kovetkezd példaban egy 2-hatarciklust hatarozunk meg.
6.2. példa. Iteralt logisztikus egyenlet. 2-hatéarciklus: A 6.4. tétel alapjan
fA(x) =af(x)1 - f(2)] = a®*z(1 — 2)(1 — az + az?), 0<z < 1.
2-ciklus: z; = f2(x;), i =1, 2 és 2; # 2°. A kapott a3x® — 2a%2? + a?(1 + a)z — a® =
0 harmadfoku egyenletet elosztva a(z — x°) els6foka gyoktényezével, egy masodfoki
egyenlethez jutunk: a?z? — a(a + 1)z + (a + 1) = 0, melynek két valés gyoke van:

_(a+1)£+/(a+1)(a—3)
2a ’

x1,2

mindketts 0 és 1 kozé esik, ha 3 < a < 4.
Stabilitas: (6.4) szerint f2 (x;) = f'(z1)f'(22) = —a®+2a+4, stabilitasi tartomany:
172 (2:)| < 1, azaz 3 < a < 1+ /6.

34



6.3. Kaosz

Most olyan nemlineéris rendszereket fogunk tanulméanyozni, amelyek se nem stabilak,
se nem ciklikusak, se nem kvazi-ciklikusak, hanem kaotikusak. [Részletesebben lasd
Szépfalussy és Tél (1982).]

Természetesnek tiinhet, hogy a dinamikus rendszer palyéja alig valtozik, ha a kezdd-
érték kicsit valtozik. Ezen alapul a Laplace-féle determinizmus: ha ismerjiik a rendszer
kezdsallapotat és mozgasegyenletét, akkor tetszéleges miltbeli vagy jovébeli pillanatra
meghatarozhato a rendszer allapota. Ennek egyik legsikeresebb példaja az volt, amikor
Leverrier (és Adams) szamitasai alapjan a csillagaszok 1846-ban folfedezték a Neptunt.
A (6.1) dinamikus rendszerrdl azt mondjuk, hogy az xy pontban érzéketlen a kezddér-
tékre, ha a) a palya korlatos és b) kézelrsl indulé palyak mindig kozel maradnak egymas-
hoz. Képletben: minden € > 0 szdmhoz létezik olyan §. > 0, hogy ha ||z¢ — yo|| < ¢,
akkor ||xy —wyl| <e, t=1,2, ...

Megjegyzések. 1. Konnyen belathato, hogy egy korlatos linearis rendszer minden
pontjaban érzéketlen a kezdsértékre. Valoban, az a) feltétel miatt csak olyan rendszere-
ket kell tekinteniink, melyeknek a sajatértékei abszolit értékben nem nagyobbak, mint
1 [(5.10)]. Emiatt az eltérések tetszoleges kicsinek tarthatok.

2. Ha nem tennénk fol a korlatosségot, akkor szdmos linearis rendszer nem lenne a
kezdGértékekre érzéketlen. Valoban, legyen x4y = 2x;. Ekkor kis J esetén az xg = 9 és
a 0 kezdéérték nagyon kozel van egymashoz, de a beléliik induld 2t6 és 0 palyak egyre
messzebb keriilnek egymastol. Ebben semmi meglep6 nincsen, s a tovabbiakban nem
foglalkozunk nem korlatos rendszerekkel.

3. EmlékeztetGiil: még olyan jol viselkedd nemlineéris rendszer is érzékeny néhany
kezdGéllapotra, amelynek globalis hatarciklusa van; az instabil fixpontbol indulé pa-
lya a fixpontban marad, de akarmilyen sziik kérnyezetébdl induld 6sszes tobbi palya a
hatarciklushoz tart: a 6.2. példa.

Eddig kizarolag klasszikus fogalmakkal foglalkoztunk, amelyeknek onmagukban
semmi koziik sincs a kdoszhoz. Most ratériink az alfejezet kozponti fogalomcsoport-
jara.

Egy dinamikus rendszert valdban kaotikusnak neveziink, ha pozitiv valoszintiséggel
a palya érzékenyen fligg a kezdGértéktdsl.

Koréabbi megfigyelésiink szerint csak nemlineéris fliggvényeknél talalkozhatunk ka-
osszal.

Egy valoban kaotikus rendszer legalabbis egy pozitiv mértékd kezdsallapot-
halmazon rosszul viselkedik. Ez azt jelenti, hogy a rendszerre pozitiv valészintiséggel
nem érvényes a laplace-i determinizmus. Az elv annak ellenére nem érvényes, hogy na-
gyon egyszert, kis-szabadsagfoku rendszerrél van sz6. Ezt a koriilményt még 1900 elstt
Poincaré folismerte az tn. haromtest probléma kapcsan, de ez tobb évtizedig elsikkadt.

Egyébként a kaotikus dinamikénak szamos definicija van, ezek koziil még egyet
korvonalazunk. Egy dinamikus rendszer topologikusan kaotikus, ha a) végtelen sok
kiilonb6z6 periodusu ciklusa van, b) megszamlalhatatlanul sok aciklikus (nem cikli-
kus) palyaja van, és c¢) az aciklikus palyak mind egyméastol, mind a ciklusokto6l idénként
hatarozottan eltérnek.

Vannak olyan topologikusan kaotikus rendszerek, amelyek nem val6di kaotikus
rendszerek (példaul a késgbbi 6.3. példa). Ezek a rendszerek hosszi tdvon elég rosszul,
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kiszamithatatlanul viselkedhetnek bizonyos kivételes kezdGallapotokra, de aszimptotiku-
san jOl, kiszamithatdan viselkednek a legtobb kezddGallapotra. (Rdévid tdvon viszont sok
kezdsallapotnal is rosszul viselkednek!)

Most pedig bemutatjuk az a = 4 paraméterértéki logisztikus fliggvényt egyszeri-
sitetten szemléltets sdtorleképezést:

| 2z, ha 0 < x < 1/2;
(6.5) f@)_{z—za ha 1/2 <z < 1.

Széban: a fiiggvény az elsG intervallumban linearisan né, a masodikban linearisan csok-
ken, 0 és 1 kozott.
Ismerkedésként kezdjiik a kovetkezs feladattal.

6.3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a satorleképzés a) igazi fixpontja x° = 2/3 és b)
2-ciklusa x1 = 2/5 és w9 = 4/5, ¢) két 3-ciklusa van: {2/9,4/9, 8/9} és {2/7,4/7,6/7},
d) mindegyik instabil!

Mit mondhatunk az iteraciok hatarértékérdl, ha altalanos skalarfiiggvénnyel dolgo-
zunk?

6.5. tétel. Legyen f egy egycsicsi és sima fiiggvény, amely az I = [a, b] valos
intervallumot énmagéara képezi le. Tegyiik t6l, hogy a fiiggvénynek van 3-ciklusa, azaz
egy olyan c pontja, amelyre

fle) # f2(e) # i) =c

a) (Sarkovszkij, 1964.) Ekkor barmely, 1-nél nagyobb természetes P szémra a
rendszernek van P-ciklusa.
b) (Li és Yorke, 1975). Ekkor a rendszer topologikusan kaotikus.

Megjegyzések. 1. A bizonyitas meglehetésen hosszadalmas, de nem igényel mély
eszkozoket. Meglepd, hogy a tételt nem fedezték ol joval korabban.

2. Konnyen belathato, hogy szdmos fiiggvénynek van 3-ciklusa (példaul az alabbi
6.3. példa), de nagyon megleps, hogy minden P-re van P-ciklusa. Képzeljiink el egy
olyan {z1 p,x2 p,...,.xpp}P_o kettds sorozatot a (0, 1) intervallumban, amelyre f :
Ti,p 7 I2p — ... >Tpp — T1,P, P:2, 3,

Nem lenne csoda, hogy egy ilyen rendszer vadul viselkedne, ahogyan Li és Yorke
allitja. Valoban? A valaszt a szamitogépes szimuldcié adja. Ez segit az analitikus
vizsgalatokban alkalmazott fiiggvények tulajdonsagainak megallapitasdban és gyakran
potolja az analitikus elemzést. A szimulédcié tovabbi elénye, hogy megvilagit bizonyos
mennyiségi viszonyokat.

El6szor csak egy dinamikus rendszer néhany palyajat tanulmanyozzuk.

6.4. feladat. A logisztikus egyenlet néhany palyaja. Irjunk egy szamitogépes

programot a logisztikus egyenlet viselkedésének tanulmanyozasara a kévetkezd paramé-
terértékeknél! a =1; 2; 3; 3,5; 3,839 és 4. Kisérletezziink a kezdGértékekkel!

6.3. példa. Egy vagy végtelen sok ciklus? Legyen a = 3,839. a) Ekkor az
x1,3 = 0,149888, x93 = 0,489172 és x3 3 = 0,959299 sorozat globalisan stabil 3-ciklust
alkot. b) Kovetkezésképpen az Osszes tobbi P-ciklus (P = 2, 4, 5, ...) lokalisan instabil.

A logisztikus egyenlet stabil fixpontjarol, valamint 2- és 3-hatarciklusarél mondot-
takat (6.3. feladat és 6.2., 6.3. példa) folytatjuk.

36



6.6. tétel. Logisztikus egyenlet. Az x; = axy_1(1 — x4_1) logisztikus leképezés-
nek

a) 1 < a < 3 esetén egyetlen globélisan stabil fixpontja van;

b)3 < ar < a < apy1 < 3,57 esetén egyetlen globélisan stabil, 2*-ciklusa, véges
szamii instabil 2"-ciklusa (h =1, 2, ..., k — 1) és egy instabil fixpontja van;

¢) 3,57 < a < 4 esetén bizonyos paraméterértékeknél végtelen szamu (kiilonbézd
periédusii) instabil ciklusa, még tobb aperiodikus péalydja van: hol topologikus, hol
valoban kaotikus dinamikarol taniiskodva.

Bizonyitas helyett. A bizonyitas nagyon bonyolult és mély matematikai esz-
kozoket igényel, ezért csak utalunk a satorleképezésre. A dolog lényege az, hogy a
novelésével a k-adik iteralt fiiggvény a fixpontok kozelében hasonlova vélik elédjéhez,
lasd Szépfalussy és Tél (1982).

Megjegyzések. 1. Sokan elfeledkeznek arrol, hogy a logisztikus egyenletnek min-
den a-ra legfeljebb egy hatarciklusa lehet, azaz a tobbi ciklus lathatatlan. S&t, az is
el6fordul, hogy a hatarciklus majdnem globélisan vonzo.

2. Nem eleve vilagos, hogy a kaotikus (3,57; 4| intervallum pontjai paraméterként
milyen dinamikat szarmaztatnak.

Erdemes egy vagy néhany palya helyett az Gsszes paramétert egyszerre és aszimp-
totikusan vizsgalni. Ezt a megoldast alkalmazza a

6.5. feladat. Bifurkacios diagram. Irjunk egy szamitogépes programot a logiszti-
kus egyenlet aszimptotikus viselkedésének tanulmanyozéasara: az a paraméter a h = 0,01
lépéskozzel fussa be a [2,7; 4] szakaszt! a) Minden a-ra a kezddérték legyen z = 0,6
és az els6 200 allapotot dobjuk el (dtmeneti allapotok), a harmadik 100 allapot értékét
rajzoljuk ki!

b) Javithatjuk a kép élességét (meggyorsithatjuk a konvergenciat), ha az a futas
kezd&érteke az a — h futéas végértéke (6.6. abra).

6.6. feladat. Onhasonlosag. Nagyitsuk ki a 6.6. abrat példaul a 3,841 < a < 3,857
és 0,13 < a < 0,18 téglalapban. A 6.6. és 6.7. abra Osszehasonlitasa azt sugallja, hogy a
részkép az egész képhez hasonlit, s ez tovabbi nagyitas esetén is fennmarad: a jelenséget
onhasonlosdgnak nevezziik.

Ha a peridduskettézés csupan a logisztikus egyenletre lenne jellemzs, akkor nem
sokat foglalkoznank sem vele, sem a peridduskettézéssel. Mivel univerzalis jelenségrsl
van sz6, a megallapitasok lényege érvényes minden egycstcsi és sima fiiggvényre.
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7. Uzleti ciklusok és készletjelzéses szabalyozas

Ebben a fejezetben harom kozgazdasagi modellt vizsgalunk: 1) az tizleti ciklusok Hicks-

féle modelljét, 2) a készletjelzéses szabalyozas Kornai-Martos-féle modelljét és 3) a
dinamikus AKM-t.

7.1. Az iizleti ciklus modellje

Hicks (1950) ciklusmodellje az egyik legérdekesebb és leghasznosabb modell. Modszer-
tani szempontbdl az adja az érdekességét, hogy minddssze két fliggetlen véltozoval képes
a gazdasag ciklusait modellezni. Makrookonémiaban megszokott médon valtozatlanaras
értékekkel dolgozunk. Legyen Y; a termelés (GDP), I; a nettd beruhdzds és Cy a fogyasz-
tds volumene a t-edik idGszakban. A készletfelhalmozast belefoglaljuk a beruhézasba
(tulajdonképpen felhalmozasra gondolunk), s zart gazdasagot feltételeziink. ElGszor a
linearis valtozatot mutatjuk be, majd vazoljuk a nemlinearis modositast is.

Zart gazdasagban a harom valtozo kozott egy azonossag all fenn: termelés =beru-
hézas+fogyasztas, azaz teljesiil a
GDP azonossdg

J. M. Clark 1917-ben vezette be a beruhdzdsi akcelerdtort, amely szerint minden
idészakban a beruhéazas aranyos az el6z6 idGszak termelésvaltozasaval. A szoban forgd
egyenletet Hicks (1950)-ben kiegészitette az autonom beruhdzdssal.

Linedris beruhdzdsi fiigguény

(7.2) Iy = I} + B(Yy—1 = Yia).

Keynes (1936) ota a fogyasztast gyakran az el6z6 idészaki jovedelem (azaz termelés)
linearis fliggvényeként irjak le, amelyet még egy autondém taggal modositanak.
Linedris fogyasztdsi fligguény

(7.3) Cy=CP +7Y,1,
ahol v a fogyasztdsi hatdrhajlandésdg, 0 < v < 1; és 1/(1 — ~) a hires multiplikdtor.
Adott I* és C* palya, adott (3 és v egyiitthato, valamint adott Y_;, Y_o kezdeti

érték mellett az I, C' és Y palya egyértelmiien meg van hatarozva.
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Tegyiik fol, hogy I* és C* szabalyos abban az értelemben, hogy idében véaltozatlan
I' > 1 novekedési egyiitthatoval béviil, azaz

(7.4) I} =it és Ch = AT

Ekkor megfelels kezdeti feltételek mellett a C', I, valamint az Y palya is szabalyos
— ugyanazzal a trenddel.

A (7.4) feltétel mellett ezeket a vizsgalatokat azonban egyszertibb a relativ rend-
szerben végezni, ahol az eredeti valtozokat és bizonyos paramétereket a novekedési trend-
del elosztjuk.

Relativ vdltozok

Y; , I i C
(75) Yt = F—i, 1y = F—i €S Ct = F—:
Relativ paraméterek

A IA ) ch
(7.6) A— ﬁ és A= P—tt

A 1) = 1/T jeldlés bevezetése utan mar folirhatjuk a
relativ egyenleteket:

(7.1) Yt =it + Ct,
(7.2") ir = 1% + B(yr—1 — Yyr—a),
3 ce =™ + 1.

Harom egyenletiink van, harom valtozoval. Erdemes azonban megszabadulni a
nélkiilozhets valtozoktol és a nélkiilozhets egyenletektsl. Két lehetSségiink van, hogy
a szokatlan alaku egyenletrendszert szokéasos alakra hozzuk: visszavezetni a) két els6-
rendi tobbvaltozos differenciaegyenletre, vagy b) egy mésodrendi egyvaltozos differen-
ciaegyenletre. A maésodikat valasztva, helyettesitsiik be (7.2")-t és (7.3')-t (7.1’)-be, s
rendezéssel eljutunk egy mésodrend, egyvaltozos
alapegyenletrendszerhez:

(77) Yt :Z.A+CA+(/6+’Y)¢yt—1 _ﬁ¢2yt—27 t:O, ]-7 27 ey

ahol y_o és y_1 adott kezdeti értékek. Az y, alapvdltozo dinamikajanak ismeretében a
tobbi valtozo (iy és ¢;) dinamikaja egyszerten kiszamithato a (7.2') és a (7.3") egyenlet-
bol.

Két tételt mondunk ki: egyet a egyensiilyra, egyet a stabilitasra és oszcillaciora.

7.1. tétel. (Hicks, 1950.) Az elemi hicksi rendszer y° egyensilya létezik és
egyértelmi:

(7.8) ° — e ahol  1—(B+7)+928>0
' VST 9(B 1) + 028’ K '
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7.2. tétel. (Hicks, 1950.) Az elemi hicksi rendszerben eltekintiink a névekedéstol:
w=1.

a) A rendszer akkor és csak akkor oszcillal, ha

(7.9) v <2/B-5.
b) A rendszer akkor és csak akkor stabil, ha
(7.10) 8 <1

Megjegyzés. Valosagos koriilmények kozott éves modellben g =~ 0,5 és v =~
0,75. Tehat oszcillacid és stabilitas empirikusan Osszeférhetetlen. A determinisztikus
linearis modell helyett vagy determinisztikus nemlinearis modellt kell vizsgalni vagy
sztochasztikus linearis modellt.

Bizonyitas. Az y; = yoA\! alapmegoldast behelyettesitve (7.7) homogén részébe,
a P(\) = A2 — (8 + 7)) + 3 karakterisztikus polinomot kapjuk. Szétvalasztjuk a valos
és a komplex sajatértékek esetét. A diszkriminans negativitasa négyzetgyokvonas utan
valoban (7.9)-et adja. A stabilitast kiilon belathatjuk. ]

Mivel a gyakorlatban 1 ~ 1, y° ~ (i* +c*)/(1—7v) > 0. A kdvetkezs szimulacioban
y°=1ésv =1, ezért i* +c>=1—1.

7.1. feladat. Valasszunk olyan paraméterértékeket, amelyekre mind a négy eset
megvalosul! Irjunk szamitégépes programot a GDP-palyara, és futassuk le mind a négy
esetre: ¢ = 1 (nulla novekedés); i* =0, c* =1 — 1.

Eddig a linearis modellt vizsgaltuk, am itt a ciklust csak kivételes paraméterérté-
kekre kapunk, ezért a valosidgot csak nemlinedris modositassal irhatjuk le. A lényeg a
kovetkezd.

A linearis beruhéazasi és fogyasztasi egyenlet csak szandékot ad, jelik: i} és cf.
Hicks bevezette a beruhéazéasok i' alsé és a GDP y" felsé korlatjat, amelyet nem haghat
at a rendszer.

Tényleges beruhdzds

p

. i', hai} <il;
K iy, egyébként.

Tényleges fogyasztdas
o — y* —it, hacp +ip >y
L e egyébkeént.

Rendezéssel adodik a kovetkezd
alapegyenletrendszer:

ye = f1(Ye—1,yt—2) = min{max[iA +B(yi—1 — wyt_z),il] +ct + Yyye—1,9"},

ahol y_o és y_1 adott.

7.1. példa. Egyszerd hatéarciklus. Az i' = —0,1; 8 = 1,5; v = 0,75 paramétertd
rendszer 11-hatéarciklus.
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Bar Hicks azt hitte, hogy a rendszer mindig ciklikus megoldast ad, konnyd belatni,
hogy ez tévedés, a ciklus mellett kvézi-ciklikus megoldasok is adédhatnak.
Hicks vélekedésének egyszeri cafolatat nyujtja a

7.2. példa. Osszetett hatarciklus. Az i' = —0,1; 8 = 1,5; v = 0,7 paraméterd
rendszer dsszetett 23-hatdrciklus, azaz két ,,11,5™-hatdrciklus egymasutéinja.

Bonyolultabb, de igazibb ellenpéldat ad a

7.3. példa. Kvaziciklus. Az i' = —0,05; 8 = 1,25; v = 0,7 paramétert rendszer
kvdzi ,,12,4-hatdrciklus.

Késébb Hommes (1991) belatta, hogy egy némileg bonyolultabb modellben, ahol a
linearis fliggvényekben osztott késleltetés szerepel, kaotikus dinamika is felléphet.
Linedris beruhdzdsi fligguény osztott késleltetéssel

K
B ="+ Bt (e — Yye—k1).

k=1

Linedris fogyasztdasi fligguény osztott késleltetéssel

K K
A =c*+ Zwk%yt—k, Ve = 0 Z¢k7k <1l
k=1 k=1

7.4. példa. Kéaosz. Az y" = 1,5; i* =0; vy = 0,1; v = 0,3; 73 = 0,4; v =
Y HFv2 4+ =08 2 =1 — ;i = —0,1; f; = 2,25; B = 0 rendszer kaotikusan
viselkedik.

7.2. feladat. Irjunk szamitogépes programot és lehetsleg grafikusan ellendrizziik
a 7.1-7.4. példakat!

7.2. Linearis készletjelzéses szabalyozas

Ebben az alfejezetben a tobbszektoros gazdasag készletjelzéses szabalyozasanak linearis
modelljét ismertetjiik. A tobbszektoros gazdasag vizsgalatat Kornai és Martos (1971)
kezdeményezte, a jelen alak Simonovits (1998) 2.3. alfejezetébdl szarmazik.

Egy n-szektoros gazdasagbol indulunk ki, ahol a szektorok kozti kapcsolatokat egy
készletekkel bovitett nyilt Leontief-modell irja le (4.2. alfejezet). Ellentétben a hagyo-
manyos készletszabalyozasi modellekkel, ebben a modellben (és a modellcsalad t&bbi
modelljében) azt akarjuk vizsgalni, miképp miikodhet egy egész gazdasag decentralizdlt
készletjelzések alapjan. Egyszertien szolva azt tételezziik fol, hogy a termelSk a termelé-
siiket aszerint novelik vagy csokkentik egy kiviilr6l adott normal értékhez képest, hogy
a sajat készletiik kisebb-e vagy sem a normélisnal. Az éppen idére termelést (angol
roviditése: JIT) modellezve.

A jeldlési egyszertiség kedvéért most foltessziik, hogy a gazdasag hossz tavon nem
nd és nem csokken. (Hamarosan, a 7.3. alfejezetben feloldjuk ezt a megszoritast.)
Legyen a;; a j-edik szektor egységnyi termeléséhez sziikséges anyagigény az i-edik szek-
tortdl, legyen rendre a t-edik id6szakban z;; és y;; az i-edik szektor zdro készlete és
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kibocsdtdsa, valamint ¢; a végss fogyasztas az i-edik szektor termékébsl. A megfelels
méatrixok és vektorok jele: A, z;, y; és c. Szokés szerint foltessziik, hogy A nem negativ
elemt, irreducibilis matrix, melynek spektralsugara kisebb, mint 1: p(A4) < 1.

A modell dinamikaja egy egyszerii azonossagon alapul:

készletvaltozas = termelés — termelGi fogyasztasok Osszege — végss fogyasztas.

A termel6i fogyasztas aranyos a termeléssel, a végs6 fogyasztas adott. A modellt
egy linearis decentralizalt szabalyozasi egyenlettel zarjuk le:

az 1-edik szektor termelése = kapacitas — reakciovegyiitthatoé x sajat készlete.

Folirjuk a modell egyenleteit.
Készletvdltozds

(7].].) Zt+1 = 2t + (I - A)yt — C.
Decentralizdlt termelésszabdlyozds
(7.12) ye =y" — (d)zt,

ahol (d) = (d;) > 0 egy diagonalis matrix.
(7.12)-at behelyettesitve (7.11)-be, adodik az
alapegyenlet-rendszer

(7.13) ser = (I —{d) + A(d)z + (I — A)y* — e

Miel6tt elemeznénk az alapegyenlet-rendszer dinamikajat, kozvetlenil tanulma-
nyozzuk a normal allapot tulajdonsagait. Mindenekel6tt egy feltevéssel éliink. A teljes
kapacitas képes fedezni a végss fogyasztast:

(7.14) y* > (I —A)" e

7.3. tétel. Megfelel6 kapacitdsok esetén [(7.14)] a készletjelzéses rendszernek
létezik egyetlenegy pozitiv normal kibocsatasa és készlete:

(7.15) Y =(I—-A)""tc és 2° = (d)" 'y — (I - A)~q.

Bizonyitas. Helyettesitsiik be a z; = 2,41 = 2° és az y = y° Osszefiiggést a
(7.11)—(7.12) Osszefliggésparba, ahonnan helyettesitéssel adodik (7.15). Az p(A) < 1, A
4.1e. tétel és ¢ > 0 folytan y° > 0 és (7.14)—(7.15) értelmében z° > 0. ]

Sziikségiink lesz a kovetkez6 fogalmakra.
Egy x4y1 = Mx, iteracio konvergenciasebessége a spektralsugar reciprokértéke:

1
d=——\
p(M)
visszacsatolds csillapitott:
(7.16) 0<d<1.



7.4. tétel. Tegyiik fol, hogy csillapitott visszacsatolas miikédik: (7.16). Ekkor
a) A készletjelzéses szabélyozés stabil.
b) A maximalis konvergenciasebesség a d = 1 esetben val6sul meg, értéke

c) A készletjelzéses szabalyozas tipikusan (aszimptotikusan) oszcillaciémentes.

Megjegyzések. 1. Ha tullépiink a 0 < d < 1 korlaton, akkor altalaban tovabb
gyorsithatjuk a szabalyozas konvergenciajat (kivétel: 7.3. feladat).

2. A kozgazdasagi szakirodalom altaldban elhanyagolja a csillapitasi tényezd kvanti-
tativ kérdését, s megelégszik a stabilitas kvalitativ megallapitasaval. Modelliink biztato,
hiszen a konvergencia-sebesség megfelelGen nagy.

3. Vegylik észre, hogy a stabil készletjelzéses szabalyozas hosszii tavon elvezet a
stacionarius készletvektorhoz. El6zetesen z© értéke csak centralizalt szdmitassal hata-
rozhaté meg.

A kovetkezd feladat kivételes példat mutat egy olyan rendszerre, ahol nem lehet
tovabb gyorsitani a konvergenciat. Simonovits (1998) 2.8. tétel azonban olyan modellre
vonatkozik, amelyben ez a negativ eredmény nem csak kivételes inputmatrixra valésul
meg.

7.3. feladat. Tekintsiink egy szimmetrikus kétszektoros AKM modellt, ahol az A

matrix nettositva van:
0 o
A —

és a visszacsatolas is szimmetrikus: d; = dy = d, de nem feltétleniil csillapitott. Igazol-
juk, hogy a tdgabb maximum is § = 1!

7.3. Dinamikus AKM-modell

Ratériink a dinamikus zdrt Leontief-modell ismertetésére. Jelolési konnyités céljabol
nyilt modelliinket bezarjuk: az (n + 1)-edik szektornak a munkaerd-szektort tekintjiik.
Ekkor az egységnyi munkaordhoz sziikséges f fogyasztast és a v raforditést a bévitett
A matrix (n + 1)-edik oszlopanak, illetve soranak tekintjiik, 0-t irva az DK-i sarokba.
A termelési vektort is kib6vitjiikk a munkaers-szektor kibocsatasaval (1): Képletben:

_ (AT . _ (v
A_(v 0) és y—(l).
Ekkor a zart statikus modell egyenlete
I-A)y=0.
Most mar &brazolhatjuk a tékefelhalmozast is. Legyen b;; a j-edik szektor egy-
ségnyi beruhazasahoz sziikséges tékeigény az i-edik szektortél. B = (b;;) t6kematrix
segitségével felirhatod a tékefelhalmozasi egyenlet:

(I- A)y = By.
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Tegyiik f6l, hogy a gazdasiag minden szektora folyamatosan és azonos A iitemben béviil:
y(t) = ye*. Ekkor az egyensiily egyenlete

(I-A)y = \By.

Milyen arak tartoznak e modellhez? Legyen p az (n + 1)-dimenzids bévitett
ar(sor)vektor, amelynek fedeznie kell a pA folyo kiadasok mellett a 7 norméal profit-
ratdhoz tartoz6 pB beruhézasi kiadasokat. Képletben:

p(I—- A) =7pB.

Belathato a

Py

7.5. tétel. (Brody, 1969.) Tegyiik fol, hogy a bévitett inputmaétrix spektralsugara
is kisebb, mint 1: p(A) < 1

a) A kibocsatasi egyensiilyi egyenletnek pontosan egy pozitiv névekedési titem (\)
és kibocsatasi vektor (y) megoldasa van:

1
Y= (I- A)"'By.

b) Az aregyensilyi egyenletnek pontosan egy pozitiv profitrata (m) és ar(sor)vektor
(p) megoldéasa van:

1
—p=p(I-A)"'B.
n

c) Az egyensulyi névekedési titem és profitrata egyenls: A\ = .

Megjegyzések. 1. Felhivjuk a figyelmet a modell dualitdsara: a kibocsatasi és
az ar sajatvektor hasonld kapcsolatban vannak egymassal, mint a lineéris programozas
primal és duéal feladata. Példaul az els6 egyenletet balrél beszorozva p-vel, a mésodikat
jobbroél y-nal, adodik

py=p(I—-A)"'By, azaz 7=\

2. Ez a modell Neumann (1938) modelljének egyszertsitett valtozata. Neumann
modelljében egy terméket elvben tobb eljarassal lehetett elGallitani (példaul villamos
aramot faval, szénnel, olajjal, gazzal és uraniummal), és barmely eljarasnak elvben
tobb termeéke is lehetett (példaul a tehénnek a tej, a his és a bér). Mindkét modellnek
kozos hibaja, hogy a munkaerd szektort tigy kezeli mint a tobbi szektort, marpedig ez
legfeljebb egy rabszolgagazdasagra igaz.
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8. Variacioszamitas és optimalis fogyasztasi palya

Ebben a fejezetben bemutatjuk a varidacidoszamitas alapfeladatat és alkalmazasat az op-
timélis fogyasztasi palya megtalélasara.

8.1. A variaciészamitas alapfeladata

A szokasos szélsGérték-feladatokban néhény skalarvaltozotol fiigg egy fiiggvény értéke,
és ezt kell maximalizalni vagy minimalizalni. Péld4ul a fény homogén kozegben a leg-
rovidebb utat, inhomogén kozeghben a leggyorsabb utat ,yvalasztja”. Teljesen més tipusi
feladattal allunk szemben, amikor bizonyos feltételek mellett ,igazi” gorbék hosszat vagy
tartomanyok teriiletét vagy még altalanosabban, integralokat kell maximalizalni. Pél-
daul a homogén nehézségi térben egy fiiggbleges sikban fekvs két pontot 6sszekots gor-
bék koziil egy cikloison lehet leggyorsabban eljutni a fels6 pontbol az alséba. Ilyen fajta
feladatokkal foglalkozik a wvaridcidszamitds.

A 17. szazad végének vezeté matematikusai (Jakob és Johann Bernoulli, Newton
és Leibniz) konkrét variacioszamitasokat oldottak meg leleményesen. Euler 1732 koriil
megfogalmazta és megoldotta a variacioszamitas altalanos alapfeladatat, amelyet késébb
publikalt.

Tekintsiik a varidcidészamitas alapfeladatat! Legyen f egy haromvaltozos skaléarér-
téki sima fliggvény a [0, T] szakaszon, a harom skalarvaltozo t, x és @. A feladat: keres-
siik azt a sima — megengedett — = fliggvényt a [0, 7] szakaszon, amelynek kezdGértéke
T, végértéke xp és amely maximalizalja a

(8.1) = /O F(ta(t) () dt

integralt.

8.1. példa. a) Elemi geometriai modszerrel belathato, hogy két pont kozott a
legrovidebb ,at” az egyenes. b) Legyen a két pont (0,0) és (1,1). Analitikus alakban a
célfiiggvény

= /1 I+ 20 dt,
0

amelyrsl majd belatjuk (8.1. feladat), hogy minimumbhelye az z(t) = t egyenes.

Euler a hamarosan részletezendds, Johann Bernoulli-féle diszkretizalasi modszerrel
felfedezte a varidcioszamitas alaptételét, amelynek bizonyitasat Lagrange tette késébb
szabatossa.
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8.1. tétel. (Euler, 1744 —Lagrange, 1755.) Ha az I ,funkcional” a megengedett x
fiiggvényen szélséértéket vesz 01, akkor az x(-) fiiggvénynek ki kell elégitenie a kovetkezd,
iin. FEuler—Lagrange-differencidlegyenletet:

(52 Fultard) = 5 fh(ta,d),

ahol f! és f. rendre az f fiiggvény masodik és harmadik valtozéja szerinti parcialis
derivaltfiiggvénye.

Megjegyzés. Ez az optimumfeltétel sziikséges, de altalaban nem elégséges. Az
f fliggvény konkavitasa elegendé a maximumhoz, de enyhébb feltevések is léteznek.

Bizonyitasvazlat. Osszuk fol a [0, 7] intervallumot k egyenls részre: h = T'/k egy
részintervallum hossza. Helyettesitsiik folytonos valtozoinkat és egyenletiinket diszkrét
megfelel()'lkkel Legyen ti = Zh, .’L’(tz) = Iy, .’L‘(tz) = (xz'+1 — xz)/h, f(ti,x(tz-),x'(ti)) =
f(ih,x;,(x;41 — x;)/h). Ekkor az integralt kozelits téglanyosszeg a kovetkezo:

k—1
Iy = Y hf(ihai(xig —xi)/h).
i=0
Folirjuk az z; szerinti parcialis derivaltat, majd nullava tessziik 6t, 1 =0,...,k — 1:
o ... Tiy1 — T 0 .. Tiy1 — T 0 . Ti— Ti—
h— h w7 )T - ha %y - _1h7 1—1, =0.

Az egyenletet elosztjuk h-val, és k-val tartunk a végtelenhez, azaz h-val 0-hoz.
Visszatérve folytonos fliggvényeinkhez, és kimerevitve egy t = i(k)/k pontot, a méasodik
és a harmadik tag tart — f. derivalt ¢ szerinti derivaltjahoz: adodik az Euler-Lagrange-
egyenlet. Zsenialitasa ellenére a levezetés santit: nincs bizonyitva, hogy a hataratmenet

jOgos. |

8.2. példa. Linearis-kvadratikus skalar feladat. f(t,x,%) = 22 + 22, 2(0) = 1 és
z(1) = 1. Az Euler-Lagrange dfferencidlegyenlet-rendszer # =  — méasodrendd linearis
differencialegyenlet. Ennek (5.2. alfejezetbeli) megoldéasa a sajatértékek meghataroza-
san alapul: Ao = +1. Tehat az altalanos pélya: z(t) = &ef 4 &re™ . Peremérté-
kekbos] adodik a peremfeladat megoldasa: z(0) = & + & és z(1) = &1e + &ae™ !, azaz
&1=1/(e+1)és & =¢/(e+1).

Ha a harom valtozobol egy hianyzik, akkor konnyebb megoldani az Euler-Lagrange-
féle differencialegyenletet. Itt csak a legegyszertibb esetet mutatjuk be, amikor ¢ hiany-
zik: f(x,&). Ekkor a sziikséges feltétel egyszertsodik: f.(x,) = ¢, ahol ¢ egy alkalmas
allando.

8.1. feladat. Oldjuk meg a 8.1. példat a 8.1. tétel hidnyos esetére kidolgozott
modszerrel!

Lagrange szabatos bizonyitasanak alapgondolata jol ismert a tankdnyvekbdl (pél-
daul Kosa, 1970, 29-31. o.), itt csak didhéjban vazoljuk. A globalis optimum lokalisan
is optimum. Tehat, ha csak egy tetsz6leges, de rogzitett ¢ pont kis kornyezetében ,vari-
aljuk” az optimalis palyat egy a valés szammal paraméterezett gorbesereggel, akkor az
I(a) egyvaltozos fiiggvénynek belss szélsGértéke van, tehat I'(0) = 0. Ebbsl szamolassal
adodik az Euler—Lagrange differencidlegyenlet.
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8.2. Optimalis fogyasztasi palya

Tegyiik f6l, hogy a fogyaszto T' évig él egy oolyan gazdasagban, ahol nincs inflacio. (T
egy tetszéleges pozitiv valos szam, amelynek értéke méar sziiletéskor pontosan ismert.)
Legyen a t pillanatban a fogyaszt6 munkajovedelme W (t), t6kéje A(t), amely utan a
pillanatnyi r kamatlab szerint rA(t) t6kejovedelmet kap. A ¢ id6pontbeli fogyasztas
C(t), amely kielégiti a kovetkezs mérlegegyenletet.

Folyo koltséguetési feltétel

(8.3) C(t) + A(t) = rA(t) + W(t).

Legyen u egy R — R fliggvény, u[C(t)] a C(t) fogyasztéas pillanatnyi hasznossdga.
A ]0,T] id6szakra terjed maximalizaland6 Gsszhasznossagrol feltessziik, hogy a 5 > 0
leszdmitoldsi rdtdval leszamitolt e=Ptu[C(t)] fiigguény idd szerinti integrdlja:

(8.4) 1] = /0 ' e~ PtulC(¢)] dt.

Felidézziik az 1. fejezetbdl a relativ kockdzatkeriilési egyiitthatot:

_u//C
(=—r.

'U/l

Behelyettesitve I[C]-be az A = rA + W — C mérlegegyenletet, egy kozonséges variacio-
szamitasi feladathoz jutunk:

(8.6) 1[4 = /0 ' e PlulrA(t) + W (t) — A(t)] dt,

amelyhez a kovetkez6 peremértékeket csatoljuk:

Adott mind az induld, mind a zar6 tékedllomany. Alternativ megfogalmazasnal a zaro
tékeallomany szabaddé tehetd és alkalmas fliggvénye hozzdadhato a (8.6) célfiiggvény-
hez.

Sziikségiink lesz még a kovetkezd jelolésekre.
Az €&t fiigguény [0,T]-n vett integrdlja:

et —1
(8.8) J(€) = £ ha  £#0;  J(0)=T;
az életkereset jelenértéke:
T
(8.9) W = / e "W (t) dt.
0

Valoban, ha a 0 idépontban W 06sszeg a fogyaszté rendelkezésére allna, akkor abbol
e~ "W (t) dt 6sszeget a t idopillanatban hasznélna fel, amely addig e"'-szeresére, azaz
W (t) dt-re néne, s ennek integralja éppen W lenne.
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A kulénbségi kamatlab: 6 =r — 3.
Feltessziik, hogy az életkereset elegendd nagy ahhoz, hogy tékefelhalmozas mellett
fogyasztasra is jusson beldle:

(8.10) W > e T Ap — A.

(8.10) trivialisan teljestil, ha r = 0, Ap < Ag és W(t) > 0.

A modern kozgazdasagi irodalomban Modigliani és Brumberg (1954) életciklus-
modelljiikben vizsgalt elGszor hasonl6 feladatot, diszkrét id6, nulla kamat- és diszkont-
lab mellett, optimalizalads nélkiill. Kovetkezd tételiink az optimaélis fogyasztéasi palyat
hatarozza meg.

8.2. tétel. (Cass, 1965-Koopmans, 1965.) a) Az optimalis fogyasztas (rela-
tiv) névekedési titeme a kiilonbségi kamatlab és a relativ kockdzatkertilési egytitthato
hanyadosa:

cC 4
(8.11) - = —.
¢ <(0)

b) Allandé relativ kockazatkeriilési egyiitthaté esetén az optimélis fogyasztas kez-
déértéke

Ao — G_TTAT +W
J(6/¢—1)

Megjegyzés.  Minden elegancidja ellenére ez a feladat keveset mond a valodi
fogyaszto viselkedésérsl: a) eltekint a megtakaritas folyamatos halasztasatol, b) a hi-
telfelvétel korlatjaitol és c) a hosszu tava trend kovetésétsl. Kicsit részletesebben: a) a
fogyaszté minden nap hajlamos masnapra halasztani a takarékossagot; b) a fogyaszto-
nak sokkal nagyobb kamatldbat kell fizetni a hitelért, mint amekkoréat a megtakaritasért
kap; c¢) a fogyaszto szeretne ,lépést tartani a korral”’, és nem abszolut, hanem relativ
fogyasztasi palyajat optimalizalja.

(8.12) Co =

Bizonyitas. a) Folirva a feladat Euler—Lagrange-differencidlegyenletét, a kévet-
kez§ Osszefiiggéshez jutunk:

d

(8.13) -

[—e‘ﬁtu’(C’)] = e Pt/ (O)r.

Derivéljuk a bal oldali szorzatot: Be='u/(C) — e~ Pt (C)C, majd hasznaljuk fel
a (8.3) jeloléseket: a (8.11) optimalitasi feltételt kapjuk. Altalaban ( fiigg C-t6l, s az
adodo differencidlegyenletet nem tudjuk zart alakban megoldani.

b) Félhasznalva a (8.5) CRRA-feltevést, integralhatjuk a C/C = §/¢ differencial-
egyenletet: C(t) = Cpe®*/<.

Visszahelyettesitve a mérlegegyenletbe: A —rA = W — Cyedt/¢.

A megoldo szorzok modszerét alkalmazva, a legutolso egyenletet beszorozzuk e~ "'-
vel, hogy egy fliggvény derivaltjat kapjuk a bal oldalon:

% [e‘”A} =e A —rA) =We "t — Cpeld/cTME,
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Integraljuk az 4j egyenlet mindkét oldalat a [0,7] szakaszon és vegyiik figyelembe W
jelentését: e T Apr — Ag = W — CoJ(6/C — 1), ahonnan (8.12) egyszertien adodik. g

8.2. feladat. Szamoljuk végig a b) pontot a nyugdijmodellben (v6. 10. fejezet):
u(C)=logC, w(t) =1, ha L <t < R és 0 egyébként, 0 < L < R<D,r=[/2.
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9. Népesedési modellek

A koézgazdasagtanban fontos szerepet jatszanak a népesedési modellek, kiilénosen a ko-
vetkez6 fejezetben vizsgalt nyugdijrendszerek szempontjabol. Ebben a fejezetben beve-
zetjiik a stacionarius, illetve stabil népesség fogalmat, majd korvonalazzuk a valésadgban
érvényesiils népesedési folyamatokat (Simonovits, 2002, 7. fejezet).

9.1. Stacionarius vagy stabil népesség

MindenekelStt vezessiik be a kovetkezd valoszintiség-szamitasi fogalmakat! Legyen ¢;
annak a valoszintisége, hogy egy személy i éves koraban, év végén hal meg: ¢; > 0 és
Zio q¢; = 1. Sziikségiink lesz annak a valdszintiségére, hogy valaki megéri az i-edik
sziiletésnapjat; tulélési valosziniség: [; = Zf:i ¢j- Az irodalomban gyakran szere-
pel a feltételes haldlozdsi valdsziniség: q;/l; > 0, illetve feltételes tulélési valdsziniség:

Pyl

l;/l;—1 > 0. Végil bevezetjiik az i éves korban vdrhatdé hdtralévd élettartamot:

> —i+ 1)
l; ‘

(9.1) E; =

Amikor a sziiletéskor varhato élettartamra gondolunk, és annak noévekedésérsl beszé-
liink, nem szabad a 20. szédzadban folyamatosan és jelentGsen csokkend gyermekhalan-
doséagrol elfeledkezni.

Az 1997-es magyar adatokat a 9.1. dbra szemlélteti. Szokasos a férfi és a néi ada-
tokat a vizszintes tengely ellentétes oldalara helyezni, s fiiggSlegesen felallitani. Példaul
a két gorbe az életkor fliggvényében mutatja annak a valoszintiségét, hogy az adott kort
a férfiak, illetve a ndk tulélik.

9.1. 4bra

Ha a tulélési valoszintiségi gorbe alatti teriiletet nem vizszintesen fekvd, hanem
fiiggslegesen allo téglakbol adjuk ossze, akkor (9.1)-bdl adodik

Most mar bevezethetjiik az tgynevezett staciondrius és stabil népesség fogalmat.
Az el6bbiben az egyes korosztalyok létszama, az utobbiban az egyes korosztéilyok 1ét-
szamaranya idében allando.
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Jelolje ny; a k évesek létszamét a t-edik naptari évben. Tegyiik fol, hogy az
ujszilottek szdma évente v — 1 litemben nd, a korspecifikus haldlozasi arany idében
valtozatlan: ¢, annak a valészintisége, hogy valaki éppen k éves koraban hal meg.

Ekkor definicio szerint adodik két egyenlet.

Sziiletésszam

(9.2) no,t = VNo,t—1,
Korosztaly-létszam

(9.3) gt = lgNot—k, k=1,2, ..., D.
Behelyettesitve (9.2)-t (9.3)-ba:

(9.4) nge = *noy,  k=1,2, ..., D.

Stacionarius népességben v = 1, a stabilban v tetszdleges.
A (9.2)-(9.4) sszefliggésekbdl levezethets a

9.1. tétel. Stabil népesség. a) Minden k-ra a k évesek létszama a sziiletésszam
v névekedési tényezdje szerint né: ny,; = vng—1. b) Minél nagyobb a sziiletési szam
novekedési tliteme, annal nagyobb a fiatalok aranya a népességben.

Megjegyzés. Minél nagyobbak az idGskori tilélési valoszintiségek, annal nagyobb
az idGsebbek aranya a népességben.

A 9.2. abran az egynemd fél korfara harom valtozatot mutatunk be: az tjsziilottek
létszama a) valtozatlan, b) nd, illetve c) csokken, a két utobbi esetben évi 1%-kal. Jol
lathato, hogy novekvs népesség esetén a korosztalyoknak az tjsziilottek korosztélya-
hoz viszonyitott relativ létszama két okbol is csokken az életkorral: a sziiletettek szdma
idében visszafelé menve egyre kisebb volt, masrészt egyre kevesebb marad életben a kor-
osztalybol. A csokkend népesség esetén még érdekesebb a helyzet: az életkor miléséaval
elGszor jelentGsen ng, majd kés6bb csokken a korosztalyok relativ 1étszama.

9.2. abra

Mi szabja meg a sziiletések szamét és azok névekedési litemét? A most bevezetends
sziiletési egyenlet azt tételezi {61, hogy a kiilonb6z6 életkori emberek (ndk) kiillonbozs
szamu gyermeket (lanyt) akarnak/tudnak vildgra hozni:

K>
(9.5) no,t = Z Jent,

k:Kl

ahol f az egy k éves koru személyre (ndre) jutod pozitiv (lany)sziiletések szama, Ki, Ko
pedig a szildképességi kor minimuma és maximuma: 0 < Ky < Ks. Stabil népesség
esetén a sziiletésszam noévekedési iitemét a sziiletési { fi} és tulélési {l;} egyiitthatok
meghatarozzak. A Koézponti Statisztikai Hivatal (réviditve: KSH) (1996, 75. o.) 12-13.
tablazata adatokat tartalmaz az itt szereplé mutatokrol.
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9.2. tétel. Stabil népesség esetén a sziiletésszam névekedési tényezdje a kbvetkezd
Ks-edfokti polinom egyetlen pozitiv gyoke:

K>
(9.6) > fler =1

k}:Kl

Ez a gyok akkor és csak akkor nagyobb 1-nél, ha az egy fére (ndre) juté (lany)sziilések
szama nagyobb, mint 1:

Ko
Z fk:lk: > 1.

k:Kl

Bizonyitds. Helyettesitsiik be a (9.5) sziiletési egyenletbe a (9.4) egyenletet:

ahonnan egyszertsitéssel adodik (9.6). Mivel a (9.6) egyenlet bal oldala csokkend fiigg-
vénye v-nek, legfeljebb egy pozitiv gyok lehetséges. Mivel a bal oldal nullaban vett
hatarértéke végtelen, a végtelenben vett hatarértéke pedig 0, mindig létezik egy pozitiv
gyok: v. A gyok pontosan akkor nagyobb, mint 1, ha a (9.6) bal oldali kifejezésének
értéke v = 1-ben nagyobb, mint 1. ]

A (9.5) sziiletési egyenlet azonban dtmenetileg instabil népességnél is hasznos. Erre
mutat a

9.3. tétel. (Lotka-Sharpe, 1911.) Allandé termékenységi és halalozasi egyiitt-
hatok esetén, feltéve, hogy legalabb két szomszédos termékeny korosztaly létezik, a
tényleges népességi aranyok és a népesség novekedési tliteme a megfelels stabil népesség
mutatoéinal stabilizalédnak.

Megjegyzés. A bizonyitas visszavezethets a Markov-lancok ergodicitasara (Ré-
nyi, 1966). Itt azonban kozvetlen bizonyitast adunk.
Bizonyitasvazlat. Helyettesitsiik be (9.2)-t (9.5)-be, s adodik az

Ko
(9.7) nos = Y frlknos—n
k=K,
Ky-edfoku linearis skalar differenciaegyenlet, ng —k,,...,n0,—1 kezdGértékekkel.

A lineéris differenciaegyenletekrdl (5.1. alfejezet) tudjuk, hogy az alapmegoldasok
&M\ alakuak, ahol

K>
EN = > fulkbNTE

k:Kl

Egyszertsitve EAf-nel, adodik a karakterisztikus egyenlet:

1= )" fulsd™".

k=K
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A 9.1. tétel szerint az egyenletnek egyetlenegy pozitiv gyok van: \;y = v > 0.

Indirekt bizonyitassal adodik, hogy ha f; > 0 és K; < K,, akkor a tobbi A
gyoke abszolat értékben kisebb mint v, azaz a megoldas relative stabil. Valoban, in-
direkt feltevés szerint létezzék egy masik, nem pozitiv sajatérték A\, amelynek abszoluat
értéke legalabb v. Behelyettesitve a sajatérték-egyenletbe, és alkalmazva a haromszog-
egyenlGtlenséget:

K2 K2
L= fle A< > fulklv| =1

k=K, k=K,

ellentmondés. Ha megengednénk, hogy mindenki egy idGszakban sziiljon: K; = Ko,
vagy hogy bizonyos id6szakokban senki se sziiljon, akkor alltdsunkban aszimptotikus
stabilitas helyett csak (Ljapunov) stabilitast kapnéank. ]

A stabil népesség fogalméara épiil a sziletéskor vdrhato életkor fogalma is. Tegyiik
fol, hogy a jelenleg tapasztalhato korspecifikus termékenységi és haldlozasi egyiitthatok
valtozatlanok maradnak a belathato jovében. Szamitsuk ki a megfelels stabil népességi
aranyokat és a halalozasi kor varhato értékét (LEXP=life expectancy):

D D

Ey=LEXP =) qk+1)=> k.
k=0 k=0

Adott évben a tényleges népességhben az adott évben meghaltak varhato életkora lehet
kisebb is, nagyobb is, mint a fenti érték, attol fliggden, hogy a tényleges népesség
fiatalabb-e vagy id&sebb-e, mint a stabil népesség.

(A 9.2. abran be is jeloltiik a 9.1. példabeli harom X, értéket: A = 36,9; N = 32,0
és =419 év.)

9.1. feladat. Haromnemzedékes modellel dolgozva (D = 2) tegyiik 6], hogy csak
a masodik nemzedék sziilgképes (fo = fo = 0) és f; = 2. a) Hatarozzuk meg a népesség
egyensulyi novekedési tényezsjét! b) Tegyiik fol, hogy mindenki maximaélis korig él, és
hatarozzuk meg a népesség stabil koreloszlasat a 0-dik id&szakban, 1-nek véve a idGsek
szamat. c¢) Tegyiik f6l, hogy a népesség eredetileg névekedett, de a t = 2 id&szaktol
kezdve a termékenységi egyiitthato 1-re, illetve d) az eredeti érték reciprokara csokken.
Irjuk le tablazatban néhany iddszak koreloszlasat mindkét esetben, és szamitsuk ki az
Ossznépességét v = 2-re!

Most mar megmagyarazhatjuk az 1978 koriil elkezdett egygyermekes kinai csalad-
politikat: egy olyan népességben, amelyben évtizedeken keresztiil gyorsan nétt a sziile-
tések szama, a lanyok nemzedéke akar kétszer annyi nébdl is dllhat, mint az anyaké. Ha
hatésosan akarjak a népesség létszamat korlatozni, akkor id6legesen a korabbinal joval
kisebb létszamu korosztalyokat kell 1étrehozni.

9.2. feladat. Tegyiik f6l, hogy a mindenkori népesség 4 korosztalybol all, a 0-14
évesek, a 15-29 évesek, a 30-44 évesek és a 45-59 évesek. Mindenki a 60. sziiletésnapjan
hal meg. A rendszerrsl minden 15. évben készitiink felvételt. Tegyiik f6l, hogy a t-edik
idGszakban a sziiletések szama b; az 15-29 és a 30-44 évesek létszdmanak a pozitiv
linearis kombinéeiéja: bt = flbtfl + fgbtfg, fg,fg > 0.
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a) Hatarozzuk meg a stabil népesség sziiletésszamanak novekedési tényezdjét
(=1+novekedési iitem)!

b) Mi annak a feltétele, hogy létezzék stacioner stabil népesség, azaz alkalmas b_1,
b_o kezddallapot esetén a sziiletésszam valtozatlan legyen?

c¢) Bizonyitsuk be, hogy a b) esetben tetszsleges b_1, b_o kezdGéllapot esetén a
sziiletésszam novekedési tényezdje tart 1-hez!

9.2. Valésagos népességek

Persze a valosagos népességek nem stabilak: valtozik a sziiletésszdm, mert valtoznak a
termékenységi fajlagosok, de valtoznak a haldlozasi mutatok is. Mindenekel6tt bemu-
tatjuk a magyar népesség adatait.

A 9.3. abra a tényleges magyar sziiletési és csecsemdhalélozési szamokat szemlélteti
1911-1995 kozott (KSH, 1996, 1. tablazat, 65. o.) és az elérejelzett szamokat 2050-
ig (Hablicsek, 1999, 405. o.) a jelenlegi orszaghatarok kozott. Figyelemre mélto, hogy
milyen magas értékrsl indult a sziiletésszam és a csecseméhaldlozas, és milyen kis értékre
csOkkent mindkettd.

9.3. abra

A halalozasi idGsorokat mell6zve, a 9.4. abra a népességszam alakulasat mutatja
be ugyanezen iddszakra. Figyeljik meg, hogy a két vilaghaboratol és az 1956-1957-es
kivandorlastol eltekintve, milyen gyorsan nétt a népességszam, majd 1980-t6] kezdve mi-
lyen viharosan csokkent, illetve fog csokkenni a népességszam (KSH, 1996, 4. tablazat,
43. o. és Hablicsek, 1999, 405. o.).

9.4. abra
A 9.5. abra a gyermekeknek (0-19 év kozottiek) és az idéskortaknak (64 éves és
id6sebb) a teljes népességen beliili tényleges és el6rebecsiilt aranyat szemlélteti 1910
és 2050 kozott (KSH, 1996, 5. tablazat, 44-45. o. és Hablicsek, 1999, 405. o.).
Természetesen az életben maguk a korhatarok is valtoznak az idében, ezzel azonban
nem foglalkozunk.

9.5. abra

A nemzetkozi elérejelzésekbdl nyjt izelitét a 9.1. tablazat.
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9.1. tablazat. Népességoregedés: iddskori fiiggdségi hanyadosok, %

Orszag 1995 2010 2030 2050
Chile 18,3 24,4 40,9 56,3
Egyesiilt Allamok 30,3 34,6 52,8 52,9
Hollandia 30,6 40,3 70,7 85,3
Nagy-Britannia 38,0 42.3 62,1 72,3
Németorszag 36,2 46,5 82,5 101,7
Svajc 33,4 44,5 78,3 89,1

Forras: Borsch-Supan (2001, 8. o.), 5. tablazat. A 60 évnél idésebbek létszamanak
aranya a 20-59 évesekéhez képest.

Megjegyezziik, hogy a halandosagi fajlagosok csokkenése részlegesen képes megaka-
déalyozni a népességszamnak a termékenységi egyiitthatok cstkkenésébdl fakado fogya-
sat, de el6bb-utdébb a mésodik hatas valik dominanssa.

Végiil utalunk a nemzetkézi migrdaciora, amely alaposan megvaltoztathatja egy or-
szag népesedési — s ezaltal nyugdijrendszere — viszonyait: a célorszagét javitja, és kiilldé
orszagét rontja.
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10. Nyugdijmodellek

A fejlett tarsadalmak oregedésével a nyugdijkérdés egyre fontosabba valik. A nyugdij-
rendszert két szinten lehet vizsgalni: egyéni és makroszinten (Simonovits, 2002).

10.1. Egyéni szint

Tegyiik fol, hogy a dolgoz6 L = 0 éves kordban kezd el dolgozni, ¢ évesen w; a teljes
keresete. R+ 1 évesen megy nyugdijba, és D évesen hal meg. Az i-edik év betoltésének
valoszinisége l;, 1 =1, 2, ...,D.

Egy tokésitett rendszer — gyakran korfliggs — b; életjaradékot fizet j-éves tagjainak,
akik keresetiikbdl folyamatosan — életbiztositas vétele mellett — t6két halmoztak fol
egyéni szamldjukon — az életjaradék forrasaként, j = R+ 1, ..., D. Kotelezd rendszer
esetén a nyugdijjarulékot altalaban kulcsként, tehat a kereset aranyaban adjak meg,
legalabbis bizonyos korlatok kozott: jele 7. Altalaban feltessziik, hogy e jarulékkules
id6ben alland6. Legyen r a realkamat-tényezd.

10.1. tétel. A tokésitett rendszer paraméterei kozt fonnall a kévetkezd dsszefiig-

gés:
R D
(101) Tw Z liwir_l = Z ljbjT‘_j.
i=L j=R+1
Bizonyitas. Az egész életpalyara vonatkozo nyugdijbefizetés és -kifizetés varhato
jelenértékének egyenl@sége alapjan. ]

Az életjaradékot szokas az utolso évi nettokereset (upr) aranyaban kifejezni, ahol a
személyi jovedelemadotol eltekintiink:

bR+1 = BUUR, ahol UR = wR(l — Tw)

és 3, az eqyéni életjaradék netto zdrokereseti helyettesitési értéke.

A legegyszeriibb esetre Osszpontositjuk figyelmiinket, amikor a jaradék reédlértéke
allando, 40 évi jarulékfizetés és 20 évi jaradék all szembe egymassal. Szemléltetéshez
foltessziik, hogy az egyéni zarokereseti helyettesitési arany 40%, és a jarulékkulcsot a
kiilénféle kamatlab és bérndvekedési iitemre hatdrozzuk meg: w; = weQ?. (10.1)-et
alkalmazva, adodik az 10.1. tablazat.
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10.1. tablazat. Jdrulékkulcs a keresetnovekedés és a kamatldb fiigguényében, %

realkereset novekedési iitem

100(Q2 —1)
0 2
redlkamatlab
100(r — 1)
0 16,7 22,3
2 9,8 14,1
5 4,0 6,3

Figyeljiik meg, milyen érzékenyek a jarulékkulcsok a kamatlabra és a bérnovekedés
itemére (valamint az itt kihagyott aktiv és passziv szakasz hosszanak az aranyara).

A 20. szazad kozepén (a Nagy Valsag és a II. vilaghdboru pusztitasa miatt)
cs6dbe mentek a tékésitett nyugdijrendszerek, és helyiikre 1éptek a feloszto-kirovo nyug-
dijrendszerek. (Az ujabban sokat dicsért magénnyugdij-rendszerek 2008-ban elvesztet-
ték vagyonuk 20%-at!) Ezekben a rendszerekben az egyének kotelezSen részt vesznek, és
nem sajat nyugdijukra takarékoskodnak el6re, hanem az éppen nyugdijasok jaradékat fi-
zetik ki. Egy tarsadalmi szerz&désrdl van szo, amely a mindenkori fiatalok kotelességévé
teszi a mindenkori 6regekrsl valéo gondoskodast. A legtobb orszédgban a teljes kereset
és a netto kereset kozé feleslegesen beékeldik a brutto kereset, amely a munkavéllal6i
jarulékkal nagyobb a nett6 keresetnél: u = v(1—72,), és a munkaltatoi jarulékkal kisebb
a teljes keresetnél: w = v(1+ 7 ,). Itt az egyén olyan kezddnyugdifra szamithat, amely
a befizetéseknek, illetve — allandd jarulékkulcs esetén — a brutto kereseteknek valami-
lyen novekvs (esetleg nemcsokkend) fiiggvénye. (Azért, hogy ne kelljen kiilon jelolni a
naptari éveket, e kereseteket és a nyugdijakat az illets sziiletésétsl szamitjuk, akarcsak
korabban):

bR+1 = h(vLa <. 7UR)

S attol kezdve egészen a halaldig az egyénnek meghatarozott szabalyok szerint valtozik
a nyugdija, altalaban az el6z6 évi nyugdija fliggvényében:

bis1=H(®b;), j=R+1,...,D—1.

Latszolag teljes szabadsaggal allapithatok meg a h és a H fliggvények. Hamarosan
azonban latni fogjuk, hogy makroszinten egy tiszta feloszto-kirovo rendszerben minden
idGszakban a befizetéseknek és a kifizetéseknek egyenstiilyban kell lenniiik.

A tokésitett rendszerhez legkozelebb a keresetardnyos rendszer all, amely Német-
orszagban mikodik. Legyen g = v;/v;_; az atlag-realkeresetek novekedési tényezdje.
Ekkor a kezdeti nyugdij

R
1 —1
b(RJ)rl = Q2 Z UigR )
i=L

ahol oy /7T egy skalar szorzo, amely a TZf;L vight?
dijtokét br+1 nagysagu életjaradékra valtja at.
A masik véglet az dllandd dsszegd nyugdij, amely fliggetlen a korabbi kereseti pa-

lyatol; b3} |, ilyen rendszer mitkédik Hollandigban.

értékd felhalmozott eszmei nyug-
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A legtobb kezddnyugdij (amerikai, magyar, a brit stb.) a két véglet kozé esik,
sematikusan a kovetkez6képp jellemezhetd:

bri1 = ably), + (1 -l

ahol o egy 0 és 1 kozti valos szam, amely a keresetaranyos rendszer silyat mutatja.
Ratérve a mar megéllapitott nyugdijakra, Németorszaghban ket a keresetekkel par-
huzamosan novelik:
1 .
b§'+)1:bjga j=R+1, ..., D—1.

Az azonos Osszegiiben és mas rendszerben is a nyugdij fiiggetlen a nyugdijas koratol:

b2 =bj,  G=R+1,..,D-1,

Ko6zbiils6 megoldast alkalmaznak néhany orszagban:
bjv1 =0, j=R+1,...,D—1,

ahol 0 egy 0 és 1 kozti valos szam, példaul Svajcban és Magyarorszagon 1/2.

10.2. Makroszint

c 202

az élettartam-kockazattol (az életjaradékositastol), akkor ez a nyugdijrendszer semmi-
ben sem kiilonbozik a hagyomanyos megtakaritdsoktol. Inkabb a tiszta feloszto-kirovo
makrodkonomiéjat elemezziik, egyelSre egy adott id6pontra szoritkozva. Tiszta feloszto-
kirovo rendszer esetén a dolgozok nyugdijjarulékainak Osszege megegyezik a nyugdijak
osszegével. Definicid szerint teljesiil a kdvetkezd azonossag: nyugdijasok szama x atlag-
nyugdij = jarulékkulcs x dolgozok szama - atlagkereset. Bevezetve a dolgozok szamat:
M, a nyugdijasok szaméat: P, az atlagnyugdijat: b (és felidézve a v atlagkeresetet),
adodik a képlet:

Pb =, Mv.
Rendezziik at az azonossagot:
b P
To = ——.
v M
Az 1j azonossag els§ tényezdjét méar ismerjik, s atlagos helyettesitési aranynak ne-
vezzik: (3, = b/v. A maéasodik tényez6t is elnevezziik: (rendszer)fiiggdségi hdinya-

dos=nyugdijasok szdama/dolgozok szama. Jele: m = P/M. Tehat belattuk a kévetkezs
tételt.

10.2. tétel. [Egy tiszta feloszté-kirovo rendszerben a jarulékkulcs egyenld az
atlagos helyettesitési arany és a rendszertiiggdségi hanyados szorzataval:

(10.2) Ty = By .

A magyar nyugdijrendszerben példaul G, = 0,6 és m = 0,5; tehat 7, = 0,3, az
amerikaiban viszont 3, = 0,4 és m = 0,2; tehat 7, = 0,12. Minél nagyobb a nyugdijak
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relativ szinvonala, és minél t6bb nyugdijas jut egy dolgozoéra, annél nagyobb jarulék-
kulcsra van sziikség. Ezt az egyszerd dolgot nagyon sok ember képtelen megérteni, és
nagyobb nyugdijat, kisebb jarulékot és alacsonyabb nyugdijkorhatart kovetel vagy igér.

A tovabbiakban a (10.2) azonossag jobb oldalanak mésodik tényezsjét tovabb vizs-
galjuk. Figyelembe vessziik, hogy a dolgozok és a nyugdijasok szama egyarant fiigg a
lakossag demografiai szerkezetétsl, a foglalkoztatasi és a nyugdijazasi helyzettsl. Be-
vezetjik a részvételi hanyadot, amely a dolgozok (M) és a dolgozokortiak létszamanak
(M*) az aranya: pu = M/M*; a jogosultsdgi hdnyadot, amely a nyugdijasok (P) és a
nyugdijaskortiak létszamanak (P*) az aranya: ( = P/P*; és a demogrdfiai (iddskori)
fliggdségi hanyadost, amely a nyugdijkoriak és a dolgozokoruak létszamanak az aranya:
m* = P*/M*. Ezek segitségével részletesebben is folirhato a mutatonk:

P P P M
M~ P*M* M’
azaz felhasznélva jeloléseinket, adodik a

10.3. tétel. Egy tisztan feloszto-kirovo rendszerben a rendszerfiiggdségi hanyados
egyenld a jogosultsagi hanyad és a demogréfiai fliggdségi hanyados szorzatanak és a
részvételi hanyadnak az aranyaval:

Szoban: Minél tobb nyugdijaskora jut egy dolgozokorura, minél kisebb a dolgozok
aranya a dolgozokortiakhoz képest, és minél nagyobb a nyugdijasok ardnya a nyugdijas-
kortiakhoz képest, annal nagyobb a rendszerfiiggéségi hanyados.

A tovabbi elemzéshez vezessiik be a kovetkez6 mutatokat! Egy dolgozora juté GDP:
y = Y /M, bruttébér-hatékonysdg: ny = y/v. A hagyoményos elemzésben a nyugdijki-
adasok GDP-hanyada kiemelked§ szerepet jatszik. Az el6z6hoz hasonlé modon kifejez-
het6 a nyugdijkiadds ardnya a GDP-ben, ha felbontjuk a

Pb
My
szorzatot:

10.4. tétel. A nyugdijkiadds GDP-hanyada egyenld a rendszerfiiggdségi hanyad
és az atlagos helyettesitési arany szorzatanak és a bérhatékonysagnak a hanyadosaval:

B yon

Y Ny

Az 10.2. tablazat a magyar gazdasig netto kereseti adatain szemlélteti a fentieket.
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10.2. tablazat. Nyugdijak a magyar gazdasdgban 1970-1996, %

Netto Netto

Nyugdij Jogosult- Fiigg6-  helyette- Részvé-  bérha-

kiadasi  sagi ségi sitési tel tékonység

h a n y a d 0 S
Ev BJY ¢ ™ Bu 7 T
1970 3,5 66,7 38,7 37,5 91,2 305,1
1975 5,0 82,1 37,3 45.4 87,8 315,1
1980 6,9 93,0 38,2 54,7 87,3 320,1
1985 7,9 100,0 40,4 61,2 86,9 358,7
1990 8,8 109,9 41,8 66,2 86,4 398,4
1994 10,0 115,6 41,1 59,5 65,8 430,2
1996 8,9 119,2 40,7 58,9 64,0 504,5

Vegyiik észre, milyen latvanyosan nétt a netté keresethez viszonyitott nyugdij 1970
és 1990 kozott: 37,5%-r6l 66,2%-ra. Vegyiik figyelembe azonban a tablazat utolsod osz-
lopat, ahonnan leolvashato, milyen mértékben maradt el az atlagkereset az atlagterme-

lést ).

A 10.3. tablazat a netto keresetek és nyugdijak realértékének idébeli alakulésat
mutatja az atmenet soran. Lathato, hogy a nyugdijak gyakran még a kereseteknél is
jobban cstkkentek vagy lassabban néttek.

10.3. tablazat.

Netto keresetek és nyugdijak redlértékben, Magyarorszag,

1989=100

Ev 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997
Kereset 96,6 89,8 89,1 850 91,2 80,3 762 80,3
Nyugdij 93,0 868 84,7 81,6 857 77,2 70,3 710

Ev 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006
Kereset 830 860 87,3 91,9 104,7 1143 113,1 120,2 1239
Nyugdij 755 78,8 798 844 927 100,7 1040 1105 1145

A 10.5. tétel megmutatja, hogy minden feloszto-kirovo rendszer megfeleltethets
egy hasonlo tékésitett rendszernek.

6
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10.5. tétel. (Aaron, 1966.) Stabil népesség és dllandoé foglalkoztatasi, valamint
nyugdijjogosultsagi hanyad esetén, ha az életkor-specifikus keresetek és a nyugdijak
azonos és allandé tlitemben nének, akkor a feloszto-kirovo rendszer belsé kamattényezdje
egyenld az aggregalt redlkereset novekedési tényezdjével, azaz a népesség és az atlag
realkereset névekedési tényezdjének szorzataval: p = vg.

Bizonyitas. Tegyiik f6l, hogy a teljes foglalkoztatas megvalosul és minden nyug-
dijaskort egy nyugdijat kap, s mas nem kap nyugdijat. Jelolje v; az ¢ éves dolgozo
keresetét az i-edik évben, és b; a j éves nyugdijas nyugdijat a j-edik évben. Legyen 1
a 0-adik évben sziiletett korosztaly létszama. Ekkor (9.4.) értelmében a 0-adik évben
k évesek szama [~ *. A 0-adik évben i évesek keresete v;g~¢ és a j évesek nyugdija
bjg~7. Tehat a 0-adik év keresztmetszeti feltétele

R D
(10.3) To Zliy_ivig_i = Z ljl/_jbjg_j.
i=L j=R+1
(10.1) és (10.3) osszehasonlitasabol adodik a tétel. ]

Erdekes megnézni néhany adatot a tételben szereplé mennyiségekrol.

10.4. tablazat. Atlagos redliitemek és -hozamok: 1953-1995, %

Orszag Nagy- Egyesiilt
Németorszag Japan Britannia Allamok
Bérnovekedési iitem 4.8 5,2 3,6 1,0
(variancia) 11,8 37,7 8,8 6,0
Allampapirhozam 3,9 3,8 1,0 2,3
(variancia) 1,3 5,4 9,3 8,2
To6kepiaci hozam 10,1 10,8 10,8 9,8
(variancia) t6bb Sz 4z

Forras: Holzmann (1998, 13. o. 8. 1bj.) idézi Thompson (1998) Fiiggelék A.
tablazatat.

Az explicit allamadodssag mellett érdekes lehet még a nyugdijigéretekben megtes-
testls implicit dllamaddssdg is. Ezt mutatja Holzmann (1998) alapjan egy roviditett,
10.5. tablazat.

A 2. oszlopbdl lathatjuk, hogyan szorodik a brutté nyugdijadossag/GDP hanyados
négy fontos orszag esetében 100-200 kozott. (A felsorolt négy orszagbol csak egyben
(az Egyesiilt Allamokban) kisebb a netté adéssag, mint a brutté mutato, de ott jelen-
tosen: 89%.) A 3. oszlop az éves nyugdijkiadas/GDP héanyadost mutatja be (v6. 8.
fejezet), amely a kontinentalis Nyugat-Europa és az angolszasz orszagok kozti hatalmas
kiilonbséget tiikrozi: 10 és 5%. Erdekes, mennyivel stabilabb a 4. oszlopban szerepld
a nyugdijadossag/nyugdijkiadas hanyados: 21-25 kozott mozog. Ezt eszmei visszafi-
zetési iddnek is tekinthetjiik, ti. hogyha nem keletkeznének 1j igéretek, akkor ennyi
évre lenne sziikség a régi igéretek teljesitésére. Erdemes figyelembe venni a GDP-hez
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viszonyitott hagyomanyos allamadodssagot is (5. oszlop), amely orszagonként szintén
nagyon ingadozik: az angol 35%-t6l az olasz 100%-ig. Végiil ha ¢sszadjuk az 1. és az 5.
oszlop adatait, a 6. oszlopban megkapjuk a teljes brutté adossagot. Itt is az angolszasz
orszagok szerepelnek jol, és a kontinentalis orszagok rosszul.

10.5. tablazat. Nyugdijaddssig és dllamaddéssag néhdiny OECD orszigra, GDP %

Brutto Eszmei

nyugdij- Nyugdij visszafizetési

adossag kiadas id6 Allam- Osszevont
Orszag (BNYA)  (NYK) (BNYA/NYK) adossag
Németorszag 216 9,0 24.0 40 256
Olaszorszag 242 10,6 24.4 101 343
Nagy-Britannia 139 6,6 21,1 35 174
Egyesiilt Allamok 112 5,1 22,0 55 167

Forras: Holzmann (1998, 5. o0.) 2. tablazat.

10.1. feladat. Mérlegeljlink egy stacionarius népességi stacionarius gazdasagot,
ahol a népesség és a termelékenység névekedési liteme allando, az egyének nulla évesen
kezdenek el dolgozni, adott w; bérpalya szerint, R + 1 évesen mennek nyugdijba, és
D + 1 évesen halnak meg! Tegyiik f6l, hogy a t = 0 évben bevezetnek egy feloszto-
kirové rendszert b; jaradékpalyaval és 7 jarulékkulccsal! Tegytik fol, hogy az érett
rendszer egyensulyban van. Hatarozzuk meg az els6 D + 1 évjarat belsé megtériilési
ratajat!

10.2. feladat.* a) Legyen L és I két egész, 0 < L < I, § leszamitolasi tényezs, y;
az apa jovedelme, c; > 0 az apa fogyasztasa i évesen, pozitiv szamok. Tegyiik fel, hogy
a csalad fogyasztasa az i-edik évben m;c;, i = L, ... I, ahol m; > 1 un. fogyasztasi
egyenértékesek. Tegyiik fel, hogy R > 0 az éves kamattényezs. Irjuk fel az apa életpalya
koltségvetési korlatjat a jelenérték segitségével!

b) Tegyiik fel, hogy az apa az egész csalad fogyasztasat a kévetkezSképpen veszi
figyelembe az életpalya-hasznossagfiiggvényen:

I
Ulep,-..,cr) = Z&imiu(ci).
i=L

Hatarozzuk meg az apa optimalis fogyasztasi palyajara vonatkozo feltételeket!
c¢) Milyen (R,) parokra né az életkorral az apa fogyasztasa?
d) Hogyan tehetd explicitté az optimalis palya egyenlete, ha

u(e) =7/ (1=9), <07

e) Hogyan modosul a megoldas kvalitative (szamok nélkiil), ha az apa nem vehet
fel kolcsont?
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Feladatmegoldasok

1.1. feladat. Nem, mert a nagy szamok torvénye szerint minden befizetett Ft-
janak csak egy toredékét kapna vissza. (A tOobbi, par milli6 résztvevstdl esetleg meg-
szerzett haszon elhanyagolhato!)

1.2. feladat. Behelyettesitéssel.

1.3. feladat. a) A maximaélis biztositasi Osszeg azt jelenti, hogy a biztositatlan
fogyaszté varhaté haszna megegyezik a biztositottéval. Képletben: teljes biztositas:
pU(w—c)+qU (w) = U(w—Db), részleges biztositas: pU(w—c)+qU(w) = pU(w—c+qk)+
qU (w — pk). Kockazatkeriils magatartas esetén U konkév, tehat van kiegyenlits b, és by
dij. b) Numerikusan: (i) 0,03-0,5/240,97-1,5'/2 = (1,5—b)'/2,1,20922 = 1,4621 = 1,5—
b, azaz b, = 0,0378 mFt=37,8 eFt. (ii): 1,2092 = 0,03 - (1,4 — by,)"/2 +0,97- (1,5 — by,)'/?
Rendezve: b, = 0,0359 mFt=35,9 eF't.

2.1. feladat. Lasd 2.2. feladat megoldasat.

2.2. feladat. a) A (H,H) par nem egyensuly, mert hozama pl. az 1. szamara
-3, s ha egyoldalian eltér téle, azaz K-t valasztja, akkor hozama 0-ra né. A (K,K) par
sem egyensuly, mert hozama pl. az 1. szaméra 1, s ha egyoldalian eltér téle, azaz H-t
valasztja, akkor hozama 2-re ng. Viszont a (H,K) és a (K,H) par mindegyike Nash-
egyensily. Pl. ha (K,H)-t6l az 1. jatékos eltérne, akkor hozama 0-rol —3-ra csokkenne;
ha a 2. jatékos térne el, akkor pedig annak hozama 2-rél 1-re esne.

b) Tegytik fol, hogy az 1. a Hajt stratégiat &, a Kitér stratégiat 1 —¢ valosziniiséggel
valasztja; a 2. pedig n, ill. 1 —n valészintséggel. Ekkor

ur(§m) =&n-(=3)+&60—n) -2+ 1 -&n-0+ (1 -A —n) -1 =—-4n+{—n+1,
Derivalva & szerint: u; ¢ = —4n+ 1, n* = 1/4-nél 0, tehat ott u;-nek lokalis és globalis
maximuma van. Szimmetria miatt £* = 1/4-ben us-nek lokalis és globalis maximuma
van.

c) Csak akkor van halal, ha mindkét jatékos egymastol fiiggetlentil H-t jatszik,
ennek valoszintsége £*n* = 1/16. Az életben maradasé tehat 15/16.

d) uvi(H,K) = 2, uy(K,H) = 0 és 16u1(§*m*) = —3+3-24+0+3-3-1, azaz
ur(&*,n*) =12/16 = 3/4.

2.3. feladat. Trivialis. A kevert stratégia (1/3, 2/3), vo. 2.2. feladat.

3.1. feladat. Irjuk fel a kétszemélyes jaték Nash-egyensulyat 0j jeloléssel és szo-
rozzuk be a mésodikat —1-gyel. Ekkor egyesithetd a két egyenlGtlenség:

u(s1,85) < u(si,sy) < wu(sj,s2) minden s3 € Sj—re, s9 € Sy—re.
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3.2. feladat. a) Cournot-egyenstuly. Az 1. jatékos nyeresége m1(q1,q2) = (1 —¢1 —
¢1 — q2)q1. Derivéalva q; szerint és nullava téve a derivaltat: m 4,(q1,92) =1 —c1 —q2 —
2g1 = 0, rendezve: 2q1 + g2 = 1 — ¢1. Szimmetria miatt: ¢ + 2qo = 1 — ¢3. Megoldva
az egyenletrendszert:

% 1—261—}—02 . %
q1 = T €s qa

. 1—262+Cl

A feladat kozgazdasagilag csak akkor értelmes, ha mindkét vallalat kibocsatasa pozitiv:
2c1 —cg < 1 és 2cy — ¢1 < 1. Szimmetrikus esetben ¢; = ¢o < 1.

b) A
;- —q ) ; l—co—q
q; = - 9 €s a3 = 9
legjobb-valasz fiiggvény kontrakcio, A > 1/2-del.

3.3. feladat. Az 1. jatékos nyeresége m1(q1,q2) = (1 — (g1 + q2)?)q1. Derivalva ¢
szerint és nullava téve a derivaltat: my 4, (¢1,92) = 0. Bevezetve a Q = ¢1 + g2 jelolést és
rendezve: —2Qq; + 1 — Q? = 0. Szimmetria miatt: —2Qqo + 1 — Q? = 0. Megoldva az
egyenletrendszert: ¢ = qo, Q = 2q, tehat —4¢®> + 1 — 4¢> = 0, azaz ¢f = ¢5 = 1//8.

3.4. feladat. A 3.5. példa szerint 275 (n) > 7f(n+ 1), ha n > 2 és egyenlség 4ll,
ha n =2

4.1. feladat. Legyen mii, moo > 0, M irreducibilitisa miatt mqo, mo; >
0. a) Ahhoz, hogy legyen pozitiv sajatérték, az sziikséges, hogy mindkét sajatér-
ték valos legyen. Ellendrizni kell, hogy w? > 49 teljesiil-e. Igen, mert rendezéssel
(m11 — ma2)? + 4miameo; > 0 adodik. Mivel a két sajatérték dsszege (—w) nemnegativ,
és a diszkriminéns pozitiv; van pozitiv sajatérték, amely (egy) dominéans sajatérték.

b) A sajatérték-egyenletet rendezve: (A —my1)x1 = miasa, (A — mag)re = Mo xa.
Osszeszorozva és x1wy # 0-val egyszertsitve: (A — myy)(\ — ma) = miama > O.
Tegyiik fol, hogy mi1 > mos. Ekkor Ay < mgo < mq; < A;. Dominédns pozitiv
gyokhoz tartozo sajatvektorra: sq,1/s21 = miz/(A1 —ma1) > 0. A masik sajatvektorra:
$1,2/52,2 = miz/(A2 —mq1) < 0.

c¢) Mivel a diszkriminans pozitiv, a két sajatérték kiilonbozo.

d) 2p(M) = mq; +m22—|—\/(m11 — ma2)? + 4miamey, azaz p(M) névekvd fliggvénye
mio-nek és mor-nek. A négyzetgyok-fiiggvény konkavitdsa miatt a 0 < mq; < mao
intervallumban my; névekedésével parhuzamosan a diszkriminans lassabban ng, mint
|m11 - m22|-

e) Sziikségiink lesz a P(\) = (A—mq1)(A—maz)—miama; karakteriszikus polinomra.
Az adjungalt méatrix segitségével az (I — M) inverze a kovetkezGképpen fejezhets ki:

1—-m m
I—M_lzp—]__l 22 12 )
(1= an = p (P e

Ha M stabil, akkor P(1) > 0. A fentiek szerint m;; < \; < 1, tehat (I — M)~ > 0.
4.2. feladat. M; irreducibilis, 2-ciklikus; Ms irreducibilis; M3 reducibilis ; My
pozitiv.
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5.1. feladat.

_ 1 « o 14+«
(I — M) 1:5(ﬂ 1), x _5<1+ﬁ>,

ahol  =1/(1 — af).

5.1. feladat. Az M matrix j-edik oszlopa a j-edik egységvektor képét mutatja,
tehat nagyitas és forgatdas kombinalodik. A karakterisztikus egyenlet P(\) = A% —
2p(cos )\ + p?, ahonnan a sajatértékek adodnak.

5.3. feladat. a) Kozépiskolai fizikabol ismert az egyenes vonala egyenletes mozgés
ut-idé-fliggvénye. b) Sikbeli differencidlegyenletiink van:

Iifl o 0 1 X1

ig o 0 0 I ’
s ez éppen a Jordan-alak, sajatértéke \; o = 0, és csak egy fiiggetlen sajatvektora van.
N-nel jelolve az egyiitthato-méatrixot, konnyt belatni, hogy

Nt 0 t\ (1 t
‘ _I+<0 0>_<0 1>’
azaz x1(t) = 29 + 29t

5.4. feladat. Az 5.6. tételbsl lathato, hogy a rendszer akkor és csak akkor aszimp-
totikusan stabil, ha e** aszimptotikusan tart nulldhoz, azaz Re); <0,5=1,2,...,n.

6.1. feladat. a) f(z) > x, bar 0 < f/(z) =1 — (1 4+ €%)2e” < 1.

b) A (—o0,00) intervallum nem kompakt.

6.2. feladat. a) A leképezés valoban nem kontrakcio, hiszen § = 1 és xg = 0,01
esetén x1 = 50,005, mig yg = 1 esetén y; = 1.

b) A szdmtani és mértani kozép osszehasonlitasabol adodik, hogy z; > /B (t > 1).
Ekkor viszont 0 < f/(x) = 1/2 — 3/(22?) < 1, tehat kontrakci6. Vegyiik észre, hogy
f'(v/B) = 0, azaz a konvergencia nagyon gyors.

6.3. feladat. a) 2° = 2 — 22° = 2° = 2/3. b) 29 = 2w1 és 11 = 2 — 229 =
2 —dxy = 11 = 2/5 = z9 = 4/5. c¢) Két pont van az egyik agon, egy pont a mésik
agon. Feltehetd, hogy az elsd kettd kisebb 1/2; illetve nagyobb 1/2. Szamolassal. d)
Instabil, mert |f/(-)| > 2, 4, illetve 8 > 1.

6.4—6.6. feladat. Programozas

7.1.-7.2. feladat. Programozéas
7.3. feladat. A megfelel6 atmeneti matrix

1—-90 ad
w= ("’ %)
amelynek karakterisztikus polinomja

A=A —2(1 -5\ + (1 -0)*—a?s*=0.
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A két sajatérték A\ o =1 — 0 + ad. Konnyd belatni, hogy 0 < § < 1 esetén |A1| > |Aq]
és 0 > 1 esetén forditva. Mivel mindkét sajatérték csokkend fiiggvénnye d-nak, ezért
kettgjiik maximuma 6 = 1-nél minimaélis.

8.1. feladat. a) Elemi megoldas: f(t,x,2) = v1+ 12 > 1.

b) Szabvanyos megoldas: a hidnyos alapfliggvény legegyszeriibb esetét alkalmazva:
fa(t,2) = ¢, azaz ©/v/1+ 22 = ¢, ezért & = k, azaz x = 0.

9.1. feladat. a) Iy fiv=! =1 azaz v = I, f1.

b)-d)
9.2. tablazat A demogrdfiai dtmenet sémdja
Teljes
Id&szak Gyermekek  Dolgozok Idssek népesség fiiggGségi
S V/ a a arany

b) f1 =2
0 4 2 1 7 2,5
1 8 4 2 14 2,5
c) vagy fi =1
2 8 8 4 20 3
3 8 8 8 24 2
d) vagy fi' =1/2
2 4 8 4 16 1
3 2 4 8 14 2,5

9.2. feladat. a) Legyen b; = by\!, amelyet behelyettesitve a sziiletési egyenletbe,
bo At = fibo A~ 4+ fobg A2 adodik. Egyszertisitve és rendezve: A2 — fi\ — fo. Csak az
egyik gyok pozitiv: Ay = (f1 +/f? +4f2)/2.

b) A1 = 1 pontosan akkor valosul meg, ha 1 — f; — fo = 0. A megfelels kezdeti
feltételek: b_1 = b_».

c) A gyokok és egyiitthatok Osszefliggése szerint ekkor a masodik sajatérték, Ao =
—f2 a (-1, 0) szakaszra esik, tehat a rendszer stabil.

10.1. feladat. Mérlegeljiik a megfelel6en médositott egyenletet:

R D
(10.3*) T >, Lplt=b Y Lipl, t=1,... R,
i=R—t+1 j=R+1
ahol
(10.3**) T Y Li(r) =0 Y L),
i=0 j=R+1
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10.2. feladat. a)
I

ZR_i(yi — mici) =0.

i=L
b) Elhagyva a Zf: ; R™'y; allandot, a Lagrange-fiiggvény \ szorzoval

1

L= Z[éimiu(ci) — AR 'mycy).
i=L
Derivalva ¢; szerint: 6‘m;u’(c;) — AR™*m; = 0, rendezve: (R)/(c;) =\, i=1L, ...,I.

Az ismeretlen A paraméter fliggvényében (c;) kifejezhets, és behelyettesitve a koltség-
vetési korlatba, adodik A, azaz (¢;).

c) Mivel ¢; < ¢;41 ekvivalens u'(¢;) > u/(c;11)-gyel, az optimumfeltétel szerint
(0R)? nek nénie kell, azaz 6R > 1.

d) Speciélis hasznossagfiiggvényiink esetén u'(c;) = ¢; 7, azaz (6R)'c; 7 = A, ren-
dezve:

¢ = (OR)YIXNTYY, i=LL+1,...I

Behelyettesitve a korlatba:
I I
AT mRTOR)T =Y Ry =Y,
i=L i=L
Kifejezve A~1/7-t:

I —i
AU = ZZ'ZL R™"y; _
i MR (SR)/Y

e) Ha hitelkorlat létezik, akkor az éves vagyonalloméanyt az
ai:Rai,l—kyi—mici, ZZL,L—|—1,,I

differenciaegyenlet irja le, és teljesiilnie kell az a; > 0 korlatoknak. Bonyolult.
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