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I. RESZ. BEVEZETES

1. El&sz6

A kozgazdasagtan uralkodo aramlata a neoklasszikus elmélet, amely feltételezi, hogy a
gazdasagban az arak (beleértve a béreket és a kamatlabakat) rugalmasan reagélnak a
kereslet és a kindlat eltéréseire, altalaban egyensily van. Ez a feltevés nyilvanvaléan
nem volt érvényes a szocialista gazdasag hianypiacain, és nem érvényes a fejlett piacgaz-
dasagok bizonyos szektoraiban, példdul a munkapiacokon. Minden hianyossaga ellenére
ezzel az elmélettel foglalkozunk, mert egyelére nincs mas.

A kozgazdasagtan hagyomanyosan két nagy teriiletre oszthatd: mikrookonomia és
makrookonomia. Az el6bbiben az egyének és a vallalatok egyedi viselkedését vizsgaljuk,
az utdébbiban viszont az egyének és a vallalatok tomeges viselkedésébdl ereds szabalyos-
sagokat. Ebben a jegyzetben a mikrockonoémiaba vezetem be az olvasot, de van némi
atfedés a makrookonomiaval. A tartalomjegyzék eligazitast ad a témakorokrsl. A jelo-
lések angol elnevezések roviditésén alapulnak, ezért gyakran megadom az angol eredetit
is.

Felhivom az olvaso6 figyelmét, hogy a jegyzet legvégén vélogatott irodalomjegyzék
talalhatd, Magyarorszagon részben elérhets irodalommal. El6tte feladatsorozatok talal-
hatok, kidolgozott megoldasokkal.

Ezt a jegyzetet elGszor 1987-ben adtam el§, a szocializmus végnapjaiban. Néhany
utalas talalhato az akkor még hivatalosan érvényben 1évs, de egyaltalan nem érdektelen
marxista kozgazdasagtanra, egy-két feladat pedig az akkori viszonyokat tiikrézi. Nem
tartottam sziikségesnek az emlitett korjegyek eltavolitasat, mindossze mult idébe tettem
Gket.

2. Feltételes szélsGérték
Sziikségiink lesz a kovetkez6 matematikai segédeszkozokre.

2.1. tétel.  (Feltételes szélsGérték-szamitas Lagrange-modszerrel.) Legyen
f(x,y), g(z,y) : R? — R egy-egy sima (folytonosan differencialhato) fiiggvény. Ha az f
fiiggvénynek a g = 0 feltétel mellett az (x°,y°) pontban lokélis (feltételes) maximuma
van, és g, (v°,y°) # 0, akkor alkalmas \° valds szam esetén az

(21) L(.T,y) = f(a:,y) + )\g(ilf,y)

Lagrange-fiiggvénynek az (x°,y°) pont stacioner pontja:
(2.2) L°=0 ¢ LS°=0.

Megjegyzések. 1. A modszer elényos, ha nem lehet konnyen kifejezni g-bdl y-t
mint x fliggvényét vagy elrontana a feladat szimmetriajat.

2. A feladatot konnyen altalanosithatjuk arra az esetre, ha x vektor n-dimenzios
és y vektor m-dimenziés, természetesen ekkor f : R"™™ — R és g : R"™™ — R™,
valamint A vektor m-dimenzios.



Bizonyitas. Az implicit fliggvény tétele értelmében az (x°,y°) pont kornye-
zetében létezik egy y = h : R — R sima fiiggvény, amelyre g(z,h(x)) = 0 és
h(z) = —g,(z,h(x))/g,(z,h(x)). Helyettesitsiik be h-t f-be: F(x) = f(x,h(z)), és de-
rivaljuk F-et x szerint. A bels6 optimumban F'(z) = f,.(z,h(x)) + f, (z,h(x))h' (x) = 0.
Behelyettesitve h'(z)-t: F'(z) = f(z,h(z)) — g, (z,h(x))/ g, (z,h(x)) fy (2, (z)) = 0. Le-
gyen A = —f, (x°,h(x°))/g,(z°,h(2°)), s ekkor L (z°,y°) = 0 azonossig és F'(z°) = 0
ekvivalens L/ (z°,y°) = 0-val. ]

Megjegyzés. A (2.2) egyenlet sziikséges, de altalaban nem elégséges a feltételes
szélsGértékhez.

2.2. tétel. Legyen f(x,y) célfiiggvény konkav és legyen g(x,y) feltételfiiggvény
lineéris. Ha (2.2) teljesiil, akkor az f fiiggvénynek a g = 0 feltétel mellett az (z°,y°)
pontban feltételes maximuma van.

Megjegyzés. A 2.2. tétel feltételei enyhitheték, de ehhez be kell vezetniink a
kvazikonkéav fliggvény fogalmat.

Definicié. Az f(x,y) fliggvény kvdzikonkdv, ha minden szintvonala konvex, azaz
minden c-re az f(x,y) = c egyenletet kielégits y(c,z) gérbe konvex.

Akarcsak a konkav fliggvényeknél, a kvazikonkav fliggvényeknél is igaz, hogy a rajuk
vonatkoz6 maximumfeladatoknal a lokilis maximum egyben globalis is. Természetesen
egy konkav fliggvény kvazikonkav. A kvazikonkav fliggvények valoban altalanositjak
a konkav fliggvényeket abbol a szempontboél, hogy az elébbieknek barmely monoton
transzformaéltja is kvazikonkav, mig az utobbiaknal a transzformalt lehet nem konkav
is.

2.3. tétel. Legyen f(z,y) célfiiggvény kvazikonkav és legyen g(x,y) feltételfiigg-
vény konvex. Ha (2.2) teljesiil, akkor az f fiiggvénynek a g = 0 feltétel mellett az (x°,y°)
pontban feltételes maximuma van.

A kozgazdasagi feladatokban kiilonosen érdekes kérdés: hogyan valtozik a célfiigg-
vény értéke a korlat valtozasakor? Erre véalaszol a

2.4. tétel. Tegyiik fol, hogy a feltételes maximumfeladatnak belsé optimuma van
egy megfelel6 I paraméterintervallumban. Legyen a feladat parametrikus maximumbhe-
Iye (z*(c),y*(c)) sima fiiggvény, és a maximumérték-fiiggvény

(2.3) fr(e) = f(x"(e)y"(e))-

Ekkor a maximumérték lokalis valtozasa a c korlat paranyi dc valtozasanal \dc. Kép-
letben:

(2.4) Ae) = £7(0)
Bizonyitas. Vegyiik (2.3) ¢ szerinti totélis derivaltjat:

df*(z* (c),y" (c))
dc

= f2'2" () + £,y (c).



(2.2")-t figyelembe véve:
A (@ D0 (@) _

(2.5 e (©)lgz'z" () + 'y ()

A g(z*(c),y*(c)) = c azonossagnak vegyiik a totalis derivaltjat:

(26) 02's"!(0) + gy (0) = 1.

(2.6)-ot behelyettesitve (2.5)-be, adodik (2.4). ]

II. RESZ. FOGYASZTAS

A mikrodkonémia kedvelt fogasa, hogy a termeléstsl eltekint, rogton a fogyasztast vizs-
galja.
3. Hasznossagmaximalizalas

Tegytik fol, hogy a fogyasztd két aru, X és Y kiilonbo6z6 (X,Y) kombinacioi kozott valaszt-
hat. Van egy U(X,Y) : R? — R kvazikonkav hasznossdgfiiggvénye, amely skalarként
kifejezi a kombinaciok értékét és amelyet maximalizalni akar. A fogyasztd jovedelme
I, a két termék egységdra rendre Px és Py, mindharom szam pozitiv. A fogyaszto
kéltséguetési korldtja

(3.1) PxX +PyY =1,

s a fogyaszto e feltétel mellett maximalizalja az U(X,Y) hasznossagfiiggvényt. A 2.1-
2.2. tétel szerint igaz a

3.1. tétel. a) A fogyaszté azt az (X°,Y°) part valasztja, amelyre a hatarhasznok
és az arak aranya egyezik:

/
P
(3.2) —U)f S
b) Ha ilyen pont nincs, akkor vagy
Uy  Px T
3.3 X < —,  tehat X°=0 & Y°=—-
vagy
U Px 1
3.4 X > = tehat  Y° =0 3 X0 =—_.
(3.4) i > B, cha és Py

Megjegyzés. A (3.2) feltétel csak a bels§ optimumra vonatkozik, a (3.3)—(3.4)
feltételek viszont a sarokoptimumokra.

Definiciék. 1. Az U hasznossagfiiggvény szintvonalait kdzombdsségi gorbéknek
nevezziik.

2. Legyen Y (¢,X) a c-paramétert k6zombosségi gorbe egyenlete, ekkor Y-nak X-
szel valo helyettesitési hatdararinya (angolul: Marginal Rate of Substitution) a kézom-
bosségi gorbe meredeksége. Képletben:

dy
3.5 MRS = ——.
(3-5) e



3.2. tétel. A helyettesités hatararanya egyenls a hatarhasznok hanyadoséaval:

U/
(3.6) MRS = U_)’y(

Megjegyzés. Mivel a k6zombosségi gorbék konvexek, meredekségiik csokken.

3.1. példa. (Részleges helyettesithetsség.) Legyen U(X,Y) = X°YP. Ekkor
a 3.2. tétel alapjan MRS = aX°/BY°, ami a 3.1. tétel szerint Px/Py-nal egyenld.
X°=al/(a+B)Px és Y° = 8I/(a+ () Py. Figyelemre mélto, hogy X fiiggetlen Py -
tol, és a két arura koltott osszeg aranya azonos a/3-val. Ez a példa a fogyasztaselmélet
alappéldaja, és rajta minden allitast szemléltetni lehet. [

3.2. példa. (Tokéletes helyettesithet&ség.) Legyen U(X,Y) = aX + Y. Ekkor
X°=1I/PxésY®=0,haa/B> Px/Py,ill. YO =I/Py és X° =0, ha o/ < Px/Py.
Ha «/f = Px /Py, akkor az optimum teljesen hatarozatlan. ]

3.3. példa. (Tokéletes helyettesithetetlenség.) U(X,Y) = min(aX,bY). Ekkor
X° =bl/(bPx + aPy) és Y° = al/(bPx + aPy). Ez a példa t6bb okbdl is nevezetes:
a) éppen az optimumban nem sima a hasznossagi/k6zombosségi gorbe; b) hianyzik a
késébb emlitendd helyettesitési hatés. ]

Megjegyzések. 1. Nagyon egyszerd kiterjeszteni az elemzést 2 termékrsl n ter-
mékre. Ajanlom a hallgatoknak, hogy gyakran végezzék el ezt a kiterjesztést.

2. A kozgazdaszokat sokaig nagyon zavarta, hogy milyen alapon tehetik 6l egy tn.
kardindlis hasznossagfiiggvény létezését. A 20. szazad elején Pareto belatta, hogy ele-
gendd a kozombosségi gorbék létezését megkovetelni: ordindlis megkézelités, s6t az 1950-
es években elterjedt a preferenciarendezések vizsgalata, ahol csupan aruhalmazokat kell
Osszehasonlitani. Foltessziik, hogy a fogyaszto szamara vagy az 1. csomag legaldbb olyan
elényds, mint a 2. csomag, jele: (X1,Y1) = (X3,Ys), vagy forditva. Két aruvektor kdzdm-
bis a rendezésben, ha mindkét irdnyt rendezés teljesiil. Képletben: (X1,Y7) ~ (X3,Ys),
ha (X71,Y7) = (X2,Y3) és (Xo,Ys) = (X1,Y7). Ugyanakkor kideriilt (Debreu, 1954),
hogy a folytonos preferenciarendezések reprezentdlhatok hasznosségfiiggvényekkel, azaz
van olyan U : R? — R fiiggvény, amelyre (X1,Y1) = (X»,Y2) pontosan akkor teljesiil,
ha U(X1,Y1) > U(X2,Y2). A kor bezarult. Most a tételt a legegyszertibb alakjaban
mondjuk ki és bizonyitjuk. De ehhez segitségiil hivjuk a rendezés szigori monotoni-
tasdt is, ami azt jelenti, hogy ha (X71,Y7) > (X3,Ys), de (X1,Y1) # (X»,Ys), akkor
(X1,Y1) = (X2,Ya2).

3.3. tétel. (Debreu, 1954.) Tegyiik f6l, hogy a preferenciarendezés teljes, reflexiv,
tranzitiv, folytonos és szigoriian monoton. Ekkor létezik egy folytonos hasznossagfiigg-
vény, amely reprezentalja az adott rendezést.

Bizonyitasvazlat. Feleltessiik meg az (X,Y) parnak azt a valés U(X,Y) szamot,
amelyre (X,Y) ~ U(X,Y)(1,1). (Feltevéseink szerint pontosan egy ilyen szam van.) A
reprezentativitas a kovetkezsképpen bizonyithato: Tegyiik fol, hogy (X1,Y7) = (X3,Y2).

4



Ekkor (X1,Y7) ~ U(X1,Y1)(1,1) és (X2,Y2) ~ U(X2,Y2)(1,1), s a tranzitivitas és a mo-
notonitas miatt U(X1,Y7) > U(X2,Y2), stb. ]

3.4. példa. (Lexikografikus rendezés.) Tegyiik f6l, hogy a fogyaszto az (X,Y)
vektorokat a kovetkezSképpen rendezi: (Xi,Y7) > (X2,Y3) pontosan akkor, ha vagy
X1 > Xy vagy X7 = X5 és Y7 > Y,;. Gondoljuk meg, hogy ez a rendezés nem reprezen-
talhato semmilyen folytonos hasznossagfiiggvénnyel sem. [

4. Az egyéni kereslet

A 3. fejezetben mind az arakat, mind a jovedelmet rogzitettnak vettiik. Most feloldjuk
e feltevést és valtozatjuk e piaci paramétereket. A komparativ statika elvét alkalmazva,
nem torédiink a két egyensilyi allapot kozti folyamatokkal. Bevezetjiikk a kiévetkezs
fogalmat.

Definicié. Az X(Px,Py,I) : R® — R fiiggvény az X termék iranti keresleti
fliggvénye.
4.1. tétel. Az X keresleti fiiggvény 0-adfokii homogén fiiggvény:

(41) X(/pr,/LPy,uf) = X(Px,Py,I), w > 0.

Definiciék. 1. Az X(I) kereslet-jovedelem fliggvényt Engel-gorbének nevez-
ziik. Ha egy aru Engel-gorbéje csokkend, akkor az arut alacsonyrendid drunak nevezziik,
egyébként normdlisnak.

2. Ha az X termék Px arat 0Px-szel megnoveljiik, akkor a termék iranti kereslet
0X valtozasa a teljes derivalt tétele értelmében két részre bonthato: (i) a helyettesi-
tési hatdsra és (ii) a jovedelmi hatdsra. Az els§ hatasnal foltessziik, hogy a fogyaszto
vasarloerGesokkenését rugalmasan kompenzaljuk, hogy a korabbi k6zombosségi gorbén
maradhasson, s igy alkalmazkodhasson a megvaltozott araranyokhoz. A masodik hatés
kiszamitasanal az elsé hatashoz viszonyitunk, s az alkalmazkodas rogzitett draranyok-
nal, de csokkend vasarloers (realjovedelem) mellett megy végbe.

4.2. tétel. (Szluckij, 1915.) A font leirt felbontasban a helyettesitési hatas
nagysaga (0X/0Px . 6s a jovedelemhatas nagysdga — X 0X /01, azaz az Gsszhatas
0X 0X 0X

= = - =X
8PX aPX U=const ol

)|U:con

Bizonyitasvazlat. Irjuk ol a kovetkezd szimbolikus azonossagot.
X(PX,PY)‘U_ = X(Px.Py I(Px.Py))

Vegyiik az azonossag Px szerinti derivaltjat és alkalmazzuk a teljes derivalas szabalyat
a jobb oldalon:

0X _ 0X(Px,Py ,I(Px,Py)) n 0X (Px,Py,I(Px,Py)) OI
aPX U=const o aPX ol 8PX '
A mésodik tag masodik tényezGje —X-szel egyenld, stb. [



Megjegyzés. A helyettesitési hatas mindig negativ, (mert MRS csokkend!), de
a jovedelmi hatas lehet pozitiv is, negativ is. Ha a jovedelmi hatas pozitiv és nagyobb,
mint a helyettesitési hatas, akkor aremelkedésre ng a kereslet (Giffen-paradoxon).
Hasonlo felbontés érvényes a keresztarhatasra: 0Y/0Px.

Definicié. Az X és Y termékek helyettesitik /kiegészitik egymast, ha a kereszt-
helyettesitési hatas negativ/pozitiv.

Megjegyzés. Figyelemre mélto, hogy a kereszt-helyettesitési hatasok szimmet-
rikusak (Ex, p, = Ey, py ), mert sima fliggvényekre Uy, = Uy . Ez az egyetlen pont,
ahol folhasznaljuk, hogy a keresleti fiiggvények maximalizédlasi feladatbol szarmaznak.

Legegyszertibben két csoportra oszthatjuk a kiadasokat: létsziikségleti és valaszt-
hato. Minél gazdagabb valaki, annal kisebb aranyban kolt élelemre, ftitésre, stb. és
aranylag annal tobbet kolt turizmusra, vendéglére, stb.

4.1. példa. U(X,Y) = X*Y'~ Cobb-Douglas-hasznossagfiiggvénynél a Szluckij-
egyenlet a kovetkez6 alakot oOlti:

I a ol

o = afa— 1) — 22
1o} ala )P)% P Px

P%

5. Piaci kereslet

Az egyéni keresleti fiiggvények (X}) Osszegzésébdl adodik a piaci keresleti fliggvény:
X = Zthl Xh-

Definiciok. Az U valtozo V valtozo szerinti rugalmassdga a szazalékos valtozasok
hényada. Képletben:

dUV _ dlogU

= _ TS U=aV¥E.
UVZWU T dlogv’ 8 “

(5.1)

Az ex py, ill. ex p, drrugalmassdgok mellett szerepeltetjiik még az ex 1 jovede-
lemrugalmassdgot is, valamint a koltség-jovedelem hanyadost: ox = Px X/I.

A kovetkezo tablazat adatai Nicholson, 140. o.-rél szarmaznak és a hetvenes évek
elejének Amerikajara vonatkoznak.



5.1. tablazat. Jellemzd jovedelem- és drrugalmassdgok

Arucikk Jovedelem Ar
rugalmassag

Elelem 0,28 -0,21
Orvosi ellatas 0,22 -0,20- 0,50
Gépkocsi 3,00 —-1,20
Lakas

bérelt 1,00 0,18

sajat 1,20 -1,20
Benzin 1,06 -0,54
Villamosaram 0,61 -1,14
Jotékonysag 0,70 -1,29
Sor 0,93 -1,13
Marihuana 0 -1,50

5.2. tablazat. Jellemzd sajdt- €s keresztarrugalmassdgok

Arvaltozéas

Cipé és Utazas és
Kereslet Elelmiszer ruhézat tavkozlés
Elelmiszer -0,37 -0,03 -0,12
Cip§ és ruhézat 0,19 -0,30 —0,23
Utazas és tavkozlés 0,42 -0,01 0,61

Megjegyzés: Az adatok Begg, 81. o.-rél szarmaznak és az 1900-70-es évek kozti
Nagy-Britanniajara vonatkoznak.

A tobbvaltozos fiiggvények elméletében nagyon fontos szerepet jatszanak az un.
homogén fiiggvények.

Definicié. Legyen m egy valos szam. Egy f(z,y) kétvaltozos—skalar fliggvényt
m-adfoki homogénnak neveziink, ha tetszéleges pozitiv p-re f(pz,uy) = p™ f(z,y).

Euler tétele: Ha az f(x,y) fliggvény m-adfoki homogén figgvény, akkor flLx +
foy =mf(z,y).

Bizonyitds. Teljes derivalas u szerint: f. x+ f?;*y = mu™ 1 f(x,y), ahol a * jel a
megvaltoztatott helyettesitési értékre utal. Behelyettesitve p = 1-et, adodik az allitas. g

Euler tételébdl kovetkezik az

5.1. tétel. A keresleti rugalmassagok kozt fonnallnak a kévetkezd Osszefiiggések:

(5.2) eEx,px TEx,Py +€x,1=0.
(5.3) OXEX, ]+ Oyey,1 = 1.

5.1. példa. A 3.1. példan szemléltetjiik eredményeinket: ex p, = —1, ey,p, =0
és EX,I = 1. [ |



6. Fogyasztoi viselkedés bizonytalansag esetén

Bizonytalansag esetén bonyolultabbé valik a haszonmaximalizalas. A kozgazdasagi flig-
gelékben részletesen foglalkozunk a kérdéssel.

III. RESZ. TERMELES

Ebben a részben kilépilink a fogyasztas sziikre szabott vilagabol és bekapcsoljuk a
termelést.

7. Termelési fiiggvények
El6szor megnézziik, hogy mibdél mit lehet termelni.

Definiciék. 1. A Q = F(K,L) : R?> — R sima fiiggvényt termelési fiigguvénynek
nevezziik, ahol K a t6ke-, L a munka- és () a termék mennyisége.

2. A téke hatdrtermelékenysége (Marginal Productivity of Capital: MPg) fr, a
munka hatdrtermelékenysége (Marginal Productivity of Labor: MPp) FJ, ahol F), az F
fliggvény z-szerinti parcialis derivéltja.

3. Atlagtermelékenység (Average Productivity of Labor): AP = Q/L.

7.1. tétel. A termelékenység akkor és csak akkor maximalis, ha a hatar- és az
atlagtermelékenység egyenld:

(7.1) MP9 = APY.

Megjegyzés. A termelési fliggvény makroszinti alkalmazésa a kovetkezd hibas
kort rejti magaban (v6. Robinson (1953)): (i) kamatlab=tSke hatéartermelékenysége,
(i) t6ke =hozam /kamatlab.

Definiciék. 1. Azonos-kibocsdtds gorbének (izokvantnak) nevezziik a terme-
lési fiiggvény szintvonalait. Jele: K(Q,L), ahol @ a kibocsatasparaméter. (Vigyazat:
hagyoményosan L a vizszintes, és K a fligg6leges tengely!)

2. Téke munkdval vald technikai helyettesitési hatdrardnya (Technical Rate of Subs-
titution, TRS) a K (L) izokvant meredeksége:

dK
2 TRS = ———.
(7.2) RS 7L

7.2. tétel. A téke munkaval valé technikai helyettesitési hatdraranya a munka
és a toke hatartermelékenységének aranyaval egyenld:

Fr
(7.3) TRS = @
Definiciék. (Skalahozadékok.) Tegyiik fol, hogy az eredeti (K,L) téke/munka
part p-szeresére noveljiik, ahol p egy 1-nél nagyobb tetszéleges pozitiv szam. 1. Ha a
kibocsatés is p-szeresére ng, akkor dllando skdlahozadékrol beszéliink. 2. Ha a kibocsa-
tas kevesebb, mint pu-szeresére ng, akkor csékkend skdlahozadékrol beszéliink. 3. Ha a
kibocsatas tobb, mint p-szeresére ng, akkor novekvd skalahozadékrol beszéliink.
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4. A téke-munka helyettesitési rugalmassagdt a kovetkezdképp hatarozzuk meg. Ki-
valasztunk egy izokvantot, s megnézziik, hogyan aranylik a munka-kibocsatés hanyados
L-rugalmassaga a technikai helyettesitési hatararany L-rugalmassagahoz. Képletben:

(7.4) o= K/ILL
ETRS,L

7.1. példa. (Cobb-Douglas-féle termelési fiiggvény.) F(K,L) = AK®L®, azaz o0 =
1. Allandé skalahozadék: a + 8 = 1, novekvé (csokkend) skalahozadék: o + 3 > (<)1.
MPKZQQ/K, MPLIBQ/L. €Q.K = O, €Q7L:ﬁ. [ |

7.2. példa. (Tokéletes helyettesithetsség.) F(K,L) = aK + L. 0 = co. Allando
skalahozadék. MPx = a, MPp = 3. ]

7.3. példa. (Leontief) F(K,L) = min(aK,bL). 0 = 0 (nincs helyettesités), a leg-
érdekesebb (optimalis) pontokon a fiiggvény nem sima. [

7.4. példa. (Allando helyettesitési rugalmassag=Constant Elasticity of Substi-
tution, CES) Q = ~v(6K* + (1 — §)L*)*/#, ahol v > 0, 0 < § < 1 és pu < 1.
o =1/(1 — p). Alland6 skélahozadék. Specialis esetként tartalmazza a 7.1-7.3. példat:
rendre p = 0,1, — oo. [

7.5. példa. (Solow, 1957.) A meg nem testesiilt technikai haladas legegyszertibb
abrazolasa a kovetkezs:

(7.6) Q(t) = Ae? K (t)*L(t)",

ahol g a technikai haladas évi iiteme. Legyen gg, gk ¢és gr rendre a termelés-, a téke-
és a munka mennyiségének évi novekedési iiteme. Ekkor

(7.7) 9o = g+ agk + Byr.

Szampélda (USA, 1909-1949). go = 2,75 %, gk = 1,75 %, g = 1,00 %, a = 0,35 és
B = 0,65; tehat g = 1,5 %. [

8. Koltségek

Legyen w az egységnyi munkara es6 bér (pl. orabér), v pedig az egységnyi tékére jutd
bérleti dij. A teljes kiltség (Total Cost, TC) a kovetkezs:

(8.1) TC =wL+vK.



8.1. tétel. a) Adott termelési fiiggvénynél adott termékmennyiséget minimalis
(hosszu tavii) koltséggel el6allité t6ke—munka pért belsé optimum esetén egyértelmiien
meghatarozza a kovetkezd feltétel:

(8.2) % — TRS.

b) Ha (8.2) nem teljesithetd, akkor vagy

(8.3) Y TRS, L°=0 (teljes automatizalas),
v
vagy
(8.4) Y < TRS, K°=0 (teljes kézi munka).
v

Definiciék. 1. A K°(Q) és L°(Q) figgvénypart a vallalat bovitési pdlydjinak
nevezzik.

2. Hosszu/rovid tdvnak nevezziik azt az idészakot, amelyen a vallalat tud /nem tud
valtoztatni a tékeallomanyan.

3. Révid tdvi teljes koltség (Short-Run Total Cost): STC = vK; + wL, ahol K; a
rogzitett tékeallomany.

4. Révid tdvi fix kéltség (Short-Run Fixed Cost): SFC = vK;.

5. Rovid tdvi vdltozo kéltség (Short-Run Variable Cost): SVC = wL.

6. Atlagkéltség a teljes koltség és a kibocsatas hanyadosa: AC = C/Q, ahol C(-)
tetszbleges koltségfiiggvény.

7. Hatarkéltség a teljes koltségfliggvénynek a kibocsatas szerinti derivaltja: MC =
dC/dQ.

Feltessziik, hogy L'(Q) el6szor csokken, majd né. Ebbgl kovetkezSen a rovid tava
atlag- és hatarkoltségfiiggvény U-alak.

8.2. tétel. Az atlagkdltség minimumaban az atlag- és a hatarkoltség megegyezik:
(8.5) SATC® = SMC°.

Definiciék. 1. Hosszi tdvi koltségrél beszéliink, (angolul: Long-run Cost, LC)
ha nemcsak a munka, de a t6ke mennyiség is alkalmazkodik a kereslethez.

2. Hosszi tdvd hatdrkéltségfigguény (angolul: Long-run Marginal Cost, LMC) a
hosszu tava koltségfiiggvény derivalt-fliggvénye: LMC = dLTC/dQ. Lehet csokkend,
allando és névekvs. A neoklasszikus irodalom altalaban a névekvé LMC esettel fog-
lalkozik, mert az allando6 LMC esetben az optimum gyakran hatarozatlan, a csokkend
LMC esete pedig monopoliumhoz vezet, de ez nem von le a gyakorlati fontossdgukbol.

8.1. példa. Legyen a vallalat termelési fiiggvénye Q = K*L”?. LMC csokkend,
allando, ill. névekvs, ha o + ( kisebb, egyenld, ill. nagyobb 1-nél (gyel). ]

10



8.3. tétel. Legyen STC(K;1,Q) a Q kibocsatas rogzitett Ky tokével valo els-
allitasanak rovid tava teljes kiltsége, és legyen LTC(Q) a megfelels hosszi tavi teljes
koltség. Ekkor

(8.6) LTC(Q) = min[STC(K1,Q); K1]

Megjegyzés. A 8.3. tétel geometriai jelentése a kovetkezs: A hosszu tava teljes
koltségfiiggvény a rovid tava teljes koltségfiiggvények burkoldja.
9. Profitmaximalizalas

Az optimalis kibocsatas meghatarozasanal a legegyszeriibb feltevés a profitmaximaliza-
las.

Definiciék. 1. A vallalat drfiiggvénye az ar-kibocsatas fiiggvény: P(Q).
2. A vallalat bevételfiiggvénye (Revenue) az ar és a kibocsatés szorzata: R(Q) =

P(Q)Q.
3. A vallalat profitfiigguénye a bevétel és a kiadas kiilonbsége: 7(Q) = R(Q)—C(Q).

Megjegyzés. A neoklasszikus elméletben a tGke utéan jaro kamat koltséget jelent
(ellentétben a gyakorlati és a marxi kozgazdasagtannal). Ez a felfogas sziili azt a némileg
furcsan hangzo feltételt, hogy hosszi tavia egyensiilynal a maximalizdlandoé profit nulla.

9.1. tétel. A profitmaximalizalas sziikséges feltétele (nem trividlis esetben) a
hatarbevétel és a hatarkoltség egyenlGsége:

(9.1) R(Q°) = C'(Q°).

9.2. tétel. Profitmaximalizalas esetén a bevétel és a kéltség téke -és munka
szerinti hatarrataja rendre egyenlo:

(9.2) Ry’ = CF° és R,° =0C1°.

9.3. tétel. A hatarbevétel, az ar és az arrugalmassag kozott a kévetkezd kapcsolat
érvényes:

dP 1
(9.3) MR:P+Q—:P(1+ )
dQ €Q,p
Kovetkezmény. eqp < -1 MR >0,e9p=-1 MR=0¢6cqgp >
-1 < MR < 0.

9.1. példa. A kitermelS agazatokban az arak rugalmasak, a feldolgoz6 dgazatok-
ban viszont rugalmatlanok. ]

Folvetsdik a kérdés: mi a kapcsolat a monopolar és a hatarkoltség kozott, ha az
utobbi nem &alland6? (Allandd hatarkoltség esetén minél nagyobb a hatarkoltség, annal
nagyobb a monopolar.)
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9.4.*% tétel. (Tirole, 1989, 66—67. o.) Ha két olyan kiltségfiiggvényt hasonlitunk
Ossze, amelyeknél az egyik hatarkéltsége mindig nagyobb, mint a masiké: C%(Q) >
C}(Q), akkor a megfelel6 monopolar is nagyobb: PM > PM.

Bizonyitas. Valoban, legyen QM és Q) a megfelel6 monopolista optimum. Az
optimalitas miatt az 1., illetve a 2. esetben a profitmaximalizalds miatt igaz, hogy

PQY - Ci(QY) > R'Qy - Ci(Q3)
és

PRQY - Co(Q3") > PQY! — Co(QY).
Adjuk 0Ossze a két egyenl6tlenséget:

[C2(QY) — C2(Q3N)] — [C1(QY) — C1(@3)] > 0,
azaz
QY
|, 6@ -ci@iiq>o.
Q3

Feltevésiink szerint az integerandus pozitiv, tehat a fels¢ hatar nagyobb, mint az also:
QM > Q3. Ekkor a keresleti fiiggvény csokkend volta miatt PM < PM. ]

Megjegyzés. A most ismertetett technika nagyon fontos a vezeté—megbizott
elméletben is (példaul az F. kozgazdasagi fiiggelékben targyalt biztositasnal).

IV. RESZ. ARAK A TERMEKPIACON
Ebben a részben a termékpiaci arak alakulasaval foglalkozunk kiilonbo6z8 szerkezeti
piacokon.
10. Tokéletes versenyzdi aralakulas rovid tavon
El6szor a tokéletes versenyt vizsgaljuk, azt is révid tavon.

Definicié. Egy termék piacan tékéletes verseny érvényesiil, ha 1. nagyszamu,
kicsiny, profitmaximalizalo vallalat allitja el6 ugyanazt a terméket; 2. minden véallalat
ismeri az egységes piaci arat, amelyet nem tud befolyasolni; 3. nagyszadmu vevs van a
piacon; 4. az eladoknak és a vevéknek nincsenek tranzakcios koltségei.

10.1. tétel. Rovid tdvon minden vallalat annyit termel, hogy a hatarkoltsége
egyenld legyen a piaci arral:

(10.1) MRS =P, i=1,2, ..., n

Megjegyzés. Foltessziik, hogy a vallalatok hatarkoltség-fiiggvénye az optimum-
ban névekvs, ekkor (10.1) optimalis.

Definiciok. 1. Az i-edik vallalat rovid tdvia kindlati gorbéje S;(P).
2. A piac kindlati gorbéje a vallalati kinalati gérbék Osszege:

(10.2) S(P) =) _Si(P).
3. Rovid tdvu kindlati rugalmassdg ESq p = (dQ/dP)(P/Q).
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10.2. tétel. Tegyiik fol, hogy D = a — bP és S = ¢ + dP a piac keresleti- , ill.
kinélati fiiggvénye. Ekkor az egyensilyi ar

a—c
10. P° = .
(103) d+b

Folytonos idejii walrasi aralkalmazkodési modell. Keresleti fliggvény D(P), kinélati

fiiggvény S(P), az arvaltozas sebessége aranyos a tulkereslettel:

(10.4) P = kz(P), ahol  z(P) = D(P)— S(P) 6 k>0.

10.3. tétel. Tegyiik fol, hogy létezik egyensulyi ar: D(P°) = S(P°). Ekkor a
folytonos idejii alkalmazkodasi folyamat az egyensily kérnyezetében akkor és csak akkor
stabil, ha

(10.5) z(P) P°-ban csokken.

Megjegyzés.  Normalis esetben D(P) csokkend és S(P) novekvs, tehat z(P)
csokkend, a mechanizmus stabil. Eléfordulhat azonban az is, hogy S(P) is csokken, s
ekkor z(P) névekedhet!

Diszkrét idejii walrasi dralkalmazkodasi folyamatban az arvaltozas az el6z6 id&szak
tulkeresletével aranyos:

(106) Pt+1 = Pt + k‘Z(Pt), k> 0.

10.4. tétel. A diszkrét idejii walrasi aralkalmazkodasi folyamat akkor és csak
akkor stabil az egyensiilyi pont kézelében, ha (10.5) mellett teljesiil a kdvetkezd feltétel:

2
(10.7) O<k<——o,
Zpo

ahol zpo az z(P) tulkeresleti fiiggvény derivéltja a P° egyensilyi pontban.

Megjegyzések. 1. Mar Walras kiemelte, hogy a (10.4) alkalmazkodasi folyamat
(tatonnement—tapogatozas) idén kiviil megy végbe, mert ha nem-egyensulyi (hamis)
aron kereskednének, akkor a jovedeleméatcsoportosulas miatt a tilkeresleti gorbe folya-
matosan eltolédna.

2. Ha egyszerre tobb termékpiacot vizsgalunk, akkor a kereszthatasok miatt joval
bonyolultabb az egyensuly stabilitasa (lasd Samuelson (1947), Zalai (1989), Simonovits
(1998)).

3. Ritkén vizsgaljak a diszkrét alkalmazkodési folyamatot, mert itt a stabilitas
joval torékenyebb, mint a folytonos valtozatban.

Pokhalo modell (a kinalat egy idGszakos késéssel reagal az arra): Sy = a + bPi_q,
Dt =C— dPt

10.5. tétel. a) A pokhalé modellben is létezik pozitiv egyensiilyi ar [(10.3)], ha
c > a.
b) Az egyensiilyi ar stabil, ha

(10.8) b> d.

Megjegyzés. Instabil esetben (b < d) a rendszer félrobban, a linearis kozelités
alkalmatlanna valik. Esetiinkben a ciklus (b = d) nagyon valoszinttlen, ezért nemlinearis
altalanositasra van sziikség.
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11. Tokéletes versenyzé6i aralakulas hosszt tavon

Hossz tavon a tokéletes verseny miatt a veszteséges vallalatok kivonulnak a piacroél, és
pozitiv gazdasagi profit létezése 1j vallalatokat csabit a piacra.

11.1. tétel. (Zéré profit.) Hosszi tavon minden véllalat annyit termel, hogy a
hosszii tava atlag- és hatarkoltség egyarant megegyezzen az egyensilyi arral:

(11.1) LATC, =P° &  LMC,=P°, i=1,2 ..., n

11.1. példa. Allando hatarkoltségii iparagban a kereslet novekedésére rovid tavon
emelkedik az ar, s ezért 1j vallalatok jelennek meg a piacon, amelyeknek a termelése
visszaszoritja az arat a régi értékére. 1

A marxi munkaértékelmélet specialis esetként jelentkezik: Q = aL és C(Q) = wL,
azaz C(Q) = wQ/a, P =MC = w/a.

11.2. példa. Novekvs hatarkoltségt iparagban a kereslet névekedésére révid tavon
emelkedik az ar, s ezért 4j vallalatok jelennek meg a piacon, amelyeknek a termelése
csokkenti az arat, de a megndvekedett hatarkoltségek miatt képtelenek visszaszoritani
az arat a régi értékére. [

11.3. példa. Csokkend hatarkoltségii ipardgban a kereslet névekedésére révid ta-
von emelkedik az ar, s ezért j vallalatok jelennek meg a piacon, amelyeknek a termelése
csOkkenti az arat, s6t a lecsokkent hatarkoltségek miatt az ar a régi érték ala esik. g

11.1. tablazat. Jellemzd hosszu tavi drszerinti kindlati rugalmassagok

Arucikk Rugalmassag
Bevetett mezdgazdasagi teriilet

Gyapot 0,67

Buza 0,93

Kukorica 0,18
Aluminium nagy
Krom 0-3
Szén 15-30
Foldgaz 0,20
Kéolaj 0,76
Varosi lakas

Striiség 5,3

MinGség 3,8

Megjegyzés: Az adatok Nicholson, 339. o.-rél szairmaznak és a 1970-es évek elejének
Amerikajara vonatkoznak.
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12. Aralakulas a monopolista piacokon

A tokéletes verseny végletes ellentéte a monopoélium. (Figyelem: a marxista monopolium
fogalma tagasabb, valojaban az oligopoliumra vonatkozik.)

Definicié. Monopolista piacrol beszéliink, ha technikai vagy jogi okokbol a piacon
egy termels tevékenykedik.

12.1. tétel. Monopolista piacon a villalat annyit termel, hogy hatarbevétele
megegyezzék a hatarkoltségével:

(12.1) MR = MC°.

12.2. tétel. Allandé hatarkéltségii ipardgban a monopolar (Py) és a versenyar
(Pc) kozott a kovetkezd Osszefiiggés all fonn:

Pc

12.2 Py=-—°S__
(12:2) 1—lepq]

Ko6vetkezmény.  Allando hatdrkéltséqi ipardgban a monopoldr nagyobb, mint a
versenydr, a monopol kibocsdtds kisebb, mint a verseny kibocsdtds:

(12.3) Py > Pc és Qm < Qc.

Megjegyzés. Természetes monopdlium esetén a hatarkoltségfiiggvény csokkend,
tehat az aremelés és a termeléskorlédtozas még nagyobb, mint amit a kovetkezmény jelez.

12.1. példa. (Piacfelosztas és ardiszkriminacio.) Tegyiik fol, hogy egy allando
hatarkoltségti monopolium két egymastol elszigetelt (pl. belss és kiils§) piacon tevé-
kenykedik. Az i-edik piac keresleti fiiggvénye D;(P), i = 1, 2. Ekkor a két piacon
egyméstol eltérd arat allapit meg a monopolista: minél rugalmasabb a kereslet, annél
magasabb lesz az ar. (Példaul ezért értelmetlen a démpingar vadja.) [

13. Duopélium és oligopd6lium

A tokéletes verseny és a monopoélium kozé esik az oligbpolium, amelynek legegyszertibb
esete a duopolium.

Definiciék. 1. Duopdliumrol beszéliink, ha a piacon két vallalat egymastol
fiiggetlentil tevékenykedik, pl. C; = ¢;Q; allando egységkoltségl koltségfliggvénnyel
és m; profitfiggvénnyel, i = 1, 2. Mivel az elérhet6 P(Q1 + Q2) ar mindkét vallalat
kibocsatasatol fligg, az i-edik véllalat profitja fiigg a j-edik vallalat dontésétél is. E
kolesonhatés figyelembe vételétsl fliggben tobbféle duopolium létezik.

2. Cournot-duopdliumnal (1838) az i-edik vallalat felteszi, hogy a j # i-edik vallalat
kibocsatéasa @), s ennek megfelelGen gy valasztja meg Q;(Q;) kibocsatasat, hogy adott
Q; mellett a m;(Q;(Q;),Q;) profitja maximalis legyen:

(131) Ri,Qi(inQj) = C4, 1= 1, 2.
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Egyensiily esetén a két feltételezés 6sszhangban van:

(13.2) Q7 =Qi(Q7) i=12

3. Stackelberg-duopoliumnal a két vallalat szerepe nem szimmetrikus, pl. az 1.
vallalat a Vezets, a 2. vallalat pedig a Kovets. A Vezets ismeri a Kovetd stratégiajat,
s igy valasztja meg sajat kibocsatasat. Pontosabban: ElGszor 2. meghatarozza sajat,
paraméteres (Q2(Q1) optimumét a (13.1) feltételbsl. Ezt ismeri 1. is, s ennek nyoman

meghatarozza sajat — nem paraméteres — optimumét (13.1) modositasabol:

(13.3) Ri,0,(Q7,Q2(Q7)) = c1.
Végiil 2. kiszamithatja tényleges dontését:
(13.4) Q5 = Q2(Q9).

13.1. tétel. a) Megfelels simaséagi feltételek mellett mindkét duopélium létezik.

b) Mindkét duopolar nagyobb, mint a versenyar; és kisebb, mint a monopolar,
tehat mindkét duopol-kibocsatas kisebb, mint a verseny-kibocsatas; és nagyobb, mint a
monopol-kibocsatas.

Megjegyzés. A Stackelberg-modellben kiviilrsl kell megallapitani, hogy ki a
Vezetd, és ki a Kovets. Ha mindkét vallalat azt feltételezi, hogy a masik vallalat a
Vezets, akkor visszajutunk a Cournot-modellhez. Ha mindkét véllalat azt feltételezi,
hogy a masik vallalat a Kévets, akkor katasztrofalis tultermelés kovetkezik be.

Mar Bertrand (1883) kétségbe vonta Cournot modelljének a helyességét, neveze-
tesen azt, hogy a termel6k nem az dakrol, hanem a volumenekrsl dontenek. Szerinte
a termelSk az arakrol dontenek, és a fogyasztok az alacsonyabb ara termelst részesitik
elénybe. Jelolje c a két vallalat kozos termelési egységkoltségét. Tehat az i-edik vallalat
terméke irdnti kereslet

D(p;) if p; < pj;
D;(pi,pj) =< D(pi)/2 if pi = pj;
0 if pi > pj;

profitja pedig 7' (pi,p;) = (pi — ¢) Di(pi,p;)-

13.2. tétel.  (Bertrand-paradox, Tirole, 1989, 209-212. o0.).) A Nash-
optimumban mindkét vallalat a versenyzd egyensilyt valasztja, ahol az ar egyenld az
egységkoltséggel: p1 = ps = c.

Bizonyitas. Barmely c-nél nagyobb arral probalkozzék az egyik vallalat, a masik
alaigérhetne és ezzel egyoldaltian pozitiv profithoz jutna. (]

Miért paradox a Bertrand-tétel? 1. Azt allitja, hogy a piaci versenyzG6i helyzet
mar két vallalat esetén is megvalésul. 2. Nem magyarazza meg, hogy miért akarnak
egyaltalan a vallalatok termelni, ha nincsen nyereségiik.

A Bertrand-paradoxon magyarazata a kévetkezd (Edgeworth, 1897):

1. Nyitva hagyja, hogy mi torténik akkor, ha semelyik vallalat sem képes egyediil
kielégiteni a teljes keresletet: kapacitaskorlat. 2. Az elemzés elhanyagolja az idébeli
reakciokat.3. Az elemzés elsiklik a termékek kozti kiilonbségek f6lott.

A Bertrand-paradoxon minden hibaja ellenére érdekes, mert élesen ravilagit arra
az esetre, amikor kisszamu termel6 késhegyig mend harcot viv egymaéssal.
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Definicié. Oligopdliumrol beszéliink, ha a piacon jelenlévs vallalatok szama
nagyobb, mint 1, de olyan kicsi, hogy nem lehet elhanyagolni az egyes szerepl6k dontései
kozti kolesonhatasokat.

Megjegyzés. Jelenleg nincs altalanosan elfogadott elmélet. Szemléltetésiil a
kovetkezd példat tanulmanyozzuk.

13.1. példa. A piacon n egyforma véallalat tevékenykedik, k6z0s egységkoltségiik
c. A piac keresleti fiiggvénye linearis: ¢(P) = a — bP, ahol ¢ = . Q,. Foltessziik,
hogy a > bc, azaz P = ¢ minimumarhoz tartozé kereslet pozitiv. A Cournot-megoldas
altalanositasabol adodik a Nash-féle egyensily, ahol minden i-re adottnak véve a tobbi
vallalat dontését, az ¢ vallalat optimuma a Nash-egyenstlybeli érték. Képletben: alkal-
mazva a ) = (Q;,Q)_;) folbontast, legyen az i-edik vallalat profitfiiggvénye m;(Q;,Q_;).
Ekkor a Q° vektor Nash-egyensuly, ha minden i-re és minden Q);-re

7TZ'( (z'),Qo_i) Zﬂi(Qm O—z)

Esetiinkben Nash-egyensilyban az egyes vallalatok kibocsatasa azonos, és az 0ssz-
kibocséatés és az ar rendre

n(a — be) a + nbc

(13.5) Q°(n) = Tl és P°(n) = CEE

Két fontos specialis eset:

a) monopolium: QY = (a — be)/2 és Py = (a+ be)/(2b).

b) tokéletes verseny: Q¢ = a — be és P2 = c.

Osszefoglalva: A versenyzé véllalatok szamanak névekedésével a kinalat né (to-
kéletes versenynél éppen kétszer akkora, mint a monopodliumnal); az ar pedig csékken
(tokéletes versenynél megegyezik a hatarkoltséggel). ]

Statisztikailag egy iparag koncentrdcidjat azzal mérik, hogy az elsé n legnagyobb
vallalat 6sszkibocsatasa a piac hany szézalékat jelenti.

A kovetkezs tablazat adatai Nicholson, 369. o0.-r6l szarmaznak és a 1970-es évek
elejének Amerikajara vonatkoznak.
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13.1. tablazat. Szdzalékos ipardgi koncentracio: Amerika, 1970

A négy A nyolc
Iparag legnagyobb véllalat
szazalékos részesedése

Vas és acél 47 65
Gépkocsi 92 98
Gépkocsialkatrész 60 68
Koolajfinomitas 33 o7
StitGipar 29 39
Vegyes gépgyartas 7 12
Repiil6gépmotor 68 81
Autbdabroncs 72 89
Telefon és tavirod 94 99
Cigaretta 84 99
Firésztelepek 16 20
Néi ruha 10 13
Szappan és mosopor 70 79
Gytlimolcs- és

z0ldségkonzervek 21 33

Némileg eltérs és bévebb a kovetkezd tablazat. Harom nyugat-eurdpai orszagot
mutat be, és a 3 legnagyobb vallalat részesedése mellett bemutatja, hogy maximaéalisan
hany hatékony vallalat férne el a piacon.

13.2. tablazat. 3-koncentrdcio és hatékony vdllalatok mazimuma

Nagy-Britannia Franciaorszag Ny-Németorszag
Iparag 3-konc. max. 3-konc. max. 3-konc. max
Hit6-
szekrény 65 1 100 2 72 3
Cigaretta 94 3 100 2 94 3
Kéolaj-
finomitas 79 8 60 7 47 9
Sorkészités 47 11 63 5 17 16
Textil 28 57 23 57 16 52
Cipé6 17 165 13 128 20 197

Megjegyzés: Az adatok Begg, 195. o.-r6l szarmaznak és az 1967-70 Nyugat-
Furoépajara vonatkoznak.

V. RESZ. ARALAKULAS A TERMELESI TENYEZOK PIACAN

Némileg bonyolultabb a termelési tényezGk piaca, mint a termékpiac. A 9. fejezetben
adott tényezGarak (orabérek és bérleti dijak) mellett vizsgaltuk a tényezdk (tSke és
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munka) kinalatat. Bar az egyes vallalatok szaméara a tényezGarak adottak, a vallalatok
Osszességét tekintve forditva is okoskodhatunk. Most megforditjuk a sorrendet, és adott
t6ke és munka mellett vizsgaljuk az orabéreket és a bérleti dijakat.

14. Tényez6arak a tokéletes versenynél
El6szor a tokéletes versenypiacot vizsgaljuk.

14.1. tétel. A profitmaximalizal6 villalatnal a t6ke hatartermelékenysége meg-
egyezik a realbérleti dijjal, és a munka hatartermelékenysége megegyezik a realérabérrel:
v w

14.2. tétel. (Komparativ statikus elemzés.) a) Egytényezds modell: Ha az
orabér csokken, akkor az alkalmazott munka mennyisége nd.

b) Kéttényez6s modell: Ha az érabér csékken, akkor a helyettesitési hatas miatt
megnovekszik az alkalmazott munka; és a kibocsatasi hatas miatt is valésziniileg ugyanez
torténik.

Definicié. A tdke és a munka részesedési ardnya a nemzeti jovedelemben rendre

vK/pQ, ill. wL/pQ.

14.3. tétel. a) Tokéletes versenynél a két részesedési arany

MPj - K MP;, - L
(14.2) —E = s —EZ
Q Q

b) A két részesedési arany Osszege akkor és csak akkor 1, ha a termelési fiiggvény
skalahozadéka allando.

c*) Ha a termelés helyettesitési rugalmassaga nagyobb (kisebb), mint 1, akkor a
munka technikai felszereltségének (k) novekedésekor a téke részesedési aranya né (csok-
ken).

Bizonyitdas. A b) pont az Euler tételen alapul. [

14.1. példa. Cobb Douglas-féle termelési fiiggvénynél (Q = AK*LP) a toke ré-
szesedése o, a munkaé (5. A két részesedés Osszege akkor és csak akkor 1, ha a+ 3 =1
(allando skalahozadék). [

14.4. tétel. Tegyiik fol, hogy az F(K,L) termelési fiiggvény Cobb—Douglas-
tipusti és elséfokii homogén. Ekkor a munka technikai felszereltségének névekedésekor
a kamatlab csékken, az érabér pedig nd.

Megjegyzések. 1*. Ez a siillyeds profitrata neoklasszikus tétele, amely nem fel-
tétleniil érvényes altalanosabb modellekben, amelyekben tobbféle téke van, (vo. Sraffa
(1960) visszavaltas). A tétel és bizonyitasa el6szor Ricardo (1817)-ben jelent meg, csak
ott K foldet jelolt. Marx (1894) helyesen biralta Ricardo tételét, ti. hogy elhanyagolja
a technikai fejlédést.
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2.* Marx (1894) hasonlo &llitasa logikailag hibas, mert f6lteszi, hogy a t&kések akkor
is bevezetnek egy 1j technikat, ha az sem a munkabért, sem a profitot nem noveli. A
helyes megoldast a kdvetkezs példa mutatja be:

14.2. példa. (Ricardo, 1817 és Sraffa 1960.) Tegyiik f6l, hogy gabonat gabonaval
termelnek, és a munkabért is gabonaban fizetik ki. Az eredeti technologidban c egység
vetémag és v munkabér kell 1 egység gabona elallitasahoz. Az 0j technologiaban ¢’ és
v’ az 0j paraméterpar: ¢ > ¢ és v’ < v. ( Az 6rabér mindkét esetben azonos, w, ezért a
valtozo toke csokkenése a termelékenység novekedésébdl kovetkezik. Az 1j technologiat
akkor (és csak akkor) érdemes bevezetni, ha az 0j profithanyad nagyobb, mint a régi:
7' >moahol m=(1—c—wv)/(c+v) ésn’ = (1 - —v')/(c +"). Tehat a profitrata
nem siillyedhet. [

15. Tényezbarak tokéletlen piacokon

Némileg modosul a 14. fej., mert pl. ha a munkaerépiac monopolizalt, akkor MC; =
d(wL)/dL = w + Ldw/dL > w. Ellenkezs iranyu eltérés is fontos, amikor a hatékony
bér elmélete szerint a dolgozd a hatartermelékenységénél tobb bért kap, hogy ne legyen
érdemes lognia.

Szeggregalt monopszonista munkaerépiacon a férfi és a néi piacon kiilon-kiilon va-
losul meg MRy, = MCp. Kovetkezésképpen a férfiak 6rabére magasabb lesz, mint a
néké.

16. A munkaerdpiac
A munkaerdépiac kiilonleges piac, ezért célszeri kiilon targyalni.

Definicié. A munkas munkaiddkindlatdt (L-et) az U(Y,H) hasznossagfiiggvény
maximalizasaval hatarozza meg, ahol Y a fogyasztas mennyisége, H pedig a szabadidgé,
Y =wL és L+ H =T (a teljes idGalap, pl. 24 6ra/nap).

16.1. tétel. Optimalis vilasztasnal a szabadidd fogyasztasra valo helyettesitési
hatararanya megegyezik az oérabérrel:

(16.1) MRS = w.

16.1. példa. Nagyon gyakran el6fordul, hogy az érabér névekedésekor a munka-
sok kevesebbet dolgoznak, mert a jovedelemhatas feliilmulja a helyettesitési hatast. A
19. sz. elején a brit gyariparban a munkasok 12-14 6rat dolgoztak, 1850 koriil jelent
meg a 10 6ras munkanap, 1890 koriil a 8 6ras munkanap, s végiil 1936-ban a francia
Népfront-korméany bevezette a heti 40 6ras munkahetet. Erdekes, hogy a legfejlettebb
orszagok korében ma is szorodik az évente ledolgozott munkanapok szama, az USA-ban
viszonylag nagy, Nyugat-Eurépaban viszonylag kicsi. (]
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17. Téke
A t6ke is kiilonleges aru, ezért célszert kiilon targyalni.

Definiciék. 1. Technikai lehetdségeknek (Production Possibility, PP) nevezziik
azoknak a gorbéknek a seregét, amelyek (Cy,C7) pontjai az idei és a jové évi fogyasztas
lehetséges kombinacioit mutatjak.

2. Megtériilési rdta egyenls a technikai lehet&ség gérbe meredeksége—1:

e

= — — 1.
dCy | PP

(17.1) r

3. A fogyaszto iddpreferencidjdt kifejezs (Cp,Ct) k6zombosségi gorbéken levd parok
hasznosséga azonos.
4. A fogyaszto leszamitoléasi laba egyenld a kozombosségi gérbe meredeksége—1:

e

17.2 0= —
( ) dCO U=const

= 1.

17.1. tétel. Tegyiik fol, hogy a termelési lehetGségek gorbéje konkav, a kézom-
bosségi gorbék pedig konvexek. Ekkor az egyensiily a termelési lehetdségeknek azon
pontja, amelyben a koézombdosségi gorbe érinti a termelési gorbét. Ekkor a megtériilési
rata és a leszamitolasi lab megegyezik.

Definicié. Az egyensilyi megtériilési ratat kamatldbnak nevezziik.

17.1. példa. Tegyiik fol, hogy r a kamatlab, P egy orokéletd gép ara és v a gép
bérleti dija. Ekkor r = v/P. ]

Definicié. Tegyiik fol, hogy egy gép T' évig miikodik, és az i-edik évi hozama R;,
és a kamatlab varhato értéke a teljes id6szak alatt . Ekkor a gép hozamanak leszdmitolt
jelenértéke (Present Discounted Value)

(17.3) PDV = Z %

17.2. tétel. Piaci egyensilyban a gép dra a gép hozamanak leszamitolt jelenér-
tékével egyenld:

(17.4) P =PDV.

Megjegyzés. A matematikusok és a mérnckok a jelenérték fogalmat Laplace-
transzformdlt néven ismerhetik. A kapcsolat megvilagitasara vegyiik a kévetkezd fela-
datot. Egy nyugdijasnak nyugdijazasakor Ay nyugdijvagyona van, amely évente r ka-
matlab szerint kamatozik. Minden évben a nyugdijas ¢ mennyiséget fogyaszthat. Elére
ismert T' évig él, és halalakor nem akar hagyatékot hagyni. Mekkora a fogyasztésa?

a) Egy matematikus folirja a kévetkezd linearis differenciaegyenletet a t-edik év
nyitovagyonara: Ay = (1 +r)A;_1 —c, t =1, ..., T. A megold6 szorzok modszerével
felirja A; képletét, majd A, 1 = 0 egyenletbdl kifejezi az ismeretlen c-t.
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b) Egy (jo) kozgazdasz ¢ = R;, PDV = Ag helyettesitéssel megoldja a (17.3)
egyenletet.

17.2. példa. Tegyiik fol, hogy T' = o0 és R; = R = v (allandd). Ekkor PDV = v/r,
tehat a 17.1. példa szerint P = PDV. ]

17.3. példa. Tegyiik fol, hogy egy évjaradék T éven keresztiil évente R ho-
zamot ad. Legyen 6 = 1/(1 — r), ekkor az évjaradék leszamitolt jelenértéke
PDV = R6(1 —6T)/(1 - 9). 1

17.4. példa. Az orokjdradék olyan évjaradék, amely orokké tart: T = oco. Ekkor
PDV =R§/(1—-0) = R/r. ]

17.5. példa. A kotvény olyan évjaradék, amely az T-edik év végén visszafizeti a
P névértéket is: B =PDV = R6 + R6?> + ... + (R + P)dét. 1

VI. RESZ. ALTALANOS EGYENSULY ES JOLET
Eddig az egyes piacokat elszigetelten vizsgaltuk, most lebontjuk az elvalaszto falakat.
Az egyszertiség kedvéért kizarjuk a sarokoptimumokat.
18. Gazdasagi hatékonysag
A gazdasag egyik legfontosabb kérdése a hatékonysag.

Definicié.  Meglévs termékek elosztasa hatékony (Pareto-optimaélis), ha nincs
olyan tjraelosztés, amelynél senki sem jar rosszabbul, és legaldbb egy valaki jobban jar.

18.1. tétel. Az elosztas akkor és csak akkor hatékony, ha minden fogyaszténal
az adott termékpar helyettesitési hatararanya egymassal megegyezik:

Definicié. Tegyiik fol, hogy két fogyasztd és két termék szerepel a piacon.
Edgeworth-doboznak nevezziik azt a téglalapot, amelynek DNY-i sarkabol az elsg, EK-i
sarkabol pedig a masodik fogyasztd kozombosségi gorbéit mérjiik f61. A doboz szélessé-
gét és hossziisagat az eloszthato termékek volumene hatarozza meg.

Megjegyzés. A két fogyasztd kozombosségi gorbéinek érintési pontjai az opti-
maélis elosztasokat képviselik. Az optimumok halmazat egyezség-gorbének nevezziik.

Definicié. A termelés hatékony, ha az adott termelési tényezSket nem lehet agy
tjraelosztani, hogy semelyik termék mennyisége ne csokkenjen, de legaldbb egy terméké
néjon.
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18.2. tétel. Egy vallalat adott termelési tényezdit hatékonyan osztja el, ha min-
den tényezdét teljesen felhaszndl, és a termelési hatararany minden terméknél megegyezo:

(18.3) TRSx = TRSy.

Definiciék. 1. A termelési lehetdségek hatdra (Production Possibility Frontier,
PPF) a termékhalmaznak azokbol az (X,Y) pontjaibol all, melyek hatékonyan termel-
hetdk.

2. A termelési transzformadcid ardnydt (Rate of Production Transformation, RPT)
gy kapjuk, hogy a termelési lehet&ségek hataranak meredekségét —1-gyel beszorozzuk:

ay
18.4 RPT = ——— .
( ) dX | PPF
Feltevés. A termelési lehetGségek hatara konkav, azaz a termelési transzformacio

aranya novekve.

18.3. tétel. Hatékony termelésnél barmely tényezd hatartermelékenysége minden
vallalatnal egyezo:

18.4. tétel. Ha tobb vallalat ugyanazt a termékpart allitja els, akkor a haté-
konysag miatt a termelési transzformaécios aranyuk megegyezik:

(18.6) RPT, = RPT;, i=2, ...,n.

18.1. példa. (Ricardo, 1817: Komparativ elényok a kiilkereskedelemben.) Ha
Anglia és Portugalia bor- és textiltermelési lehetGség hatarai kiilonbozdek, akkor kiil-
kereskedelem révén mindketten névelhetik fogyasztasukat. (Ez még akkor is igaz, ha
Anglia mindkét terméket termelékenyebben allitja el6, mint Portugélia.) Ha RPT,
mindig nagyobb, mint RPT;, akkor a 2. orszig csak textilt termel, az 1. orszag pedig

csak bort. i
Definicié. Az i-edik vallalat z1 ;,22,...,Ty,; tényezsi és termékei kozti T; transz-

formdcios fiigguénye a vallalat inputjai és outputjai kozti Osszefiiggést irja le:

(187) T'i(xl,hx&i; .o ,xn’i) =0.

18.5. tétel. (Lerner-szabalyok.) Tegyiik fol, hogy az i-edik és a j-edik véllalat
k-adik és m-edik valtozoéit hatékonyan osztjuk el, mig a tébbi valtozot régzitjiik. Ekkor
Tk 6s T, kozti cserearany mindkét vallalatnal egyezé kell hogy legyen:

8xk,i 6:1:m7j

(18.8) il T

Megjegyzés. A 18.5. tétel a 18.2-18.4. tétel-harmas Gsszefoglalasa: 1) ha xy és
T tényezs, akkor (18.8) a technikai hatararanyok vallalatok kozti egyenléségét mondja
ki; 2) ha zj, tényezs, és x,, termék, akkor (18.8) a hatartermelékenység vallalatok kozti
egyenlGségét mondja ki; 3) ha xy, és z,, termék, akkor (18.8) a termelési transzformécios
arany vallalatok kozti egyenléségét mondja ki.

Definicié. A kibocsatas, a tényezs-elosztés és a fogyasztas hatékony, ha nincs
olyan alternativ program, amelyben valaki jobban jar, és senki sem jar rosszabbul.
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18.6. tétel. A kibocsatas és a fogyasztas akkor és csak akkor hatékony, ha a
korabbi feltételek mellett teljesiil még a kiévetkezs: Barmely termékpar helyettesitési
hatararanya minden fogyasztonal azonos, és egyenlé minden vallalat termelési transz-
formacios aranyaval:

(18.9) MRS; = RPT}, i1=1,...,n és j=1, ..., m.

19. Joléti kozgazdasagtan

A joléti gazdasagtan a kozgazdasagtan normativ részéhez, tartozik, amely nem a vannal,
hanem a legyennel foglalkozik.

Feltevés. Egyszertiség kedvéért cseregazdasagokra szoritkozunk (kizarjuk a ter-
melést).

Ha az egyéni hasznossagok Osszehasonlithatatlanok, akkor a tarsadalom joléti op-
timumai az Edgeworth-doboz egyezséggorbéin taladlhatok.

Definicié. Ha az egyéni hasznosséigfiiggvények 6sszehasonlithatok, akkor a tdr-
sadalmi joléti fiigguény az egyéni hasznossagfiiggvények novekvs fliggvénye: W (Up,Us).

19.1. példa. (Bentham, 18. sz.) W (U;,Us) = Uy + Us. Az 6sszhasznossag maxi-
malizalasa a cél. [

19.2. példa. (Rawls, 1971.) W(U,U2) = min(U1,Usz). A minimalis hasznosséag
maximalizilasa a cél. [

Ha nincsenek kardinalis hasznossagfiiggvények, akkor egyéni preferenciarendezése-
ket kellene Gsszesiteni. De hogyan lehet ezt elvégezni?

19.3. példa. (Condorcet-paradoxon, 1785.) Harom &llapotot (a, b és ¢) harom
személy (1, 2, 3) a kovetkezSképpen rendez: 1: abc, 2: bea és 3: cab. Ekkor példaul a
tObbségi szavazas eredménye abca, s ez nem tranzitiv! ]

Belathato, hogy ez a példa jelentGsen altaldnosithato. Legyen A a lehetséges va-
lasztasok halmaza, s legyen P; az i-edik egyén teljes rendezése e halmazon: i =1, ..., n.
Tekintsiink az Gsszes lehetséges rendezést, s probaljuk meg aggregalni ket egy P tér-
sadalmi rendezésbe, amely kielégiti a kévetkez66 tulajdonsagokat:

1. A tdrsadalmi rendezés teljes: tetszbleges x,y € A esetén teljesiil xPy vagy yPx.

2. A tarsadalmi rendezés tranzitiv: ha xPy és yPz, akkor zPz.

3. A tdrsadalmi rendezés monoton fiigguvénye az eqyéni rendezéseknek: ha x,y € A
esetén xP;y minden ¢ =1, ..., n-re, akkor zPy.

4. Két dllapot tarsadalmi rendezése fiiggetlen barmely harmadik dllapottol: ha x,y €
A esetén xPy, és elhagyjuk a rendezésbdl a télik kiilonbozé z € A elemet, akkor a
szlikebb halmazon is x Py.

5. A tdrsadalmi rendezés nem diktatorikus: nincs olyan személy, akinek a rendezése
meghatarozné a tarsadalmi rendezést.
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19.1. tétel. (Arrow, 1951.) Trivialis esetektdl eltekintve, lehetetlen tigy aggre-
galni az egyéni preferencia-rendezéseket, hogy a fenti ot feltétel egyszerre teljesiiljon.

20. A tokéletes verseny hatékonysaga

Az el6z6 két fejezetben figyelmen kiviil hagytuk az arrendszer szerepét a hatékonység-
ban. Most ezt a hidnyt potoljuk.

Definiciék. 1. Egy n-termékes (tényezdket és kozbiils§ termékeket is beleértve)
gazdasag egyensily: drrendszere az araknak egy olyan vektora, amely mellett a kereslet
és a kindlat egyensulyban van.

2. Tokéletes verseny esetén (lasd 10. fej.) az egyenstlyi arrendszert tokéletes
versenydrrendszernek nevezziik.

3. Tokéletes versenypiacrél beszéliink, ha mind a termel6k, mind a fogyasztok
adottnak veszik az arakat, s igy optimalizalnak. Az optimalizalasnal ad6dd megoldast
tokéletes versenyegyensilynak nevezziik.

20.1. tétel. A tokéletes versenyegyensiily hatékony.

Bizonyitas. Az optimalizalési feltevések miatt a hatararanyok azonosak a meg-
felel6 araranyokkal, tehat egyenlGek egymassal, azaz a program hatékony. [

Megjegyzések. 1. A 20.1. tétel matematikailag fogalmazza meg Smith (1776)
allitasat a ldthatatlan kéz optimalitasarol.

2. Nem igaz az egyenstuly hatékonysaga, ha a) tokéletlen verseny van (MRx < Px
miatt a hatékony mennyiségnél kevesebbet termelnek X-bdl) vagy/és b) kiilsé (exter-
ndlis) hatdsok 1épnek {6l (pl. vasgyartasnél a kornyezetszennyezéssel novelt tarsadalmi
koltségek nagyobbak a piaci koltségeknél, s ezért a hatékony mennyiségnél tobb vasat
gyartanak), vagy/és c¢) kozjavak léteznek (pl. minden egyes fogyasztd ugy érezheti,
hogy semmi baj nem torténik, ha egyediil 6 nem fizet az orszagos jarvanyelharitasért, a
TV-misorért, stb, s ezért az optimalisnal kevesebbet termelnek a kozjavakbol).

20.1. példa. (A gabona-torvények eltorlése a 19. sz.-i Nagy-Britannidban.) 1846-
ig Nagy-Britanniaban torvény korlatozta a gabona behozatalat. A szabadversenyhez
képest magasak voltak a gabonaarak, és til sok termelési tényez6t hasznéltak fol ga-
bonatermelésre. A gabona-torvények eltorlése utdan megvalosult a szabad verseny: nétt
a gabonabehozatal, csokkent az angol gabonatermelés, csokkent a gabona ara, nétt a
realbér és a redljovedelem. ]

20.2. példa. Linearis programozas, sarokoptimumok. [

20.2. tétel. Tokéletes verseny feltételei mellett minden hatékony eloszlas ver-
senyegyenstily.

Megjegyzés. A 20.2. tétel a 20.1. tétel megforditasa.
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Agazati kapcsolatok modellje

Ebben az alpontban az dltaldnos egyensilyelmélet egyik gyakorlati alkalmazasara, az
dgazati kapcsolatok modelljére, AKM-re mutatunk két példat, amelyek elméletileg is
érdekes.

1) Egy n-szektoros gazdasagbol indulunk ki, ahol a szektorok kozti kapcsolatokat
egy statikus nyilt Leontief-modell irja le (Brody, 1969). A jelolési egyszeriiség kedvéért
foltessziik, hogy a gazdasidg hosszi tdvon nem né és nem csokken. Legyen a;; a j-
edik szektor egységnyi termeléséhez sziikséges anyagigény az i-edik szektortol, legyen y;
az i-edik szektor kibocsdtdsa és c; a végss fogyasztas az i-edik szektor termékébdsl. A
megfelel6 matrixok és vektorok jele: A, y és c.

Sziikség lesz két definiciora.

Definicié. Az A matrix spektrdlsugara az n darab sajatértékek abszolut értékének
maximuma; jele: p(A) = max{|A\1],...,|[\n|}-

Definicié. Irreducibilis matrixokrol beszéliink, ha az {1, 2, ..., n} indexhalmaz
nem bonthato fel két olyan nem-trivialis J és J* indexhalmazra, amelyre a keletkezd
Aj«y és Ay« blokkok egyike nulla méatrix.

Ahhoz, hogy kevésbé formaélis legyen a meghatarozasunk, érdemes grafokra lefordi-
tani a definiciot. Képzeljiik azt, hogy van egy n-csicsu iranyitott grafunk, amelyben az
i-edik pont akkor és csak akkor van 6sszekotve a j-edikkel, ha az (i,j) matrixelem pozi-
tiv. (Természetesen elképzelhets, hogy az i-edik csiics Gssze van kotve a j-edik csticesal,
de forditva nem.) Ekkor a matrix irreducibilitasa azt jelenti, hogy a hozzatartozé graf
csucspontjai nem oszthatok két olyan csoportba, hogy egyik csoport egyik csiicsa sincs
Osszekotve a masik csoport semelyik cstcsaval. Természetesen a métrixot reducibilisnek
nevezziik, ha nem irreducibilis. (Vegyiik észre, hogy minden blokk-diagonalis matrix
reducibilis, hiszen ott egyik csoport sincs 6szekétve a méasikkal.)

Szokés szerint foltessziik, hogy A nem-negativ elemt, irreducibilis métrix, melynek
spektralsugara kisebb, mint 1: p(A) < 1.

Megfelel6 mértékegységvalasztassal biztosithato, hogy > . a;; <1,i=1, ..., n.

A modell egy egyszerti azonossagon alapul: termelés — termelsi fogyasztasok 6sszege
= végss fogyasztés.

(I-Ay=c

A matematikai fiiggelékben belatjuk, hogy ez az egyenlet egyértelmiien megoldhato:

20.3. tétel. Feltevéseink mellett az AKM-modellnek minden pozitiv végsé
fogyasztasra létezik egyetlen egy pozitiv kibocsatasa:

y=(I—-A)"le

Definicié. Az (I — A)~! métrixot az A matrix Leontief-inverzének nevezik.
Matematikdban ezt a tipust métrixot rezolvens mdtriznak nevezik.

A 20.3. tétel azt sugallja, hogy akirmilyen végsé fogyasztas megvalosithato, csak
konzisztensen kell megvalasztani a kibocsatasi vektort. Kéznapi tapasztalatainkbol tud-
juk, hogy ez nincs igy, s ennek alapvetSen két oka van. a) Vannak korlatos eréforrasok
(nyersanyagok és munkaerd), amelyek hosszabb tdvon sem novelhetSk tetszés szerint.
b) Az ember altal készitett eszkozok elGallitasa id6t vesz igénybe. Ezzel a masodik
kérdéssel foglalkozunk a kdévetkez&kben.
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2) Ratériink a dinamikus zdrt Leontief-modell ismertetésére. Jelolési konnyités
céljabol nyilt modelliinket bezarjuk: az (n+ 1)-edik szektornak a munkaers-szektort te-
kintjiik. Ekkor az egységnyi munkaorahoz sziikséges fogyasztast és raforditast a bévitett
A matrix (n + 1)-edik oszlopanak, illetve soranak tekintjiik, 0-t irva az DK-i sarokba.
A termelési vektort is kibvitjiik a munkaers-szektor kibocsatasaval (1): Képletben:

(1) e ()

Ekkor a zart statikus modell egyenlete
(I —A)y =0.

Most mar abrazolhatjuk a tékefelhalmozast is. Legyen b;; a j-edik szektor egységnyi
beruhazasahoz sziikséges tékeigény az i-edik szektortol. (I — A)y = By. Tegyiik fol,
hogy a gazdasag minden szektora folyamatosan és azonos A iitemben béviil: y(t) = ye't.

Ekkor az egyensuly egyenlete
(I — A)y = \By.

Milyen arak tartoznak e modellhez? Legyen p az (n + 1)-dimenzids bévitett
ar(sor)vektor, amelynek fedeznie kell a pA folyo kiadasok mellett a 7 normal profit-
ratahoz tartozo pB beruhazési kiadésokat. Képletben:

p(I—A)=mpB.
Belathato a

20.4. tétel. (Brody, 1969.) Tegyiik fol, hogy a bdvitett méatrix spektralsugara is
kisebb, mint 1: p(A) < 1

a) A kibocsatasi egyenstilyi egyenletnek pontosan egy pozitiv névekedési titem (\)
és kibocsatasi vektor (y) megoldasa van:

1 _
W= (I- A) 'By.

b) Az aregyensulyi egyenletnek pontosan egy pozitiv profitrata (m) és ar(sor)vektor
(p) megoldéasa van:

1
—p=p(I-A)'B.
s

c) Az egyensulyi névekedési tlitem és profitrata egyenls: \ = .

Megjegyzések. 1. Felhivjuk a figyelmet a modell dualitdsara: a kibocsatési és az
arvektor hasonlé kapcsolatban vannak egymaéssal, mint a lineéris programozéas primaél
és dual feladata.

2. Ez a modell Neumann (1938) modelljének egy egyszertisitett valtozata. Ne-
umann modelljében egy terméket elvben tobb eljarassal lehetett elGallitani (példaul
villamos adramot faval, szénnel, olajjal, gazzal és urdniummal), és egy eljarasnak elvben
tobb terméke is lehetett (példaul a tehénnek a tej, a his és a bér). Mindkét modellnek
kozos hibaja, hogy a munkaerd szektort tigy kezeli mint a tobbi szektort, marpedig ez
legfeljebb egy rabszolgagazdasagra igaz.
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Altalanos egyensiily létezése

A matematikai kozgazdasagtan egyik 6 teriilete az altaldnos egyensulyelmélet. Legegy-
szertibb alakjaban a kovetkezGképpen lehet megfogalmazni.

Legyen a haztartasok szama m, h = 1, ..., m; és a termékek szdma n, i =
1, ..., m. Legyen a h-adik haztartas vagyonvektora a = (a1 4,...,an1), fogyasztasi
vektora, zj, = (1,4,...,2n,n) és legyen hasznossagfliggvénye up (1 p, ... ,2n,n). Legyen
p = (p1,...,pn) a piaci arvektor, amely minden haztartas szamara adott. Adott arvek-
tor esetén az i-edik haztartas (h = 1, ..., m) a kovetkez6 hasznossdgmaximalizélasi
feladatot oldja meg;:

up(T1,h, - - - s Tp,p) — Max

feltéve, hogy teljesiil a koltségvetési feltétel:

DP1Z1,n + - +pnxn,h = Pp1ai,n + +pnan,h-

Bevezetve az i-edik termék z; ;, = x; 5, — a; j, egyéni tilkeresletét és z; = z; 1 +-- - +
Zim piaci tulkeresletét, tomorebben is megfogalmazhatok a feltételek.

Definicié. Altaldnos egyensilyrol beszéliink, ha létezik olyan n-dimenzios nem-
negativ p° arvektor, amely mellett a fenti sokszereplds feltételes maximalizalasi feladat
megoldasa konzisztens, azaz minden termékbdl a piaci tulkereslet legfeljebb nulla:

Zigo, izl,...,n;

és piaci értéke nulla:
pizi =0, 1=1, ..., n.

Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy ha z; < 0, akkor p; = 0 — szabad jdszdg, ha
viszont p; > 0, akkor z; = 0 — szikds joszdg.

20.5. tétel. (Arrow—Debreu, 1954, Zalai, 1989, 6. fejezet.) Megfelel6 monotoni-
tasi, konkavitasi, zartsagi és egyéb feltételek mellett a cseregazdasagban létezik legalabb

egy piaci egyensily.

Megjegyzések. 1. Az eredeti tétel bonyolultabb modellben igazolta az egyensuly
létezését, a fogyaszto lehetséges vektorai egy bizonyos halmazba kellett hogy tartozza-
nak, stb.

2. Bizonyos technikai feltevésekre sziikség van. Példaul abban a kéttermékes-
kétfogyasztos esetben, amikor mindkét fogyasztod szdméra a 2. termék nem kivanatos,
de az egyik fogyaszté vagyona csak a 2. termékbdl all, akkor akarmilyen nagy py/po
sem lehet egyensiily.

3. A fenti definicibban el van rejtve, hogyan cserélnek a piacon a szereplék. Leg-
egyszerlibb azt gondolni, hogy a modellen kiviil 1étezik valamilyen belsé érték nélkiili
papirpénz, amely lehet6vé teszi a cserét olyan partnerek koézott, akiknek nincs egymas
szaméara értékes feleslegiik. Példaul legyen harom termék (n = 3), harom fogyasztod
(m = 3) és tegyiik {6l, hogy az i-edik szerepl vagyona 1 egység i-edik termékbol &ll,
viszont kizarolag (i+1)-edik terméket akar fogyasztani (4=1). Korbeallnak és van papir-
pénz, akkor mindegyik a kovetkezének atad egy egységet a vagyonabol, és megvalosul az
egyensily. Ha azonban nincs pénz (vagy kozponti kiegyenlités), akkor nem jon létre az
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egyensily. (Ez volt a helyzet példaul az egykori szocialista orszagokat tomorité KGST
bilateralis kiilkereskedelmében.)

Bizonyitasvazlat. Normaljuk az arvektort tugy, hogy az elemeinek az Osszege
legyen 1: > .p; = 1. Legyen z(p) = z(p) — a a piaci tulkeresleti fiigvény. Az egyéni
koltségvetési korlatak folyomanyaként fennall az an. Walras-térvény, a tiulkereslet piaci
értéke nulla: pTz(p) = 0. Egy olyan T leképezést keressiink, amely ,javitja” a nem-
egyensilyi arrendszer hibait. Legyen z; a z valds szam pozitiv része! Legyen p* az 4j

arvektor és 1 = (1,...,1)T az 6sszegzd oszlopvektor:
. _ lpt+ 2+
p=T(p) = T
[P+ 2(p)]31

Belathato, hogy T az S, szimplexnek onmagéra val6é folytonos leképezése, amelynek
a Brouwer-féle fixpont-tétel (M.2. tétel) szerint létezik fixpontja. Egyszert szamo-
lassal igazolhato, hogy T barmely fixpontja egyensily: Legyen A a T' nevez§je, ekkor
P9 = A[p? + zi(p°)]+. Amelyik i-re p¢ = 0, arra z;(p°) < 0. Amelyik i-re p? > 0, azokra
P = A[pS + 2:(p°)], po-lal silyozva Ssszegezve: >, po® = XD p22 + A, pS2i(p°),
és Walras-torvényt hasznalva A\ = 1, azaz p{ = [p$ + 2;(p°)]+, tehat z(p®) < 0 és
P2i(p°) = 0. .

20.3. példa. Cobb-Douglas-hasznossagfiiggvények esetén a cseregazdasigban az
egyik termék ara emelkedik, akkor a masik kereslete ns. Legyen wup(z1,...,x,) =

I-. x?hj, ahol ap; > 0, 327 ap; = 1. Legyen a h-adik fogyaszto vagyonvektora

a". Egyszert szamolassal zjh(p) = ap;pTa"/p;, azaz 25, = 0z;(p°)/Opy jeloléssel
29 = Yop anjal /p >0, ha j # k. 1

VII. RESZ. KORMANYZAT

Eddig olyan helyzeteket vizsgaltunk, ahol a piacon létrejott a versenyzé egyensuly. Jegy-
zetiink végén olyan eseteket vizsgalunk, ahol kormanyzati beavatkozésra van sziikség az
egyensily megteremtéséhez.

21. A kormanyzat elmélete
ElGszor a korményzat elméletét vazoljuk.

Definicié. Tiszta kozjoszagrol beszéliink, ha a joszag létrehozésa utan barkit is
nehéz kizarni annak fogyasztasabol. Pl. nemzetvédelem, kdzbiztonsag, kdzegészségiigy.

[lyen javakat szinte lehetetlen piaci eszkozokkel elGallitani, mert senki sem lenne
hajlando fizetni érte, tigy téve, mintha neki nem is lenne rajuk sziiksége (a potyautas-
probléma.)

Ha ismerjiik az egyéni kardinélis hasznossagfiiggvényeket, és Osszeadhatjuk Gket,
akkor kiszamithatjuk a tarsadalmi hasznossagfiiggvényt, s ennek segitségével annak ha-
tarfliggvényét is. Kéttermékes vildagunkban, P a maganjoszag, és G a kozjoszag, a
koévetkez6 mondhato.
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21.1. tétel. Az egyensiilyi feltétel: a tarsadalmi helyettesitési hatararany egyenld
a technikai transzforméacios rataval:

SMRS = RPT.

Megjegyzések. 1. Vannak aruk, amelyek a két tiszta kategoria kozé esnek. Pl.
az oktatasnal egyrészt mindenkivel ki lehetne fizettetni a tandijat, ugyanakkor a tanu-
latlanul maradok veszélyeztethetik a tarsadalom miikddését is.

2. Hiaba zarhatok ki a fogyasztasbol a nemfizetdk, a szabad piac nem biztositja a
tarsadalmi optimumot. Pl. senki sem fizetne a felsGoktatasért, mert til kockazatos a
befektetés.

3. Onkényes a valasztovonal. Pl. a volt szocialista orszagokban a kényvek viszony-
lag olcsok voltak, hogy ,kulturalodjék a nép”, viszont allami dontések szabtik meg a
valasztékot.

A korméanyzat gyakran nem a kozjot nézi, hanem sajat érdekét, pl. hogy a kdvetkezs
valasztasnél is hatalomban maradjon. Jelenleg is éles vita folyik a fejlett allamokban,
hogy mi legyen kormanyzati hataskorben. A skandinav modell egyre inkabb elveszti
vonzerejét, a nyugat-eurdpai és az angolszasz modell kézott még folyik a verseny.

22. Kiilsé hatasok és tulajdonjogok

Mar el6zbleg beszéltiink a kiils§ hatasokrol. Kozkeletii okossag szerint adokat kell kivetni
a negativ externaliat termeldkre, és juttatasokban kell részesiteni a pozitiv externalidkat
termeldket.

Ha tranzakcios koltségek nélkil lehetne egyezkedni, akkor a tulajdon jogok tjra-
elosztasaval kollektivizalas nélkiil is meg lehetne teremteni a piaci optimumot (Coase
tétele).
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FUGGELEKEK

M. Matematikai fiiggelék

Ebben a fliggelékben két matematikai kérdéskort vazolunk, amely altalaban kimarad a
hagyoményos matematikai oktatasbol.

Nem-negativ matrixok

A spektralsugdr definici6jahoz szorosan kapcsolodik két tovabbi meghatarozas. Egy
matrix domindns sajdtértéke egy olyan sajatérték, amelynek abszolit értéke maximaélis.
Dominéans sajatértékhez tartozo sajatvektort domindns sajdtvektornak neveziink, amely-
nek algebrai és geometriai multiplicitasa egyarant lehet 1-nél nagyobb. (Példaul az I
transzformécionak minden vektor dominans sajatvektora, 1 sajatértékkel: r = r* = n.)

Nyilvanval6 okok miatt a kézgazdasdgtanban nagyon fontosak a nem-negativ (pozi-
tiv) elemd méatrixok, ahol m;; > 0 (m;; > 0). (A legtjabb magyar helyesirasi szabalyzat
megalkot6i nagy hibat kovettek el, amikor bevezették a nem kezdetd jelz6k kiilonirasat!
Ugyanis a nem negativ elemid méatrixok nem azonosak a nem-negativ elemid méatrixok-
kal! Az el6bbi osztalyba olyan maéatrixok tartoznak, amelyeknek van legalabb egy nem
negativ elemiik, mig az utébbiba olyan matrixok tartoznak, amelyeknek minden eleme
nem negativ!)

Néha blokk-diagonalis matrixokkal dolgozunk, mert azok kisebb méreti matrixok-
hoz vezetnek. Maskor éppen ellentétes a célunk, el akarjuk keriilni, hogy a rendszer
részeire bomoljék.

A kovetkezd tételt és folyomanyait Perron (pozitiv matrixokra) és Frobenius (nem-
negativ matrixokra) fedezte fol, és az 1950-es évek oOta alapvetd szerepet jatszanak a
matematikai kozgazdasagtanban.

M.1. tétel. (Frobenius 1. tétele: 1908, Zalai, 1989, 2. fejezet, Rozsa, 1974.)
Legyen a négyzetes M matrix nem-negativ és irreducibilis. Ekkor igazak a kévetkezd
allitasok.

a) M-nek van egy pozitiv dominans sajatértéke.

b) Létezik (egy skalarszorzotol eltekintve) egyetlen pozitiv sajatvektor, amely a
pozitiv dominans sajatértékhez tartozik.

c) A pozitiv dominéns sajatérték algebrai multiplicitasa 1.

d) A pozitiv dominans sajatérték névekvé fiiggvénye barmely pozitiv elemnek.

e) Ha a spektralsugar kisebb, mint 1, akkor (I — M)~ létezik és pozitiv.

A bizonyitasbol csak az alapgondolatot emlitjik meg: Az = = (z1,...,x,) esetén
Mzx); _
p@) = min | M0y g a0
T

fiiggvény jol definialt, és a maximumat az s; > 0 sajatvektornal veszi fol, értéke: p(M) =
A1 pozitiv dominans sajatérték.

A valoszintiségszamitasbol (Rényi, 1966) jol ismert a Markov-lanc fogalma, amely
izomorf a fenti elmélettel.
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Brouwer-féle fixponttétel

Mind a matematikdban, mind a koézgazdasagtanban nagyon gyakran talalkozunk tn.
fixpont-feladatokkal.

Definicié. Legyen f : R" — R" egy fiiggvény, amely az A halmazt 6nmagaba
képezi le. Ekkor egy 2° € X pontot fizpontnak neveziink, ha a leképezés helyben hagyja:

M.2. tétel. (Brouwer-féle fixponttétel.) Ha az f folytonos leképezés az n-
dimenziés korlatos, zart és konvex X halmazt 6nmagaba képezi le (invariancia), akkor
létezik legalabb egy fixpontja.

Megjegyzések. 1. Ez a tétel mind a matematikaban, mind a kézgazdasagtanban
alapvetd szerepet jatszik. Valoban, a fixpont 1étezése az n-dimenziés zart és konvex tar-
toméanyokat 6nmagukba leképezé folytonos leképezések egyik legfontosabb tulajdonsaga.
Hasonloan, a fixpont létezése az altalanos egyenstlyelmélet alapja.

2. A Brouwer-féle fixponttétel azonban nem mondja meg, hogy miképp lehet a
fixpontot megtalalni. A Banach-féle fixpont-tétel (a kontrakcids-elv) egy természetes
megoldast ad, azonban nagyon megszorito feltevések mellett.

3. A zartsag és a korlatossag szerepe nyilvanvalo, a konvexitasét egy egyszert
példan mutatjuk meg.

M.1. példa. Nincs konvexitas = nincs fixpont. Legyen X egy sikbeli koérgytir,
melynek pontjaira teljesiil 1 < 22 + 22 < 4. Legyen f a korgytird 90°-os elforgatasa
az origd koriil. X korlatos és zart (de nem konvex), f folytonos, f(X) = X, de f-nek
nyilvan nincs fixpontja. (Az 2?2 + 23 < 4 kérlemeznél 0 = £(0) lenne a fixpont!) ]

M.2. példa. A koztes érték tétele. Skalar fliggvény esetén (n = 1) az M.1. tétel

a jol ismert Bolzano-tételre vezet. Valoban, ekkor X' = [a,b], s az f(z) — x fiiggvény
a-ban nem negativ, b-ben nem pozitiv, azaz egy kozbiils6 x° € X helyen nulla, azaz z°
fixpont. ]

K. Ko6zgazdasagi fiiggelék

A 2. és a 6. fejezetben mar érintettiik a preferenciarendezés és az 6t reprezentald
hasznosséagfiiggvény fogalmat.

A Neumann—Morgenstern féle hasznossagfiiggvény

Foltessziik, hogy adott egy preferenciarendezés, amely nemcsak biztos dijakon, hanem
bizonytalan kimeneteld lottok halmazan (jele L) is értelmezve van. A fogyaszté p valo-
szintiséggel z-et, 1 —p valoszintiséggel y-t kap, szimbolikusan: pox+(1—p)oy. A dij lehet
pénz, aru s6t, lottd. Foltessziik, hogy 1) az 1 valdsziniiségii nyeremény azonosithato a
biztossal, 2) a dijak felsorolasi rendje k6zombos, és 3) a fogyasztd szamara kozoémbos a
valoszintiségek ,,csomagolasa”’, azaz

qo(pox + (1 — p)oy) + (1 — q)oy ~ (gp)ox + (1 — gp)oy.
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A tobbesélyes lotto visszavezethets a kétesélyes lottora. Lassuk pl. a hdromesélyes
lotto visszavezetését:

x +

pox +qoy+ (1 —p—q)oz ~ p—l—qo(—o oy)—l— 1—p—q)oz.
( Joz ~ (p-+)o ( Lor+ o) +( )

A kozgazdasiagtanban alapvets szerepet jatszik a vart hasznossdgon alapulo
Neumann—Morgenstern féle hasznossag-fliggvény, amely egy preferenciarendezést spe-
cialisan reprezental:

Célok: (i) Monotonitéas a preferencia-rendezés és az u hasznossagfiiggvény kozott:

Ha z = v, akkor u(z) > u(y).

(ii) (Varhato hasznosség). A kombinaci6 hasznosséga a hasznossagok kombinécioja:

u(por + (1 — p)oy) = pu(z) + (1 — p)u(y).

Kiegészitd axiomak

C1. Azoknak a p valoszintiségeknek a halmaza, melyekre pox + (1 — p)oy = z, zart.
Ugyanaz pox + (1 — p)oy =< z-re.

C2. Ha két dij kozott a fogyasztod kozombos, akkor egy harmadik dij azonos valo-
szintiségi hozzakeverése utan is fonnmarad a kézombosség:

Ha z ~ v, akkor pox + (1 — p)oz ~ poy + (1 — p)oz.

C3. L-ben van legjobb és legrosszabb dij: b és w. Azaz minden x € L-re b = = > w.

K.1. tétel. Az axiomak teljesiilése esetén létezik és lényegében egyértelmiien
meghatarozott az NM-hasznossagfiiggvény.

Bizonyitas-vazlat. Normalas: u(w) = 0 és u(b) = 1. Konstrukci6é: Legyen
b = z = w, ekkor C1 szerint létezik egy pontosan olyan p, valészintiség, amelyre
p.0b + (1 — p,)ow ~ z. Ekkor (ii) folytan u(z) = p,u(b) + (1 — p,)u(w) = p.. El-
lendrzés (szamolassal): kielégiti a varhato hasznosséag feltételét és monoton. ]

Megjegyzés. A bizonyitis nagyon hasonlit a 3.2. tétel 2. megjegyzésében emli-
tett Debreu-féle tétel bizonyitdsdhoz, azonban a jelen tétel 1947-b6l szadrmazik, Debreu-é
pedig 1954-bsl!

Kockazatkedvelés vagy kockazatkeriilés

Az NM-féle hasznosséagfiiggvény nem ekvivalens a pénzben kifejezett nyereséggel, hiszen
nem a varhato pénzre, hanem a varhato hasznossagra vonatkozik az additivitas.

K.1. példa. A lottojatékos alkalmanként 100 Ft-os biztos kiadéassal jut hozza egy
olyan szelvényhez, amelynek varhato értéke kb. 30 F't. Viszont a kis valdszintiségii nye-
reség olyan nagy, hogy hetente tobb milli6 racionalis egyén vesz lottot. [
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Definicié. Egy személyt kockdzatkedveldnek/kockdzatkerildnek neveziink, ha
elutasit /elénybe részesit egy biztos pénzdijat egy olyan lottoval szemben, amelynek a
matematikai varhato értéke azonos vele:

pu(x) + (1 — p)u(y) > u(pox + (1 — p)oy) : kockdzatkedveld,
pu(z) + (1 — plu(y) < u(pox + (1 — p)oy) : kockdzatkerild.

A tovabbiakban kockazatkeriils egyénekkel foglalkozunk, hiszen a normélis esetek-
ben ez fontosabb, mint a masik.

K.2. tétel. Egy dontéshozo akkor és csak akkor kockazatkeriils, ha az u hasz-
nossagfiiggvény szigoruan konkav (u” < 0).

Bizonyitas.  Szigortian konkav u fliggvények egyik tulajdonsaga (a Jensen-
egyenlGtlenség) szerint két kiillonbozd x # y pontot 6sszekots hir végig a fliggvénygorbe
alatt helyezkedik el: tetszGleges 0 < p < 1 esetén

pu(z) + (1 = p)u(y) < u(pz + (1 —p)y).

K.2. példa. (Daniel Bernoulli szentpétervari paradoxona 1735-bél.) Fej-vagy-
irast jatszunk addig, amig el6szor nem nyeriink. Az n-edik 1épésben 2™ a tét. A varhato
pénznyereség 1, de a varhatd tékeigény végtelen. Ha a hasznossagfiiggvény konkav és
korlatos, akkor a jaték értéke véges. ]

Definicié. (Pratt (1964) és Arrow (1965).) Ha w a fogyaszté gazdagsaga, akkor
a kockdzatkerilés abszolut és relativ egyiitthatoja

a(w) = — és r(w) = wa(w).

A kovetkezskben bebizonyitjuk, hogy a(w) valéban az abszolut kockazattal kapcsolatos,
(angolul: Absolute Risk Aversion, réviditése ARA. Tegytik fol, hogy az u hasznossag-
fliggvényd w gazdagsagu fogyasztd egy p valoszintiségl x nyereményért a ¢ = 1 — p
valoszintiségl y(x) maximalis veszteséget hajlando elviselni.

K.3. tétel. a) A veszteség/nyeremény arany a nulla hatarértéknél egyenls a
nyerési-valoszintiség /vesztési-valoszintliség ardanyaval:

b) Adott nyerési-valoszintiség esetén a maximélis veszteség masodik derivaltja ara-
nyos a Pratt-féle abszoliit kockazatkertilési egyiitthatéval:



Bizonyitds. a) A kézombosségi feltétel szerint
pu(w + x) + qu(w — y(z)) = u(w).
Differencialjuk az azonossagot x szerint:
pu'(w + ) — qu'(w — y(2))y'(z) = 0.

Lokalisan vizsgalodva (x = 0) adodik az els§ aranyossag. b) Mégegyszer differencialjuk
az azonossagot x szerint és x = 0-t véve:

pu" (w) + qu” (w)y'(0)* — qu’ (w)y"(0) = 0.
Behelyettesitve az 3’(0)-ra kapott képletet, adodik

wi by (w)
v = ¢*u' (w)

K.3. példa. Alland6 abszolit kockazatkeriilési egyiitthato (CARA): u(w) =
Ae — ow. ]

K.4. példa. Allando relativ kockazatkeriilési egyiitthatdé (CRRA): u(w) =
Ao lw?, ha o < 1, 0 # 0 és u(w) = Alogw, ha ¢ = 0. (Ha u(w)-t nem szoroz-
nank be o~ l-gyel (vagy o-val), akkor o < 0-nal u(w) csékkend fiigvény volna!) ]

Megjegyzés. Ha nincs kockazatvallalas (o = r(w) = —o0), akkor megsziinik az
additivitas, elttinnek a valoszintiségek és u(z,y) = min(z,y).

Biztositas

Talan a biztositas a legegyszertibb példa a kockazatkeriilésre. Biztositasi modelliinkben
egy ugyfél eredeti jovedelme w, amelyet a p valészintiségii baleset w — ¢ < w-re csokkent.
Mivel az tigyfél hasznosséagfiiggvénye W (w,w — ¢) = pU(w — ¢) + qU(w), g =1 — p és
U konkav, az ligyfélnek érdemes a balesetmentes jovedelmét csokkentenie, hogy baleset
esetén megmarado jovedelmét novelje. A biztositéo kozombos a kockazattal szemben,
szaméara csak az fontos, hogy ne veszitsen az iizleten (tokéletes verseny és nulla koltség).
A b biztositasi dij ellenében a balesetet szenvedd tigyfél k Osszegt kartéritést kap, igy a
biztositott fél feltételes jovedelme w — b és w — ¢ — b+ k. Az tigyfél optimalizal: olyan
k-t valaszt, amelynél W (w — b,w — ¢ — b + k) minimalis. Biztosito: b = pk.
Teljes biztositdsrol beszéliink, ha k = c.
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K.4. tétel. Teljes biztositasnal a biztositott biztosan megkapja a biztositasnélkiili
jovedelmének varhaté értékét, joléti vesztesége minimalis.

Bizonyitis. A Jensen-egyenl6tlenség értelmében W(w — byw — ¢+ gk) = pU (w —
c+qk)+qU(w —pk) > Ulp(w — ¢+ ¢k) + q(w — pk)] = U(w — pc), ahol a minimumhely
w — ¢+ gk = w — pk, azaz k° = c. [

Megjegyzések. 1. A valosidgban a biztositasnak van koltsége (d), s6t m norméalp-
rofitot is kell hoznia, ezért az altalanos esetben b = pk helyett b = (pk + d)(1 + 7)
all.

2. Nagyon gazdag embernek vagy intézménynek (allamnak) nem érdemes bizto-
sitast kotnie viszonylag kis karokra (példaul az osztrak allamnak a Burgra, a Hunga-
rocamionnak a jarmiveire), mert a biztosit6 haszna nagyobb lenne, mint a kockazati
veszteség.

3. A biztositas ténye és a kartérités Osszege novelheti a baleset valoszintségét (p
novekvo fiiggvénye k-nak), ezért a probléma bonyolultabb: célszert lehet csak részleges
biztositast nyujtani, k < c. Ezzel a kérdéssel az informacidgazdasagtan foglalkozik.
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FELADATOK

A. Fogyasztas

A.1. feladat. Igazoljuk, hogy az U(X)Y) = X°Y? (0 < o, <1) fiiggvény a)
akkor és csak akkor konkav, ha o + 8 < 1; b) szintvonalai mindig konvexek! (Kvazi-
konkav fliggvény nem mindig konkav!)

A.2. feladat. Legyen a fogyaszt6 jovedelme 10 Ft, az X joszag ara 1 Ft és az Y-é
2 Ft. Legyen a fogyaszté hasznossagfiiggvénye U(X,Y) = X + Y. a) Hatarozzuk meg
a fogyaszto optimalis dontését! b) Hogyan valtozik a dontés, ha X ara fokozatosan né
1-r6l 3 Ft-ra? c) Tegyiik fol, hogy az a) esetben a vevé mindkét joszaghbol legfeljebb
4 egységet vehet (korlatozas). Mi lesz az 0j optimum? d) A helyettesitési- vagy a
jovedelmi hatas nagyobb, ha a b) esetben Px 1,5 Ft-ra ng?

A.3. feladat. a) 1987-ben Magyarorszagon a dollar hivatalos arfolyama P, = 50
Ft/$, amelyen minden magyar allampolgar évi 100 $-t vehet forintért. Mivel a fogyasztod
Osszesen I = 11000 Ft-ot szan dollarvételre, maradék jovedelmével a feketepiacon ta-
maszt keresletet. Itt az egy fogyasztora juto évi kinalat S; = o(P;—P,), ahol 0 = 102 /Ft
és Pr a feketepiaci arfolyam. Mekkora a feketepiac arfolyama és forgalma? b) Hogyan
csOkkentheti az allam a feketepiaci arfolyamot 55 Ft/$-ra (i) a hivatalos kinalat, ill. (ii)
a hivatalos arfolyam valtoztatasaval?

A.4. feladat. Eletciklus. a) Tegyiik fol, hogy egy egyén D+1 évig él, i éves kordban
a fogyasztasa c¢;, keresete w;. Irjuk fol az életpalya-koltségvetési feltételt, ha R =1 +r
a kamattényezs! b) Legyen az életpalya-hasznossagfiiggvény U = zi’;o B3 log c;, ahol
0 < B <1 az idészaki leszamitolasi tényezs! Hatarozzuk meg az optimalis fogyasztasi
palyat!

A.5. feladat. Tegyiik fol, hogy a kavé iranti kereslet arfiiggvénye D = I/P3.
Szamitsuk ki a kereslet ar- és jovedelem-rugalmassagat, ha I = 10000 Ft és P = 400 F't!

B. Termelés

B.1. feladat. Egy vallalat termelési fiiggvénye Q = K%°L%5 ahol K és L az
alkalmazott t6ke és munka mennyisége. Egységnyi tGke és munka dija egyarant 1000
Ft.

a) Készitsiink tablazatot a rovid tava teljes koltségrol K = 1;2;3 és @Q = 1;2;3
esetére! b) Hatarozzuk meg a hosszu tavi teljes koltséget Q@ = 1;2; 3 esetére!

B.2. feladat. Tegyiik fol, hogy egy orszag termelési fiiggvénye Q = 10K 075,
K =16 és L = 1. a) Mekkora az optimalis t6kedij, ill. munkabér a termékar fiiggvé-
nyében? b) Mekkora a téke, ill. a munka részesedése az Gssztermékbdl?

B.3. feladat. Legyen egy véllalat termelési fiiggvénye ) = min(K,2L), ahol @
a termék, K a (révid tavon adott) t6ke és L a (révid tavon is valtoztathatd) munka
mennyisége. Egységnyi t6ke és munka dija 1, ill. 4 Ft. a) Készitsiink tablazatot a
rovid tava teljes koltségrsl K = 1;2:3 és Q = 1;2;3 esetére! b) Hatarozzuk meg a
hosszi tava teljes koltséget @ = 1;2;3 esetére! c¢) Szamitsuk ki a révid- és hossza tavi
hatarkoltségeket!

B.4. feladat. Tegyiik fol, hogy egy vallalat koltségfiiggvénye TC(Q) = a + bQ +
cQ?, ahol a, b és c pozitiv allandok. Bizonyitsuk be, hogy koltségminimalizalasnal

AC = MC!

37



C. Verseny, monopoélium és duopodlium

C.1. feladat. Egy tokéletes verseny jellemezte ipardgban sok egyforma cég létezik.
Hosszu tava optimalis kibocsatasuk ¢; = 20, minimalis egységkoltségiik 10 $. A piaci
kereslet Q = 1500 — 50P. a) Mennyi az iparag hosszu tava kinalati gérbéje? b) Mek-
kora a hosszu tava egyensulyi ar (P°), az iparag kibocsatasa (Q°), az egyes vallalatok
kibocsatéasa (¢°), a vallalatok szama (n) és profitjuk (m; )7 c) Az egyes vallalatoknak a
hosszt tavi optimalis kapacitas melletti révid tavu teljes koltsége C' = 0,5¢% — 10+ 200.
Szamitsuk ki a rovid tava atlag- és hatarkoltségeket! Hol lesz az els6 minimalis?

C.2. feladat. Egy monopolista piacon a keresleti gérbe Q = 4/P? és a teljes
koltség TC = 1+ Q?/2. Szamitsuk ki a monopolista kibocsatasét, arat és profitjat!

C.3. feladat. Tegyiik fol, hogy egy légitarsasag monopolizalja a New York és
London kozti légiutazast. Egy utas egyiranyu szallitasanak koltsége 200 $. Két tipusu
utas van: 1. a turista és 2. az lizletember. A turista tartézkodési ideje 2 hét és 3 honap
k6zott mozog, az ilizletemberé ennél révidebb vagy hosszabb. A turista/az tizletember
keresleti fiiggvénye Q; = a; —b; P;, i = 1;2, ahol a; = 4-107, by = 10°/$ és ay = 2,4-105,
by = 2-10%/$. a) Szamitsuk ki a monopolista arait, forgalméat és profitjat, ha sikeriil
kiilon arat felszamitania a két osztalynak! b) Mi torténik, ha minden utasnak azonos
arat szamithat {617 c¢) Mekkora lenne az ar, ha a monopoéliumot a szabad verseny valtana
fo17?

C.4. feladat. Két vallalat 20, ill. 5 Ft egységkoltséggel allit el6 egy terméket. A
duopdl piac keresleti fiiggvénye Q = 100 — 2P. Hatarozzuk meg a két véllalat egyen-
silyi kibocsatasat, a piaci arat és a profitokat, feltéve, hogy a két vallalat egymastol
fiiggetlentil optimalizal!

D. Altalanos egyensily

D.1. feladat. Kovacs hasznossagfiiggvénye U (X7,Y7) = min(2X,,Y7) és Nagy
hasznossagfiiggvénye Us(X5,Ys) = Xo + 2Y5. Kezdeti 6sszgazdagsaguk X° = 300 = Y°.
a) Hatarozzuk meg az Edgeworth-szerz6désgorbét (figyelembe véve a sarokoptimumo-
kat)! b) Tegyiik fol, hogy Kovacs kezdeti gazdagsaga X¢ = 200, Y;° = 100. Hatéarozzuk
meg az optimalis cserék gorbéjét!

D.2. feladat. Kovécs hasznossagfiiggvénye Uy (X1,Y1) = X?Y; és Nagy hasznos-
sagfiiggvénye Us(X3,Y2) = Xo+Ys. Kezdeti 6sszgazdagsaguk X°© = 100 és Y° = 200. a)
Hatarozzuk meg az Edgeworth-szerz6désgorbét (figyelembe véve a sarokoptimumokat)!
b) Tegyiik fol, hogy Kovacs kezdeti gazdagsaga X¢ = 0, Y = 100. Hatarozzuk meg az
optimalis cserék gorbéjét!

D.3. feladat. Kovacs hasznossagfiiggvénye Uy (X1,Y7) = X{"Ylﬁ és Nagy hasznos-
sagfiiggvénye Us(Xo,Ys) = XJYy. Kezdeti osszgazdagsaguk X© > 0 és Y° > 0. a)
Hatarozzuk meg az Edgeworth-szerz6désgorbét! b) Tegytik fol, hogy Kovacs kezdeti
gazdagsiga 0 < X7 < X°, 0 < Y < Y. Hatarozzuk meg az optimalis cserék gorbéjét!

D.4. feladat. a) Legyen egy zart gazdasig termelési lehetGségeinek halmaza
X2 +Y?% <100. A fogyasztoé hasznossagfiiggvénye U(X,Y) = min(2X,Y). Mennyi az
optimum? b) Tegyiik fol, hogy az orszag bekapcsolodik a vilagpiacba, ahol Px /Py = 3
a vilagpiaci ararany. Hogyan modosul az optimélis kibocsatas és fogyasztas?

D.5. feladat. Tegyiik fol, hogy egy gazdasagnak egyetlen (sz(ikds) termelési té-
nyezGje van: a munka, melynek segitségével két terméket allit el6: egységnyi élelemhez
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(E) és iparcikkhez (I) 2, ill. 1 egység munka kell. A gazdasagban Gsszesen 300 egység
munka van.

a) Allapitsuk meg az orszag termelési lehetSségeinek a hatarat!

b) Legyen az orszag fogyasztéinak hasznossagfiiggvénye U(E,I) = E?I. Zart gaz-
dasag esetén mi az optimalis kibocsatas, ill. - arrendszer?

c) Tegytik f6l, hogy az orszag bekapcsolodik a vilagpiacba, ahol Pg/P; = 0,5 a
vildgpiaci ararany. Hogyan moédosul az optimélis kibocsatas és fogyasztas?

D.6. feladat. a) Legyen a zart A és a B gazdasag termelési lehetGségeinek halmaza
X2 4+4Y2 <400, ill. Xp+Yp < 100. Legyen az A és a B fogyaszto hasznossigfiiggvénye
Ua(Xa,Ya) = XaYa, ill. Ug(Xp,Ys) = min(4Xp,Ys)! Mennyi a két orszag optimuma?

b) Tegyiik f6l, hogy a két orszag kereskedni kezd egymassall Hogyan moédosul az
optimalis kibocsatéas?

¢) Hogyan modosul az optimaélis fogyasztas?

D.7. feladat. Egyiittéls nemzedékek (vo. A.4). a) Mindenki 2 id&szakig él: fiatal
és idGs, fogyasztasa cg, ill. c1, keresete wy, ill. w;. Ha R a kamattényezs, akkor az
életciklus-feladat alapjan irjuk f6] az optimalis fogyasztast! b) Irjuk fol a megtakaritési
egyensulyt, feltéve, hogy minden idGsre v > 0 fiatal jut! c¢) Mennyi az egyensulyi
kamattényez§?

E. Gyakorlati kérdések

E.1. feladat. Magyarazzuk meg a monopolista ardiszkriminécié elmélete alapjén,
hogy miért olcsébb a minimélis és maximaélis tartézkodasi id6t megkovetel6 menettérti
repiilGjegy, mint két egyiranyu jegy (s6t, mint egy egyiranyu jegy).

E.2. feladat. A mikrockonémia melyik részével és hogyan lehet megmagyarizni
az OPEC tlindoklését és bukasat?

E.3. feladat. Tegyiik fol, hogy annak idején egy szocialista gazdasagban a kor-
méany bevezette volna a kovetkezs lakbérreformot: a) a lakbéreket megemelte volna a
burkolt lakbértamogatésok Osszegével, b) a nyilvanossa tett tamogatasokat csaladlét-
szam szerint osztotta volna el. Mi tortént volna?

E.4. feladat. Hogyan lehet mikro6konémiailag megmagyarazni, hogy a szocialista
gazdasigban az allami iparban az érabér sokkal alacsonyabb volt, mint a maganiparban?
Ma ugyanez a hazai és kiilfoldi tulajdonban 1évs vallalatokra érvényes.

E.5. feladat. Hozzunk példat olyan monopoliumokra, amelyek hasznosak a fo-
gyasztoral

E.6. feladat. Hozzunk példakat olyan részpiacokra, ahol a magyar gazdasagban
szabadabb verseny van, mint pl. az amerikaiban!

Matematikai fiiggelék
M.1. feladat. Kozvetleniil igazoljuk az M.1. tételt n = 2-re!
Kozgazdasagi fiiggelék

K.1. feladat. Racionalis lenne-e az a személy, aki egy alkalommal kb. 44 millio
lottoszelvényt venne, hogy biztos ottalalatosa legyen?

K.2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy CARA-nal a(w) = o és CRRA-nal r(w) =
1—o.

K.3. feladat. Egy ember vagyona w, ebbdl autdjanak értéke ¢ < w. Legyen p
annak az eseménynek a valoszintisége, hogy autojat egy év alatt ellopjak. a) Mekkora
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lehet a maximalis biztositasi dij, amit a biztositott hajlando kifizetni (i) egy teljes, illetve
(ii) egy ¢ — k-Onrészesedést biztositasért, ahol csak k < ¢ a kartérités? b) Szamolja ki
az (i) feladatot, ha U(w) = yJw, w = 1,5 mFt, ¢ = k = 1 mFt és p = 0,03, ill. a (ii)
feladatot, ha k = 0,9 mFt!

MEGOLDASOK

A. Fogyasztas

A.1. feladat. a) Az U(X,Y) fiiggvény akkor és csak akkor konkéav, ha U% , <0,
Ully <0 és Ul Ully —U%y” > 0 teljesiil. Szamitsuk ki a szoban forgd masodrendi
parcidlis derivaltakat! Uy, = a(a — 1)X*72YP U, = B(B — 1)XYP=2 UL, =
aBX Y=l o < 1 miatt Uy, < 0, 8 < 1 miatt U}y, < 0. Behelyettesitéssel:
UYL Uy —U%? = afX 2= Dy206-D (o —1)(f—1) — af3), amely ardnyos —a — 3+ 1-
gyel. Ez utobbi pozitivitasa ekvivalens a + 3 < 1-gyel. b) A ¢ > 0 allandohoz tartozo
szintvonal implicit egyenlete U(X,)Y) = X°YP = ¢, explicit egyenlete Y = bX /5,
ahol b > 0 egy alkalmas alland6. Szintvonal-fiiggvényiink akkor és csak akkor konvex,
ha Y/(X) névekvs. Y'(X) = b(—a/B)X /8~ pedig pozitiv a és § mellett mindig
novekvao.

A.2. feladat. Mivel a két joszag tokéletesen helyettesiti egymast, és a helyettesitési
hatararany 1, a fogyaszto teljes jovedelmét az olcsobb arura kolti: a) X° =10, Y° = 0.
b) Az a) dontés érvényes marad, amig Px < 2 Ft. Ha Py = 2 Ft, akkor végtelen
sok optimalis dontés van: 0 < X° < 10 és Y° = (10 — X°)/2. Ha Px > 2 Ft, akkor
megfordul a kocka: X° =0 és Y° =5. ¢) Ha a kinélat korlatozott, akkor a helyettesités
korlatba litkozik: X° =4 és Y° = 3. d) A jovedelmi, mert nincs helyettesités!

A.3. feladat. Definicio szerint a feketepiaci kereslet D¢ (Sy,Ph,Pr) = (I—SwFPh)/ Pr.
A feketepiacon egyensily van: Dy = St. Helyettesitsiik be az egyenstlyi feltételbe Dy
és St képletét:

I —S,P,

(*) Pf = U(Pf - Ph).

a) Rendezziik egyenletiinket Pj-re: an2 —oP, P + SyP, — I = 0. Behelyettesitve
adatainkat: 10P? — 500 — 6000 = 0. Megoldas: PP = 60 Ft/$. (A masodik megoldas
negativ, tehat értelmetlen.) b) Fejezziik ki (*)-bol Sy-t, ill. Py-t:

. I+ OPf(Ph — Pf)

() S "

ahol Ph =50 és Pf =55

P =——-
( * ) V=B s

ahol Sy = 100 és P = 55.

Szamolassal: Sy, = 164 $ és P, = 42,77 Ft/$.
A .4. feladat. a) Zi’;o(wi —¢;))R™" = 0.
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b) Lagrange-fiiggvény:

D
L= Zﬁi log ¢; + AMw; — ¢;)R™
i=0

Stacionaritasi feltételek: £, = '1/¢; — AR™* = 0. Rendezve: ¢; = A1 (BR)". Vissza-
helyettesitve a koltségvetési korlatba:

D
Y wiRTT AT =0,
1=0

azaz
A1 = Zi’;o wiR_i_
Zzpzo B
A.5. feladat. Ha D(I,P) = pul*/P™, akkor differencialassal adodik, hogy a rugal-
massagok fiiggetlenek a jovedelemtdl és az artol: ep =t és ep p = —m . Konkrétan:
1 és 3.

B. Termelés

B.1. feladat. a) Adott K és Q esetén L = Q*/K, azaz STC(K,Q) = vK +wQ?/K.
Numerikusan: STC(K,Q) (ezer Ft-ban)

B.1. tablazat. STC wvdltozdsa

Kibocsatas @ 1 2 3
Toke K
1 2 5 10
p 2,5 4 6,5
3 3,33 4,33 6

b) LTC(Q) = ming (STC(K,Q)): Az a) Tablazatbol:

B.2. tablazat. LTC vdltozdsa

Kibocsatas @ 1 2 3

LTC 2 4 6

Analitikusan: STC'(K) = v + wQ?/(—K?), azaz K(Q) = Q(w/v)'/2. Numeriku-
san: K(Q) = Q, LTC(Q) = 1000 - 20).

B.2. feladat. a) Optimalis tényezSar egyenls termékar- hatartermelékenység.

od -0,7510,75 0d
Z* —10-025 16971075 — 125 ¢ = -2 —10-0.75 -
% 0-0,25-16 0,3125 és w 7 0-0,75

1692517925 = 15, b) vK/Q = 0,3125 - 16/20 = 0,25 és wL/Q = 15-1/20 = 0,75.
(Altalanosan is igaz, hogy a két részesedés a, ill. 3.)

B.3. feladat. a) Rovid tavon K adott, @) kibocsatasahoz legalabb @ téke és /2
munka kell. K > Q és L =0Q/2. STC =vK +wL = vK + wQ/2.

Konkrétan: v =
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B.3. tablazat. LTC vdltozdsa

Kibocsatas @ 1 2 3
Toke K
1 3 - -
2 4 6 -
3 5 7 9

b) Hosszu tavon K = @, LTC = vQ + wQ/2.
c) SMC = w/2 = 2, ha K > @ és SMC nincs definialva, ha K < Q. LMC =
v+ w/2 = 3.

B.4. feladat. AC = TC(Q)/Q = a/Q + b + c¢Q. Differencidlva @ szerint:
AC'(Q) = —a/Q? + c. Belsé minimum feltétele: AC'(Q) = 0, azaz Q° = (a/c)'/?.
Visszahelyettesitve: ACnin = a/(a/c)*/? + b+ c(a/c)'/? = b+ 2(c/a)'/?. Szamitsuk ki
a hatarkéltséget: MC = TC'(Q) = b+ 2cQ. Behelyettesitve Q°-t: MC® = b+2(c/a)'/?,
azaz MC® = AC,,;, adodik.

C. Verseny, monopo6lium és duopélium

C.1. feladat. a) MC(Q) = P. b) Tokéletes versenynél hossza tavon P° =
min AC = 10 $. A keresleti fliggvény szerint Q° = 1500 — 50 - 10 = 1000. n = Q°/q° =
1000/20 = 50. 7; = 0. ¢) SMC = ¢ — 10, SAC = 0,5¢ — 10+ 200/¢ minimalis, ha g = 20.
SMC® = SAC®.

C.2. feladat. Invertaljuk a keresleti fiiggvényt: P(Q) = 2Q~/2. A monopolista
profitjia 7(Q) = P(Q)Q — TC(Q) = 2QY2 — 1 — Q?/2, melynek derivaltja 7/(Q) =
Q12 — Q) csokkens, azaz 7 konkav. m akkor maximalis, ha a derivalt nulla: Qy = 1,
PM =2 és ™ = 1/2

C.3. feladat. A monopolista probléma altalanos megoldéasa: () = a — bP, azaz
P = (a — Q)/b. Feltevés: MC = c¢. 7(Q) = P(Q)Q — TC(Q), 7'(Q) = P'(Q)Q +
P(Q) — MC = 0. Behelyettesitve: -Q/b+ (a — Q)/b = ¢, rendezve: QM = (a — bc)/2,
PM = (a — be)/2b és my = (Py — ¢)Qu. Numerikusan: a) Q; = 107, Py = 300 $,
71 =10°% — Q2 =105 P, =700 8%, 7o = 5-108 $. b) a = a; + ax = 4,24 - 107 és
b=b+by, =1,02-10°; Q = 1,10-10", P = 307,8 $ és m = 1,18-10°% < 1,5-10°$ = 71 +>.

Megjegyzés. A linearis keresleti fiiggvény rendellenessége, hogy Q1(P2) = —3 -
107 < 0! Valoszintileg ez okozza a mésik galibat is: az ardiszkriminacié megsziintetése
nem néveli a forgalmat! ¢) m7¢ = 0, P = 200 $, Q¢ = 4,24-107—1,02-10°-200 = 2,2-107.

C.4. feladat. Fejezziik ki P-t @ fiiggvényében: P = 50 — Q/2. Szamitsuk ki a két
vallalat profitjat:

(%) m1(Q1,Q2) = (P —20)Q1 = (30 — (Q1 + Q2)/2)Q:1

(%) m2(Q1,Q2) = (P —20)Q2 = (45 — (Q1 + Q2)/2)Q2.

Tegyiik fol, hogy az 1. (2.) vallalat adottnak veszi a 2. (1.) vallalat kibocsatéasat, s

fgy maximalizélja a profitjat: (*)-bol om _ 30 — Q1 — Q2/2 = 0, (**)-bol Om _
6@1 8@2

45 — @Q1/2 — Q2 = 0. Megoldva az egyenletrendszert: Q1 = 10, Q2 = 40, Q = 50.
Visszahelyettesitve a keresleti egyenletbe: P = 50 — 50/2 = 25. Behelyettesitve a
profitfiiggvényekbe: m = (25 — 20) - 10 = 50 és my = (25 — 5) - 40 = 800.
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D. Altalanos egyenstily

D.1. feladat. a) Kovécs képtelen helyettesiteni, ezért az ¢ optimumai (Y; = 2X7)
szabjak meg a szerzddési gorbét: Mivel 0 < X;,Y; < 300, a szoban forgd egyenes
0 < X7 <150, 0 <Y; <300 szakasza adja a szerzédési gorbét.

b) Mivel a kiindul6 gazdagsag nincs rajta a szerzédési gorbén, két szélss eset van:
vagy (A) K vagy (B) N mond le minden javitasrol. Ad (A) K atadja N-nek az Y;* = 100-
hoz tartozo X (Y°) = 50 folotti részt (150-et) Megoldas: X = 50, Y{* = 100. Ad (B)
N hozzaigazitja gazdagsagat K igényeihez: Y — 100-r6l lemond 200 — X} fejében.
Ennél az igazodasnal egyrészt 1:2 ardnyban cserélnek (Y2 — 100 = 2 - (200 — X B)),
mAsrészt a csere utin a szerzdési gorbére keriilnek (Y2 = 2XP). A masodik egyenletet
helyettesitsiik be az elsébe: 2XE —100 = 400—2XP. Rendezve: XP = 125 és Y}® = 250.
A szerz6dési gorbe A és B pont kozti szakasza az optimalis megoldasok gorbéje.

D.2. feladat. a) Y = ¢/X?2, (ahol ¢ egy tetszéleges allando): Y’ = ¢(—2)X 3,
amelybe behelyettesitve els§ egyenletiinket, adodik Y’ = —2Y/X. Kovacs helyettesitési
hatararanya 0-t6l végtelenig terjed, tehat az optimum belsé pont. A szerzédési gérbén
a két féel MRS-e egyenls. Mivel MRS, = 1, 2Y1/X; = 1, azaz Y7, = X1/2. Ez a
»gorbe” a 0 < X; < 50 szakaszon van a dobozban benne (0 < Y; < 100), ez tehat a
szerzGdés-gorbe.

b) Kezdetben U; = 0, tehit K akir az 6sszes Y-at atengedheti N-nek. X{* = 0,
YA = 0. N végs6 engedményét az X +Y = 100 egyenes metszi ki a szerzédési gérbébél,
(hiszen Uy = 100). A két egyenes metszéspontja X = 66,7 és Y5 = 33,3.

D.3. feladat. a) Mivel mindkét kbzombosségi gérbesereg sima, a szerz6dési gorbe a
két kozombosségi gorbsereg érintési pontjaibol all. Egyszeri transzformacioval elérhetd,
hogy 3 = 6 = 1. Irjuk 5] K kozombosségi gorbéit explicit alakban:

(%) Y =uX; ™

Derivalva és behelyettesitve: Y] = u(—a)X;* ! = —aYy/X;. Szimmetria-okbol:
Y] = (—v/6)Y2/X5. Erintésnél a két meredekség megegyezik: —aY;/X; = —7Ya/Xo.
Figyelembe véve, hogy Xo = X°— X7 és Yo = Y° —Y7, szamoléssal a kovetkezs képletet
kapjuk:

’)/leo

Y1 = .
(**) ! OéXO—OéX1+’)/X1

Konnyt belatni, hogy Y7(X1) egy olyan hiperbola, amely az Edgeworth-doboz DNy-i
és EK-i sarkan athalad. Abban a specialis esetben, amikor o = =, azaz a két egyén
hasznossagfliggvénye azonos (ekvivalens), a szerzédésgorbe a doboz emelkedd atloja.

b) Tegytik f6l, hogy a kezdeti gazdagsag nincs rajta a szerzédési gorbén, pl. alatta
van! Ekkor meg kell hatarozni e ponton atmend két kozombosségi gorbe és a szerzddési
gorbe metszéspontjait. A két metszéspont kozti szakasz az optimaélis elosztasok halmaza.
Altaldban nem lehet explicite meghatarozni a metszéspontokat, mert az (*) és a (**)
gorbe metszéspontjat meghatarozo egyenlet nem algebrai (s ha véletleniil mégis az, akkor
negyedfokinal magasabb egyenlet).

D.4. feladat. a) Mivel nincs helyettesités, az optimum az Y = 2X egyenes és az
X2 4+ Y? = 100 negyedkér metszéspontja: X2 + 4X2 = 100, X° = 2-5Y/2 = 4,46 és
Yo =4.52 =892
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b) Az optimalis kibocsatds maximalizélja a hazai termelés vilagpiaci dron mért
értékét. Lagrange-modszerrel: V(XY u) = 3X + Y + u(X? +Y? — 100). Derivalva:
Vx =3+2uX =06és Vy =14 2uY = 0. Rendezve: X = 3Y (Megjegyzés: Ugyanez
levezethet6 az TRS=3 feltételbsl.) Visszahelyettesitve a termelési hatar egyenletébe:
Y2 +9Y? =100, Y, = 10'/2 = 3,16, Xp = 9,48. A fogyaszto természetesen Y, = 2.X,
aranyban fogyaszt. Mivel X-bél (Y-bol) viszonylagos tobblete (hidnya) van, némi X-et
elad, némi Y-t vesz, 3:1 ardnyban: Y, — Y, = 3(X. —X,,). Behelyettesitve: 3,16 —2X. =
3(X. —9,48). Rendezve: X, = 6,32 és Y, = 12,64.

D.5. feladat. a) Ha az orszag kibocsatasa (E,I), akkor Ly = 2F és Ly = I. Mivel
az optimaélis esetben minden eréforrast folhasznalunk, L+ L; = 300. Behelyettesitéssel:
2E+1=300,sa FE > 0és I > 0 feltételpar mellett ez a termelési lehetGségek hatara. b)
Lagrange-feladatunk: V(E,I,u) = E?I+p(2E+1-300). Derivilva: Vg = 2EI+2u =0
és Vi = E? + = 0. Rendezve: E° = I°. (Megjegyzés: Ez az egyenlet egyébként
kozvetleniil adodik az MRT=TRS feltételbol!) Visszahelyettesitve: 2E° + E° = 300,
azaz E° = I° = 100. - Az optimalis arrendszer pgp = 2p;, a munkaértékelmélet most
alkalmazhato!

c¢) Nyilt piacon az optimaélis kibocsatas maximalizalja a vilagpiaci arakon szamitott
nemzeti jovedelmet. £+ 21 = E+2-(300—2F) = 600 —3E. Nyilvanvalo, hogy a maxi-
mumot E, = 0 és I;, = 300 kibocsatasi program adja. A fogyaszt6i haszon maximaliza-
lasédhoz kiilkereskedelemre van sziikség: Jelolje az optimalis fogyasztast E. és I, ekkor a
kiilkereskedelmi csere E. és I, — I. (E, = 0!), a cserearanyok 1:2. Az egyenértékii csere
feltétele: E. = 2(I, —I.). Maximalizdlando az U fiiggvény a cserefeltétel mellett. Behe-
lyettesitéssel: V(E.) = 4(I, — I.)*I,. Derivalva: V' =4-2(I, — I.)I. — 4(I, — I.)* = 0.
Kizarva I, = I,-t, (ti. E. nem lehet 0!) marad: 2I. = I, — I, azaz I. = I,/3 = 100, és
E.=2-(300 — 100) = 400.

D.6. feladat. a) A) A célfiiggvény természeténél fogva az optimum a termelési
hataron helyezkedik el: X3 + 4Y2 — 400 = 0. Oldjuk meg a feladatot a Lagrange-
modszerrel! A Lagrange-fiiggvény Va (Xa,Ya) = XaYa +u(X3 +4Y2—400). Derivalva:

oV, aV,
A YA +2uXa = 0 és SrA XA + 8uYa = 0, rendezve: Yp = —2uXa és
(9XA aYA
Xa = —8uYa. Up alakja miatt kizdrhatjuk a nulla-megoldasokat. Osszuk el a két

egyenletet egyméassal: X, = 2Ya. Visszahelyettesitve a hatarfeltételbe: 5Y2 = 400,
azaz Y = 10/21/2 = 7,07 és X = 10-2'/2 = 14,14.

B) Az el6z6 pont gondolata szerint B orszag hatarfeltétele Xg + Yg = 100. A B
orszag céljai kozt nincs helyettesités: Y = 4Xg. Az optimum: X3 = 20 és Y3 = 80.

b) Szabad kiilkapcsolatok esetén a két orszag bels6 optimumaban azonos a ter-
melési transzformacié aranya. Mivel B-ben TRS azonosan 1 (ez a nagy orszdg felte-
vésének legegyszeriibb modellezése!), meg kell keresniink azt a pontot, ahol TRS, is
1. Ya = (400 — X3%)1/2/2, derivilva: TRSA = —Yx = Xa/2(400 — X3)¥/2, amelybe
visszahelyettesitve a hatarfeltételt, TRSy = Xa/4Ys adodik. Tehat X = 4Y,, ame-
lyet behelyettesitve a hatarfeltételbe 16Y2 + 4Y2 = 400, azaz Y = 2 - 51/2 = 4,46
és Xh = 8- 51/2 = 17,64 termelési optimum adodik. Elfajultsag miatt B termelési
optimumat egyelére nem hatarozzuk meg. Mindenesetre tudjuk, hogy a csere aranyai
1:1.

c¢) Ratériink fogyasztasi optimumok kiszamitasara:

A) Legyen E az A exportja és a vele egyez$ importja: Ekkor X} = X§ — F

44



és YV = Y5 + E a fogyasztasi optimum, amely U(E) = (X§ — E)(Y5 + E) fiiggvény
maximumhelye. Ezt az U'(F) = 0 egyenlet megoldasa adja: E° = (X§+YS)/2 = 3-5'/2,
Tehat Xk =YP =5-5Y2 = 11,15.

B) B orszag semmit sem nyer a nyitassal, mert termelési alternativai kozti tokéletes
helyettesités miatt mar eleve optimalis a fogyasztasa: X5 = X3 és Y§ = Y. Ehhez
igazodik a kibocsatas: Xj = X§ — E ¢és Y} = Y§ + E, (feltéve, hogy elég nagy a
kibocséatas ahhoz, hogy az alkalmazkodés végbemehessen!)

D.7. feladat. Egyiittéls nemzedékek. a) co + R'ci =wo+ R 'w =W, ¢ =
W/(l + ﬁ), C1 = 6R60.

b) S(R) = v(wy — ¢p) + (w1 — c1) = 0.

c¢) Beszorozva az egyéni koltségvetési feltételt R-rel, majd kivonva belgle a tarsa-
dalmi megtakaritasi feltételt: (v — R)(wo — ¢g). Tipikusan Ry = v vagy

wo + R~ 1w,
— =y = wp.
113 0 0

Rendezve: Ry = w1 /(fwoy).
E. Gyakorlati kérdések

E.1. feladat. A tartozkodasi id6 korlatozasa miatt menettérti repiilGjegyet fGleg
a turistdk vehetik meg, mig az egyiranya jegyeket elsGsorban az iizletemberek veszik
meg. Az el6bbiek kereslete jobban fligg az artél, mint az utobbiaké; ezért az egyiittes
profitmaximumot kettés arral lehet elérni: rugalmas kereslet - olcsé jegy; rugalmatlan
kereslet - draga jegy.

E.2. feladat. Az oligopol-elmélettel. Az arkartell igyekszik a kinalat korlatozasa-
val monopol-profitot elérni, amelyet adott szabaly szerint oszt el a résztvevék kozott.
Azonban nagy a kisértés, hogy az egyes tagok megszegjék a megallapodéast, feltéve, hogy
a tobbiek betartjak a szerz6dést: a tobblettermels egyediil alig rontja a piacot, viszont
joval tobb a bevétele. Persze ha sokan engednek a kisértésnek, versenyhelyzet alakul ki:
tultermelés és aresés.

E.3. feladat. A nagycsaladosok (N) lakbérre fordithaté jovedelme megnéne, a
kiscsaladosoké (K) csokkenne. Egyes N-ek kisebb lakdsba mennének, egyes K-k nagyobb
lakdsba mennének. Egyenletesebb lenne a lakaskihasznélas. (Bonyolitja a helyzetet a
maganlakasok piacanak hatasa.)

E.4. feladat. Tobb ok van, tehat tobb jo6 magyarazat: (i) A maganiparban na-
gyobb a (hatar)termelékenység, tehat magasabb bér fizethets. (ii) Forditott dsszefiiggés
is érvényesiil: magasabb bér nagyobb termelékenységli munkasokat vonz, és nagyobb
termelékenységre 0sztonoz. (iii) Az allami ipar magas araibol fizetik a szocialis kiada-
sok egy részét, ez a magénipart nem terheli. (Ezért is kellett 1988-ban az j adorendszer
bevezetésével csokkenteni a vallalatok adoterheit.)

E.5. feladat. Kozlizemek (gaz, viz, tomegkozlekedés, telefon, stb), amelyek a
méretgazdasaguk miatt olcsobban szolgaljak ki a fogyasztot, mint az egymassal versengé
vallalatok.

E.6. feladat. Taxi és a mezdgazdasag. New Yorkban a taxik szama korlatozott,
és egy taxi engedély beszerzése kb 60 ezer $. Az USA-ban a farmer pénzt kap, ha nem
veti be foldje egy részét.
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M. Matematikai fiiggelék

M.1. feladat. Sziikségiink lesz a matrix masodfoki karakterisztikus polinomjara:

(M.1) P(A\) =A% —wh + 9,
ahol
(M2) w=trM = mi1 + Moo és ¥ =det M = mMi11Mog — M12M21.

Feltevésiink szerint my1,moe > 0, M irreducibilitdsa miatt mis,me; > 0. a) Ahhoz,
hogy legyen pozitiv sajatérték, az sziikséges, hogy mindkét sajatérték valos legyen.
Ellenérizni kell, hogy w? > 44 teljesiil-e. Igen, mert (M.2)-t behelyettesitve a feltételbe,
rendezéssel (M1 — mag)? + 4miama; > 0 adodik. Mivel a két sajatérték dsszege (—w)
nem negativ, és a diszkriminans pozitiv; van pozitiv sajatérték, amely (egy) dominéans
sajatérteék.

b) A sajatérték-egyenletet rendezve: (A — mqy1)x; = mi28a, (A — mag)Te = Mo xa.
Osszeszorozva és x11y # 0-val egyszertisitve: (A — myy)(\ — ma) = miamy > 0.
Tegyiik fol, hogy mi1 > mos. Ekkor Ay < mago < mq; < A;. Dominédns pozitiv
gyokhoz tartozo sajatvektorra: sy 1/s2.1 = miz2/(A1 —mi1) > 0. A masik sajatvektorra:
$1,2/52,2 = miz/(A2 —mq1) < 0.

¢) Mivel a diszkriminéans pozitiv, a két sajatérték kiilonbo6zo.

d) 2p(M) = m11+maz++/(mi1 — maa)? + dmiamar, azaz p(M) novekvs fiiggvénye
mig-nek és moi-nek. A négyzetgyok-fiiggvény konkavitasa miatt a 0 < mq; < moo
intervallumban my; névekedésével parhuzamosan a diszkriminans lassabban ng, mint
|m11 - m22|-

e) Sziikséglink lesz a P(\) = (A—mq1)(A—mag)—mi2ma; karakteriszikus polinomra.
Az adjungalt méatrix segitségével az (I — M) inverze a kovetkezGképpen fejezhets ki:

1-m m
I_M—lzp_l—l 22 12 )
I G

Ha M stabil, akkor P(1) > 0. A fentiek szerint m;; < \; < 1, tehat (I — M)~ > 0.
K. Ko6zgazdasagi fiiggelék

K.1. feladat. Nem, mert a nagy szamok torvénye szerint minden befizetett Ft-
janak csak egy toredékét kapna vissza. (A tObbi, par milli6 résztvevstdl esetleg meg-
szerzett haszon elhanyagolhato!)

K.2. feladat. Behelyettesitéssel.

K.3. feladat. a) A maximalis biztositasi Osszeg azt jelenti, hogy a biztositatlan
fogyasztd varhatdé haszna megegyezik a biztositottéval. Képletben: teljes biztositas:
pU(w—c)+qU (w) = U(w—Db), részleges biztositas: pU(w—c)+qU(w) = pU(w—c+qk)+
qU (w — pk). Kockazatkeriils magatartas esetén U konkév, tehat van kiegyenlits b, és by
dij. b) Numerikusan: (i) 0,03-0,5'/240,97-1,5'/2 = (1,5—b)'/2,1,20922 = 1,4621 = 1,5—
b, azaz b, = 0,0378 mFt=37,8 eFt. (ii): 1,2092 = 0,03 - (1,4 — by,)"/2 +0,97- (1,5 — by,)'/?
Rendezve: b, = 0,0359 mFt=35,9 eF't.
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