FELADATMEGOLDASOK AZ A2 (VBK) TARGY HALLGATOI SZAMARA
2022/23 /tavasz, 2. hét

1. Szamitsuk ki a megadott matrixok rangjat, valamint az A, B, C' matrixok inverzét, ha létezik.
A tanult modszerek koziil hasznaljunk minél tobbet.

1 2 3 1 2 3 1298
A:E?]B:fz45 ci=12 5 5 D:B8§'?}E%:3434
35 6 36 9 98 1 2

Megoldas A rangok kiszamitasahoz sor- és oszlopmiveleteket hasznalunk.

(32D D=0 5])-2

1 2 3 1 2 3 1 2 3
r(B)=r 2 5 =r 0 0 —1 =r 0 -1 -3 =
356 0 —1 —3 0 0 —1
1 0 0
—r{lo0o =1 of]|=3
0 0 —1
12 3 12 3 100
r(C)=r 2 55 =r 01 —1 =r 010 =2
369 00 0 00 0
107 —1 10 7 —1 10 00
T@U_T<{2o 7 5})_r<{oo 7 7})_T({00 —70})‘2
1298 1 2 9 8 12 9 8
rB)=r|]3 43 4]])=r|]l0 -2 24 —20||=r[]011210]]=
9 8 1 2 0 —10 —80 —70 01 8 7
12 9 8 10 00
—rllo0o1 12 10|]l=r(]l01 00 —3
00 —4 —3 00 —4 0

Minthogy egy négyzetes matrixnak pontosan akkor van inverze, ha a determininsa nem
nulla, azaz a rangja maximalis, a feladatban szerepl¢ harom négyzetes matrix koziil A és
B invertalhato, C' nem. Ebbd6l A inverzét adjungalttal, B inverzét sormiveletekkel hatarozzuk
meg. Az els6hoz az eldjeles aldeterminansok Ay, =5, Ajg = —7, Ay = —2 és Ayy = 1. Igy az

adjungalt:
T
. 5 —7 5 =2
adJA—[_2 1] _{_7 1}.

Méasrészt det A=1-5—7-2 = —9. Tehat az inverze

1 1 _5 2
A = adj A = { 29 }
det A 3 9
Most meghatarozzuk B inverzét:
12 3/1 00 12 3] 100 1 2 0(-5 30
245/010|—-(0 O0-1{-210}—-]10 0-=-1({-2 10]|=—=
35 6/0 01 0 -1 -3|-3 0 1 0 -1 0] 3 =31
1 0 0|1 =3 2 100 1 -3 2
-0 01|12 -1 0| —=|010 -3 3 -1
0 -1 03 =3 1 001 2 -1 0



1 -3 2

Tehat B~1 = | -3 3 -1
2 —1 0
_9 4
. Legyen a = [ 4 } és b = 3 |. Oldjuk meg az 1. feladatbeli A és B matrixokkal az
—2

AZ = d és BT = b egyenletrendszert (egyiket Gauss-eliminacioval, méasikat az inverz métrix
modszerével)

Megoldas Az els6 egyenletet az inverz matrix modszerével oldjuk meg. Az AY = a
egyenletb6l A~ AT = A~'d, azaz ¥ = A~'d. Tehat

=)

ABZ = b meghatarozta egyenletrendszer kib&vitett méatrixara alkalmazzuk a Gauss-
eliminaciot:
1 2 3| 4 1 2 3 4 1 0 -3|-24 1 0 0]-9
245 3|—-]1]0 0 -1 -5|—-1]0 -1 =3|-4(—=>|(0 -1 0] 1
3 5 6|2 0 -1 -3|-14 0 0 —1| =5 0 0 —1|-5
x
Ebb6l a ¥ = | y | jelolést hasznalva a kapott egyenletek x = —9, —y =1 és —z = —5. Tehéat
z
-9
r=| —1
5
. Hany fiiggetlen vektor valaszthato ki koziiliik? Mennyi a generélt altér dimenzioja?
S MR
a) O, —-11,|7 b)™ , , ,
6 3 - 0 2 2 2
1 1 0 1

Megoldas Mindkét kérdésre azon matrix rangja a valasz, melynek oszlopai a megadott
vektorok.

a)

2 17 9 1 7 2 10 2 00
rllo =1 7 l=rl0 =1 7||l=r{l0 =10|]l=r[]l0-10]]=3
6 3 7 0 0 —14 0 0 1 0 0 1
b)
1 2 10 1 2 10 100 0
2 -1 -3 5| 0 -5 =5 5 || 011 —1|]|_
"[1o 2 22 1o 2 22 1011 1
1 1 01 0 -1 —1 1 011 —1
100 0 1000
B 011 —1]|]| 0100]|]|_,
“"1looo 2] "(looo0 2 -
000 0 0000



4. Oldjuk meg az Ax =b egyenletrendszert Gauss-eliminacioval! Mi A rangja?
L L1 [ 1z oa]
a) A= 14 5| b= |6 b)A= |4 4 5| b= |6 et A= b=
78 9 778 10 9 1011 12
13 14 15 16
Megoldas a) Legyen ¥ = { z ]
1 113 11 3 10 9
4 5|6 | —>101] —6|—=1]0 1[-6
7 819 0 1|-12 0 0|—6
Mivel az utolsd sornak megfelel§ egyenlet 0 - x + 0 -y = —6, az egyenletrendszernek nincs
megoldésa. Az alapmatrix rangja 2.
x
b) Legyen ¥ = | y
R
11 2] 3 11 2 3 11 2| 3
4 45/6|—-100 -3, 6|—=[00 —-3|—6
77 8110 0 0 —6|—11 00 0] 1

Az utols6 sor egy lehetetlen feltételt ad, igy az egyenletrendszernek nincs megoldasa. Az
alapmatrix rangja 2.

x
¢) Legyen ¥ = | y
2z
1 1 2 3| 4 1 2 314
5 4 4 4| 4 _ 1 1 1|1 _
9 10 11 12 8 &8 8| 8 1 1 11
13 14 15|16 12 12 12|12 1 1 1)1
01 2|3 01 21 3
. 1 1 11 _ 1 0 —1]-2
0 0 0|0 0 0 0| O
0 0 0|0 0 0 0| O

A kinulldzast” nem lehet tovabb folytatni. Jelen esetben a 3. oszlopot nem sikeriilt nullazni.
Ez azt jelenti, hogy a z szabadon valaszthato paraméter segitségével irhatoak fel x és y értékei.
Az egyenletek: y+ 22 =3 és v — 2z = —2, amib6l y = 3 — 2z és * = z — 2. Tehat végtelen sok

z—2
megoldasunk van, melyek ¥ = | 3 — 2z |, ahol z € R szabadon valaszthatd paraméter. Az
z
alapmatrix rangja 2.
Hogyan kell o, 5-t megvalasztani, hogy az egyenletrend- —y+2z = 3
szernek ne legyen megoldasa? H&t hogy végtelen sok r+3y = B
megoldésa legyen? —2z4+ay+z = 0

Megoldas Egy linearis egyenletrendszernek akkor van megoldasa, ha az A egyiitthato-
matrixanak rangja megegyezik az A, kibGvitett matrixanak rangjaval. Ha ezen feliill mindkét



rang megegyezik az ismeretlenek szamaval, akkor egyetlen egy megoldas van. Kiszamoljuk a
két matrix rangjat.

0 -1 2|3 0 -1 2| 3 0 -1 2| 3
r 1 308 |=r]1 30/ 8]l=r|]1 00l o0f]=
2 a 1]0 0 a+6 128 0 a+6 1|28
0 —2a—13 0|3—48 0 2a+13 0]48—3
=r| |1 0 0 ol |l=r|]1 00 0
0 a+6 1 283 0 0 1 0

Most esetekre bontéassal megkapjuk a végeredményt. Ha o # —173, akkor 45 — 3 kinullazhato,
¢s r(A) = r(A,) = 3. Tehat ebben az esetben pontosan egy megoldds van. Ha o = —£ ¢s
B # 3, akkor r(A) =2 < r(A,) = 3, tehat nem létezik megoldas. Ha o = —2 és 8 = 3, akkor
r(A) = r(4) = 2, tehat végtelen sok megoldas van (egy szabad paraméterrel).

1 2 5 0 1
6" Legyen A= |—-3 2 1|,b= |8]|, 7= |z2|. Hogyan valasszuk meg az « és [ paraméterek
a 21 15} T3

értékét ugy, hogy az Ax = b egyenletnek egyértelmt megoldasa legyen; végtelen sok megoldasa
legyen; illetve ne legyen megoldéasa?

Megoldas Az el6z6 feladat modszerét alkalmazzuk.

1 2 5|0 12 5|0 02 0 0
r -3 2 1|8 =r -4 0 —418 =r 10 1|-2 =
a 2 1|8 a—1 0 —4|p a—1 0 —4|
010 0 010 0
=r 1 01 —2 =r 0 01 0 =
a+3 0 0|5-8 a+3 0 0|5—-8

Most, ha o # —3, akkor az A egyiitthato- és az A, kibdvitett matrixok rangjaira r(A) =
r(Ap) = 3, tehat egyértelmiien létezik megoldas. Ha o = —3 és § # 8, akkor r(A) = 2 <
r(Ap) = 3, azaz nincs megoldas. Ha a = —3 és § = 8, akkor r(A) = r(A,) = 2, vagyis végtelen
sok megoldas van.



