FELADATMEGOLDASOK AZ A2 (VBK) TARGY HALLGATOI SZAMARA
2022/23 /tavasz, 8. hét

1. Szamoljuk ki a kévetkez6 hatarértékeket:
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Megoldas a) A megadott fiiggvény folytonos (0, 0)-ban, igy ( l)irrzoo
'1:7y % b

b) Hasonloan adédik, h lim Sz — sinf _ ()
) Hasonl6an adodik, hogy (x,y)lin(o,o) cosy  cosO

¢) Vegyiik észre, hogy ha (z,y) — (0,0), akkor (z2y) — 0, tehat  lim  S2&%) — Jjy sint — 1,

(y)=(00) TV 50 !
Méasrészt, lim %5 =lim —%5 = 0. Tehat lim % = lim bmgﬂ Yo =90
(2,9)=(0,0) “O%Y7 y—0 Y (@)= (0,0) VT (@)= (00) Y 8V
d) Mivel (z,y) — (0,3) esetén zy — 0, most “ yl)igéo ) sinwy) — 1 alkalmazasaval kapjuk, hogy
lim S22y —1.3 =3,

(z,y)—(0,3) Y

e) Vegyiik észre, hogy tetszbleges (r,y) € R? esetén ‘sin@ 1. Maésrészt,

mivel az arctg(zy) fliggvény mindenhol folytonos, igy ( l)iH%oo) arctg(zy) = 0. Igy az
x7y_> b

arctg(zry) - sin < Jarctg(zy)| egyenlGtlenség és a rendér-elv alkalmazéaséval az adodik,

ho li arct -sin 51— = 0.

8y, hn | ar g(xy) - sin 74
f) Teszteljiik, hogy ha kiilonb6z6 utvonalon kozelitjiik meg az (z,y) ponttal az origot, akkor a
fiiggvényértékek hatarértéke ugyanaz lesz-e.

lim lim = = lim 0 = 0
y—0 z—0 Yy y—0

és
T

lim lim — = lim z lim —.

z—0 y—0 Yy z—0 y—0 Yy
Vegyiik észre, hogy lim 1 =o0o0és lim 1 = —oo, tehat nem létezik a kétvaltozos hatarérték.

y—0+0 Y y—0—0Y
g) Most
x z
lim lim ——Y = lim lim ——2 =0

z—0y—0 21‘2 —+ 2y2 o y—02x—0 2332 =+ 2y2 e

tehat lehet, hogy létezik a hatarérték. Kozelitsilk meg az origdt az y = max egyenes mentén.

Ekkor
x - (mzx) _ m m

Jim — ) _ ,
o0 227 2(max)? Po02 4 2m2 2+ 2m?

Mivel a végeredmény nem fiiggetlen m értékétsl, a hatarérték nem létezik.
h) Az el6z6 feladathoz hasonlé modszert alkalmazunk:

o 3zy? o 3zy?
lim lim ———— = lim lim ————— =0,
a—0y—0 202 + 292 2—0y—0 222 + 22



azaz lehet, hogy létezik a hatarérték, melynek értéke 0. Az y = max megfeleltetésnél:

3m3xt . 3mla?

m-—— = =0
0 222 + 2m2x2 ’

= lim ——
z—0 2 4+ 2m>2
azaz tovabbra is lehet, hogy létezik a hatarérték. FEllen6rizziik, hogy tényleg létezik-e a

hatarérték. Minthogy

3 2

3y
202 + 2y

3ry
2

ami tart nulldhoz, ha (z,y) — (0,0) (azaz ha xy — 0). Tehat a rendér-elv alapjan a hatarérték

létezik, és értéke 0.

. T 2

i) Most az | 5745~

j) Ebben az esetben:

3ry Y
2 x4y

Y

< |x| becslés alkalmazasaval adodik, hogy a hatéarérték létezik, és értéke 0.

o 3x 45y 32 3
lim lim ——— = lim — = —,
z—0 y—0 2,]]2 —+ y2 x—0 2,]32 2
és
.. 32 45y* by
lim lim —— = lim — =5,
y—0z—0 272 + y2 y—0 y2
tehat nem létezik a hatarérték.
k) Alkalmas atalakitasokkal
. z? + 2zy + y? . (z +y)? . r+y 2-2
lim —— = lim = lim = =0,
(@y)—(2-2) X2 —y @y—2-2) (r+y)(r—y) @y-e-2T-—Yy 2+2

tehat a hatarérték létezik, és értéke 0.
1) A j) feladat megoldasahoz hasonléan adodik, hogy a hatarérték nem létezik.

U ha (x,y) # (0,0)

. Legyen f(z,y) = { Azt 7yt . Mely pontokban folytonos f7

0, egyébként

Megoldas Az origo kivételével f folytonos. Szamoljuk ki a hatarértékét, az origoban. Ha
y = max, akkor

. 32%(mx)? , 3m2xt 3m?

lim —————— = lim = :
v—=0 4ot + T(max)t  2—0 24 (4 +Tm) 4+ Tmd

Mivel a végeredmény fiigg m értékétsl, f-nek nem létezik (0,0)-ban hatarértéke, tehat itt nem
is folytonos.

arctg -+, ha (z,y) # (0,0
. Legyen f(z,y) = Cw2+y2 egyf’ebké)nt (0,0)

pontban folytonos legyen!

. Adjuk meg c értékét gy, hogy f minden

Megoldas A fiiggvény az origo kivételével minden pontban folytonos. Az origbban pontosan
akkor folytonos, ha itt van hatarértéke, és ez megegyezik c értékével. Szamoljuk ki a fiiggvény
hatarértékeét a (0,0) pontban. Vegyiik észre, hogy ha (z,y) — (0,0), akkor 2% +y*> — 0, igy az
2% + y? > 0 egyenl6tlenség miatt ekkor 12—41ry2 — 00. Mivel tlg?o arctgt = 7, azt kapjuk, hogy

lim T = I ¢és a fliggvény ¢ = T esetén lesz folytonos.
o (070)f( Y) =5, ggvény 5 z foly



4. Tovabbi gyakorl6 feladatok:

_ 2 23y

a) lm ——YL -2 b lim — =7 ¢ lim =2

(2,y)—(0,0) T3 — y (z,9)—(0,0) y(T + y) (z.y)—(2,1) 1 + 222 4 3y

1 4 3

d)  lim =7 e)  lim IO, f)  lim (32% + 49?) arctg R

(zy)—(1,1) x — Yy (z,)—(0,0) 22 + 8y (z,y)—(0,0) Y

2 o3 2 2 &3 2 5,3

9 hm DWW, o S, L O,

(z,9)—(0,0) T2+ Y (z.9)—(0,0) 2x* + dy (x,9)—(0,0) 228 + yB

Megoldas a) Elgszor megvizsgaljuk, hogy létezhet-e a hatarérték.

. . T —
lim lim
y—0z—0 ° — Yy y—0 -y

MaAsrészt

. . xr —
lim lim
z—0y—0 x?’ -y z—0 1‘3

A kapott értékek kiilonboznek, igy nem létezik a hatarérték.
b) Az y = mx egyenes mentén vizsgalva
x? 1

li = .
230 mz(x +mz)  m(l+m)

A végeredmény m-t6l fiigg, igy nem létezik a hatarérték.

. . . . 612731{ _ et _ e
¢) A megadott fiiggvény folytonos (2, 1)-ben igy (x’yl)gr%m) T =13 = 13
d) Most lim lim -1~ = lim ﬁ Minthogy ennek a fiiggvénynek a baloldali hatarértéke oo,

z—=1ly—1 7Y r—1
jobboldali hatarértéke —oo, a kétvaltozds hatarérték nem létezik.

e) Az a) feladat megoldasahoz hasonloan levezethetd, hogy a hatarérték nem létezik.
f) Vegyiik észre, hogy tetszéleges t € R esetén |arctgt| < 7. Tehat ’(31’2 + 4y?) arctg 7| <

Z - |(32® +4y*)|. Minthogy (z,y) — (0,0) esetén 32> + 4y> — 0, a rendér-elv alapjan a
hatarérték létezik, és értéke 0.

22 sin
m2+y22y

g) Most alkalmazhatjuk a < |sin2y| becslést. A rendér-elv alapjan a hatarérték

létezik, és értéke 0.
h) A g) rész gondolatmenetével ugyanazt az eredményt kapjuk.
i) Az origot az y = ma egyenes mentén kozelitve

1'5 : m3x3 m5

}:1—% 208 + m8x8 24 m8’

A végeredmény fiigg m-t6l, igy a hatarérték nem létezik.

4 2 2
5. Legyen f(z,y) = %’ ha (:L’,y) 7 (0,0)
0, egyébként
barmely egyenes mentén felvéve egy origbhoz tarté pontsorozatot, az ezekhez tartozo
fiiggvényértékek sorozatdnak mindig ugyanaz a hatarértéke. Vizsgaljuk meg a fliggvényértékek
sorozatanak hatarértékét akkor is, ha az y = 22 egyenlet parabolan kozelitiink az origohoz.

Van-e a fiiggvénynek hatarértéke az origoban?

Mutassuk meg, hogy az origén atmend

Megoldas Ha a pontsorozat elemei rajta vannak az y = mx, m € R egyenesen, akkor

2+ 2?2 ma+ (mx)? . 2?4 ma+m?
lim = lim =1,
z—0 xt + (max)? =0 12+ m?2




ami fiiggetlen m-t6l. Masrészt, ha a pontok az egyetlen, a fenti forméban fel nem irhaté z = 0
egyenesen vannak, akkor:
0402y 42
lim =

1.
y—=0 0t 492

Ezzel igazoltuk az elsé allitast. Ha a pontsorozat elemei az y = x? parabolan vannak, akkor

ot a4+ (2?3
lim 5 257&1.

x—0 aj4 + (1'2)

Tehat az atviteli-elv alapjan a fiiggvénynek nincs hatarértéke (0, 0)-ban.



