Szimplex fedése gombokkel

— diplomamunka kivonat —
Cziraki Tamas

A diplomamunkamban szimplexek gombokkel valo lefedhetdségét vizsgalom. Ez a
kérdés, mint oly sok masik, egy alkalmazasi teriiletrsl szarmazik. Az [1] cikkben egy keve-
rési feladatot akarnak megoldani, melynek feltételei kozt kvadratikus egyenlGtlenségek is
szerepelnek. A feladat megoldéséara egy korlatozas és szétvalasztéas (Branch-and-Bound)
algoritmus sziiletett. Az algoritmus a nyersanyagok altal meghatarozott szimplexbdl in-
dul ki, s minden 1j részfeladat egy — a kiindulé szimplexnél kisebb — S szimplexen valo
vizsgalodast jelent. A szimplexen végrehajtando vizsgalat egy 1épése az adott részfeladat
megengedettségi vizsgalata. A h;(x) kvadratikus feltételek megengedettségi vizsgalatanal
a h;(x) feltételek atirhatok v; koézépponti B; gémbokké, ahol v; az éppen vizsgalt szimp-
lex csticsait jeloli. A B; gombok sugarait az [1] cikk 1. és 2. tétele alapjan a kovetkezd

képlet definialja
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negativ sajatértéke. Valamint I';(S) = maxyeg Hth (v) — , mely lényegében a

h;(x) figgvény Lipschitz-konstansanak becslése.

A fentiek alapjan a [2] cikk megfogalmazasat kovetve a szimplex lefedési feladat,
roviden SC (simplex covering) feladat, a kovetkezs. Adott az m dimenzids térben egy n
pontbol allo S szimplex, amelynek csicsait jelolje vy, v, ..., v,. Minden v; cstcs egyben
egy r; sugara B; gobmb kozéppontja is. Az alapfeladatban azt vizsgaljuk, hogy a B; gdbmbdk

uni6ja mikor fedi le az egész S szimplexet. Formalisan igaz-e, hogy

Vx € S, X € UiBi7 (1)



vagy masképp fogalmazva

Az (1) és a (2) képletekben megfogalmazott feladat helyett egy vele ekvivalens opti-
malizélasi feladatot oldunk meg, melyet SCO (simplex covering optimization) feladatnak

neveziink [2]. Ez a kovetkezd fliggvényre épit:

p(x) = min {|jx — vi[|* — 7'} = min {d,(x, v:)},

ahol d,(x,v;) = ||x — v;||* — r? jeloléssel éliink. Ha x € B; valamely i-re, akkor és csak

akkor ¢(x) < 0, igy az ekvivalens feladat
Vx €S, ¢(x)<0.

Am elég csak a

® = max p(x). (3)

x€S
maximalizalast megoldani. Ugyanis, ha & > 0, akkor a szimplexet nem fedi le a csticsaiban
elhelyezett gombok unidja, viszont & < 0 esetén igen.

Megjegyezziik, hogy a ¢ fiiggvény szoros kapcsolatban all a Voronoi diagram egyik
lehetséges altalanositasaval, az tigynevezett erédiagrammal (power diagram). Osszefogla-
l6an elmondhatjuk, hogy a Voronoi diagram és az erédiagram is, a p; pontok egy hal-
mazara olyan D(p;)-vel (erédiagram esetén D,(p;)-vel) jelolt tartomanyokra bontja a
teret, ahol egy adott tartomanyba azon pontok esnek, melyek kozelebb vannak p;-hez,
mint barmelyik masik p;, j # ¢ ponthoz [2|. Adott az ugynevezett erdfiiggvény (power dis-
I

tance), dy(x, p;) = ||[x — pi||* —w(p;), ahol w(p;) a p; ponthoz tartozo sily. A szamunkra

lényeges definiciok a kovetkezdsk.
1.4. Definicié6.
ILj :={x € R" : dp(x, pi) = dp(x, p;)}
a pi €s p; pontokhoz tartozo erdsik.
Dy(pi) = [ Hp(pispy) = {x € R" : dp(x, i) < dp(x, ), Vi # i}
p]'GS, .77&@
a pi ponthoz tartozo erdcella, ahol H,(p;,p;) a Il;; erdsik dltal meghatdrozott p;-t tar-

talmazo féltér. A D,(p;) hatdrdt alkoto erdsik részt lényeges erdsik résznek nevezzik és

I1;-vel jeloljiik.



A kapcsolat nyilvanvalo, hisz az SC feladatban az itteni p; pontoknak a szimplex csticsait
feleltethetjitk meg, mig a w(p;) stlyok a B; gdmbok sugarainak a négyzete. A d,(x, p;)
tavolsag fliggvények minimuma pedig a ¢ fiiggvény.

A [2] cikkben mar vizsgaltak az SCO feladatot. Az ott kapott eredmények a kovetkezsk.
2.1. Lemma. [2] Az x* pontra igaz, hogy X* € argmax, g p(x) ¢ int(S) N U;D,(v;).

Vagyis ha S egy x* bels6 pontjaban kapjuk meg az optimum értéket, akkor az rajta kell
legyen egy erGeella hatarén, azaz x* € ﬁij valamely i-re és j-re. Legyen x* a (3) feladat
optimum pontja és x* € S. Ekkor x* elgall a v; csiicsok konvex kombinacidjaként, azaz

x* = Va. Ebben az esetben az optimalitas egy sziikséges feltétele a kovetkezs.

2.1. Tétel. [2]| Tekintsiik azt az SCO feladatot, melyre S szimplex csicsai vy, Va, ..., Vy,
a v; csucshoz tartozo gomb pedig B;. Legyen x* = Va belsé maximum pontja az SCO
feladatnak. Ekkor

dy(x*,v1) =dp(x*,vy), 1=2,3,...,n, (4)

azaz minden dy(x,v;) erdfigguény ugyanazt az értéket veszi fel az x* pontban.

Azokat a pontokat, amelyek eleget tesznek a (4) egyenletnek @-pontoknak nevezziik.
Vagyis egy lehetséges megoldasa a (3) feladatnak, ha megkeressiik a (4)-nek eleget tevd
pontot — ehhez egy linearis egyenletrendszert kell megoldani — és megvizsgaljuk a 6-
pontbeli ¢ értéket. A |2]| cikkben arra is taldlhato eredmény, hogy ha a #-pont kiviilre
esik és p(0) < 0, akkor a szimplex fedett. Arra az esetre amikor a #-pont kiils6 pont és
©(0) > 0 egy sejtéssel alltak eld: ilyenkor az optimalis megoldas a #-ponthoz legkozelebb
es6 C oldalon taladlhato. A sejtést sikeresen bizonyitottam, a preciz megfogalmazasa a
diplomamunka 3.1. tétele.

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy a # = Va felirasban aq, s, . . ., ag
>0 6 Qi1 Qgro,- .-,y < 0, ahol (1 < k < m). Ekkor a #-ponthoz legkézelebbi oldal
C = conv(vy,va,...,vy). Ez azt jelenti, hogy x* = Va felirdsban az a1 = apya =

- = a, = 0. Igy a (3) feladatot felirhatjuk, mint egy k¥ — 1 dimenziés feladatot a

kovetkezdképpen.

xeC

k
® = max p(x) = max {90(\707) : Zai =1, & 20, W} ; (5)



ahol V a V métrix elsé k oszlopabol és & az a vektor elsé k elemébdl all. Az (5)
feladat atirhatdé a kovetkezSképp, melynek ekvivalencidjat a 3.2. tételben lattam be.
A Vi1, Viio,..., Vv, pontokat merélegesen vetitsiik le I' sikjara, ekkor az 1j pontok
Vi = vi+P(v;—vy) és hozzatartozo sugarak 72 = r2 — ||¥; — v;||. Igy a feladat: adott a C
oldal k£ darab cstcspontja, mely kozéppontja az 7; sugara B gébmboknek, 1 = 1,2... k,
valamint rajtuk kiviil még n—k darab masik B, gomb kozéppontja, melyek sugara 7;. A fe-
ladatban azt vizsgaljuk vajon C' fedett-e a gdbmbok altal. Ezt SCO¢ feladatnak neveztem.

Az SCO¢ feladat megoldésahoz sziikség volt a 2.1. lemma altalanositasaira. Méghozza,
hogy tudjuk kezelni az SCO¢ feladattal jaré plusz pontok meglétét, valamint azt az esetet,
ha x* hatarpont. Ezek a diplomamunka 3.1. lemmaja, valamint a 3.2. fejezet két lemmaéja.

Az SCO¢ feladat megoldéasaval kapcsolatos elsd tétel a kovetkezs.

3.3. Tétel. Adott a sikon egy szimplex, melynek csiucsathoz tartozo kiorék sugarainak
négyzete r3, r3 és ra. Tegyiik fel, hogy ezen kirdk O-pontja a szimplexen kiviilre esik és
a korok unioja nem fedi. Ekkor a 6-pontnak a legkézelebbi oldalra esd, az erdegyenes
mentén tortént vetiiletei rendre megegyeznek az SCO¢ feladatban szdmolt erdpontokkal.

Tovdbbd ha az SCO feladat optimdlis megolddsa, xX*, nem csucspont, de hatdrpont, akkor

X* megegyezik ezen pontok valamelyikével.

Mivel ez csupan a sikbeli esetre oldja meg a feladatot, ezért a kévetkezSkben éltaldno-
sabban vizsgaltam a kérdést, igy sziiletett a kovetkezd tétel, mely a diplomamunka 3.4.
tételének erdsebb valtozata. Azonban még el6tte fontos megjegyezni, hogy az SCO feladat-
tal ellentétben az SCO¢ feladatban tébb f-pontot is meg tudunk hatarozni. Lényeges 6-

pontnak nevezziik ezek kozil azokat, amelyeknél a ¢ fiiggvény értéke megegyezik @i, 4, i,

fiiggvény értekével, ahol ¢;, 4y i\ (X) 1= minker, ,, . {dp(X,v)), j=1i1,i2,... i}, és
Ty gy = CONV (Vi Vig s ooy Vi Oy o) €8 0y 4o i Vi, Vig, - . ., V;, pontok alapjan sza-
molt f-pont.

3.5. Tétel. Az m dimenzids térben adott eqy k csiccsal bire C' szimplex és rajta kiviil
n — k pont, valamint e pontokhoz tartozo kérok sugarai. Tegyiik fel, hogy az igy kapott
SCO¢ feladat optimdlis megolddsa, x*, belsd pontja a szimplexnek, valamint a pontok
daltal definidlt (Z) darab 0-pont kozil legaldbb eqy szintén belsd és lényeges. Ekkor az x*
pont ezen 6-pontok legnagyobbika @-ben.



Ezzel mar majdnem megoldottuk az SCO. feladatot, altalanosan, m dimenziora, de
sajnos arra az esetre semmit nem allit tételiink, ha mindegyik 1ényeges #-pont a szimple-

xen kiviilre esik. Ezzel kapcsolatban sziiletett a kovetkezd sikbeli tétel.

3.6. Tétel. Adott a sitkon egy szimplex (hdromszdg) és rajta kivil n — 3 pont, valamint e
pontokhoz tartozo korék sugarai. Tegyiik fel, hogy az SCO¢ feladat pontjar dltal definidlt
lényeges O-pontok mind a szimplexen kivilre esnek. Ekkor bdrmely lényeges 0-pontnak
valamely oldalra esd, az erdegyenesei mentén tortént vetiiletei rendre megegyeznek a szimp-
lex fentebb taglalt vetitése utan szamolt erdpontokkal. Tovabbd ha az SCO¢ feladat opti-
malis megolddsa, X*, nem csucspont, de a hatdron van, akkor x* megegyezik ezen pontok

valamelyikével.

A fenti tételeket a diplomamunkaban példakon abrakkal szemléltetjiik, igy elGsegitve a
mélyebb megértést.

Osszefoglalasképpen elmondhatjuk, hogy az SCO feladat egy eset kivételével megol-
dottnak tekinthets a korabbi cikkek és e diplomamunka alapjan. A fennmarado egy eset
az, amikor az adatokbol szamolt #-pont a szimplexen kiviilre esik és p(6) > 0, valamint az
ezutan megkonstrualt uj SCO¢ feladat lényeges #-pontjai is a szimplexen kiviilre esnek.
Ez az eset altalanosan m dimenzidés problémara még nem megoldott, viszont részsikerként
konyvelhetd el, hogy megvan a megoldas a sikon. Tovabbi kutatési lehetdség ezen eset
egyszertibb altalanos megoldasa. Ezek utdn a téma gyakorlati lezarasaképp a tételekre
épithets algoritmus Osszeallitasa és implementélasa kdvetkezhet. Az igy kapott modszert

alkalmazhatnank a problémat ado keverési feladatokon.
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