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A szakdolgozat témaja annak vizsgalata, hogy grafelméleti illetve linearis algebrai isme-
retek segitségével hogyan fogalmazhatok meg a folytonos matematika bizonyos a diffe-
rencidlegyenletekhez kapcsolodé konkrét feladataihoz hasonlé problémék, és a diszkrét
esetben megfogalmazhatok-e az eredetiekkel egyezd tulajdonsagokat leir6 tételek. Figyel-
miink elsGsorban az inverz sajatérték-feladatokra irdnyult, amelyeknél célunk az egyenle-
tekben szerepl§ differenciadloperatorok azonositasa volt sajatértékeik ismeretében. Mivel
a A operator természetes, véges differencidkkal vald kozelitése soran a folytonos tartoma-
nyok szerepét a grafok veszik at, ezért kézenfekvSen adodott, hogy a kérdéses differenci-
alegyenleteket grafokon vizsgaljuk.

Ezen okbdl elGszor attekintettiik a grafokhoz kapcsolodo Laplace-matrix legfontosabb
ismert tulajdonsagait, valamint sajatértékeinek kapcsolatat a graf egyes tulajdonsagaival.
Ezutan szintén a téma irodalméra hagyatkozva néhény késébb hasznilandé analizisbeli
fogalom (integral, iranymenti derivalt, gradiens, Laplace operator) grafokon vett megfe-
lelgjének definiciojat adtuk meg, és ramutattunk a koztiik 1évé kapcsolatra is.

Az 6nallo eredményeket leiré rész Ambarzumian tételének ismertetésével kezdddik: ha
a —y"(z) + Q(x)y(z) = My(x) z € [0,7], ¥'(0) = ¢/(m) = 0 feladat sajatértékei n?,n > 0
és Q(x) folytonos, akkor @ = 0. A tovabbiakban ezen feladat diszkrét verziojaval foglal-
koztunk, melyhez definidltuk grafok Neumann-peremfeltétel melletti Laplace-operatorat
(—AY) és bevezettiik a —AL + @ diszkrét Schrodinger-operédtort. Ezen jelolések mellett
belattuk a kovetkezé tételt:

Tétel. Legyenck a —AY f +Qf = \f feladatban —AY + Q sajdtértékei \g < A\ < ... <
M1, mig —AN sajdatértékei vg < vy < ... < vy, ahol n a vizsgdlt S grdf csicsainak
szama. Ekkor, ha A\g = 1y €s fs Q(z)d, =0, akkor Q = 0.

Ezt kovetSen kétféle modon vizsgaltuk a feladat stabilitasat: a fenti tételben sze-
replé () potencidlfiiggvény négyzetének integraljara hataroztunk meg fels§ becsléseket a
bemend adatok - —AY + Q sajatértékei, @ integralja - kis valtozasanak fiiggvényében.

El6szor a Perron-Frobenius tétel felhasznalasédval j bizonyitast mutattunk a diszkrét



Ambarzumian-tételre, melyben leirtak tovabbgondolaséval olyan becslést adtunk @Q? in-
tegralatlagara, amely akkor lesz hasznalhato, ha a bemend adatok e-nyi valtozéasa legfel-
jebb akkora nagysagrendi, mint a graf atmérdjének reciproka. A méasodik modszer be-
mutatasakor el6bb ismertettiik, hogy hogyan lehet a Perron-Frobenius tételben szerepls
pozitiv koordinataju sajatvektor komponenseit alulrél becsiilni, majd ezt hasznalva egy,
a @ figgvény maximalis és minimalis értékeitsl fiiggs stabilitasi becslést fogalmaztunk
meg.

A dolgozat befejezs részében Borg tételét tekintettiik: ha a —y”(x)+q(z)y(x) = My(z)
feladat Dirichlet-Neumann- illetve Dirichlet-Dirichlet-peremfeltételek melletti sajatérté-
kei ismertek, valamint ¢ folytonos fiiggvény, akkor ¢ egyértelmii. A diszkrét tétel megta-
lalasahoz feltettiik, hogy az y fiiggvény n+ 1 pontban ismert, és a véges differencidk mod-
szerét alkalmazva egy olyan probléméahoz jutottunk, ahol két n x n-es tridiagonalis matrix
sajatértékeinek ismeretében kellett a matrixok fsatlobeli elemeire (a g potencialfiiggvény
n kiilénb6z6 pontbeli értékei) vald kovetkeztetéseket levonni. Belattuk a kévetkezd tételt:
ha a két kiilonbo6z6 peremfeltételhez tartozo differencidlegyenlet diszkretizélasa soréan ado-
do6 két matrix sajatértékei ismertek, akkor a diszkrét feladathoz tartozé potencialvektor
egyértelmd. Ezutan annak megvalaszolasara torekedtiink, hogy milyen informéaciok ele-
gendSek ahhoz, hogy a potencialvektort egyértelmtien meghatarozhassuk. Lattuk, hogy
egy matrix sajatérték-sorozata nem elég, de ha a potencidlvektor szimmetrikus vagy az
egyik fele ismert, abbol mar kovetkezik az unicitas. Ha a potencidlrél semmit nem tu-
dunk, a diszkrét Borg tétel élesitéseként belattuk, hogy ha két sajatérték-sorozat unioja-
bol egyetlen sajatértéket elhagyunk, a tobbi adat még mindig elég az egyértelmiiséghez.

Tovabbi vizsgalatot igényel, hogy ennél kevesebb adatbol azonosithaté-e a potencial.



