1st test exercises

1) A homotopy from fpgo to f1g1 keeping the endpoints of the paths fogo and fig;
fixed can “filled in” by a homotopy of gg to g1 to get a continuous map of a disk
with boundary circle the two paths fy and f;.

2) By a homotopy H(6,s,t) = (0 + 2wst,s) for 0 < ¢t < 1 we get a homotopy
between

(0,s)— (0,s)
(0,5) — (0 + 27s, s).
If a homotopy exists fixing the boundaries, then a loop going around once
would be homotopic to the constant loop.

3) The charts 23 and id are appropriate.

4) In a second countable space N at most countable components of N N U are
contained because each of them contains a basis set of a countable basis for the
space N.

5) If a matrix has rank > k, then a small perturbation of its elements results a
matrix with the same property because being # 0 is an open condition.

2nd test exercises

1) If a, B is a coordinate chart, then the volume form on it is

Vdet [Gram]da A dp.

2) For a = z2y?dx + ydy + xzdz
do = 2yz?dy A dx + zdz A dz

so «a # df because ddf = da = 0 doesn’t hold.

3) In spherical coordinates it is easy to compute.

4) If ay,...,q, are dependent, then «; is a combination of the others hence their
wedge product is 0. If they are independent, then taking their dual vectors and
replacing them into the 1-forms in the formula ...» ... for wedge product we
get a non-zero value.



Exercises

Compute the volume element of a torus with different parametrizations.

Compute the volume element of the sphere with different parametrizations.

Compute the volume element of the ellipsoid with different parametrizations.

Integrate the distance from a plane on a sphere, ellipsoid, torus.

ompute da if « is equal to

) zydr + x?zdy + y2idz,

) zyide + 22yzdy + 2ry2idz,

) 2232%dx + 2%ydy + 2x23dz,

) 2?ydx A dy + dy22dy A dz + ryzdr A dz,

e) 223220v%dx A dv + 2ydy A dx + 2x23dz A dv,

(f) 2%yvdz A dy A dv + dyz?v3dy A dz A dv + zyzde A dz A dy.

(6) Is there any /8 such that df = « in the previous exercise?

(7) Compute [,,w if M is the straight line segment connecting (1,2) and (-3, —3)
and w is the form zydx + x?zdy + yz3dz.

(8) Compute [,,w for all the 1-forms in exercise (5).
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Sokasagok

a T2-, illetve M2-tulajdonsagok kikotése nem elhagyhaté. (*) Es ha foltessziik, hogy a tér dsszefiiggs?

Igazoljuk, hogy ha az M topologikus sokasag Gsszefiiggs, akkor utdsszefiiggs is. Altalaban viszont az
Osszefliggd komponensei nyilt részhalmazok és maguk is sokasagok.

Melyek a 0-dimenzi6s sokasagok?

. Mutassuk meg, hogy az Osszefiiggs 1-dimenzioés sokasagok az R és az S (homeomorfizmus erejéig).

Mi a helyzet, ha nem Gsszefiiggéket is megengediink?
Lassuk be, hogy véges sok topologikus sokasig szorzata is az.
Adjuk meg egy i: S™ x 82 x --. x S 3 RM T+t l hegayazast.
Ekvivalenciarelacio-e a térképek C°°-kompatibilitdsa?
Adjunk meg kontinuum sok paronként nem kompatibilis, globalis térképet R-en.
Adjunk meg differencialhaté atlaszt

a) az S? gombfeliileten,

b) az S' x S! téruszon,

c) az RP" = (R"*1\ {0})/(z ~ Az) projektiv téren.

Legyen M és M’ két differencialhato sokasag ugyanazon az alaphalmazon. Lassuk be, hogy F(M) =
F(M') pontosan akkor, ha a differencidlhato strukturak megegyeznek. (Itt F(X) a differencialhato
X — R leképezések algebrajat jeloli.)

A fonti jeloléseket hasznalva lehetséges-e, hogy F (M) 2 F(M')?

Beadhato:

Legyenek 0 < k < n egészek, az R" vektortér kanonikus bazisa {e; | i € {1,2,...,n}},
G(n, k) ={V <R" | dimV = k},

az R™ vektortér k-dimenzios altereinek halmaza, és minden I C {1,2,...,n}, |I| = k indexhalmazra
Ur C G(n, k) elemei azon alterek, melyek merdleges vetiilete a (e; | i € I) < R"™ altérre izomorfizmus.
A komplementer {1,2,...,n} \ I indexhalmazt jeldlje I'.

Tekintsiik azon ;: Uy — RFX("=F) fiiggvényt, mely egy V € U; altérhez azt a k x (n — k)-as
matrixot rendeli, mely altal meghatarozott (e;);.; — (€;);cp linearis leképezés grafikonja V. A
G(n, k) halmaz topologidjat ugy definialjuk, hogy minden I-re U; nyilt, és ¢; homeomorfizmus.

a) Ellendrizziik, hogy a topologia ezen definicioja rendben van, és az (Uy, pr) parok egy differenci-
alhato atlaszt alkotnak. (Az igy kapott sokasagot Grassmann-sokasdgnak hivjuk.)

b) Mutassuk meg, hogy G(n, k) és G(n,n — k) diffeomorfak.

c) Minek felel meg a k =1 eset?
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Riemann-terek

Az R™ euklideszi tér természetes bazisanak az e = (1,0,...,0),..., e, = (0,...,0,1) vektorokbol
allo bazist mondjuk. Legyen M egy Osszefiiggd nyilt halmaz R™-ben. Vegyiink egy p € M pontot.
Az M tér p pontbeli érintsterén a T,M = {(p,v) | v € R™} halmazt értjiik, melyen természetes
modon adodik egy vektortér-struktura. A p-beli érintGtérnek egy természetes bazisat adjak a
(p,e1),. .., (p, em) vektorok. Ha v = (v1,...,v), akkor (p,v) = > ", v; - (p, €;) teljesiil.

Vegyiink egy f: M — R fuggvényt, amely C*-osztalyt. A (p,v) érintGvektornak az f fliggvényen
nyert értéke a p-beli v irdnya derivalt, vagyis

(p,0)(f) = Do f(p) = D _vi- 0if (p)-
=1

Az M térbeli sima gorbén egy C'*™-osztalyt o: I — M C R"™ leképezést értiink. A gorbe ¢t € I helyen
vett érintévektora o (t) = (o(t),0’(t)), amely a o(t) pontbeli T, M érintStérnek az eleme.

Legyenek adva a g;j: M C R™ = R (4,5 =1,...,m) C*-osztalyu fiiggvények, melyekre g;; = g;i,
és tetszoleges p € M pontban a g;;(p) értékekbdl képzett G(p) szimmetrikus matrix pozitiv definit.

Tekintsiik a C*™-osztalya G: M — End(R™) leképezést az m x m-es valés matrixok End(R™)
terébe. Ezen G fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy egy Riemann-metrikat ad az M téren. A g;; valos
fliggvényeket a Riemann-metrika komponensfiiggvényeinek nevezziik.

Definicio: A fonti tulajdonsagu (M, G) part egy m-dimenzids Riemann-térnek mondjuk.

A tovabbiakban a p pontbeli (p,v) érintévektorra a v, jelolést is alkalmazzuk. A G Riemann-
metrika a T, M (p € M) érintStéren meghatéaroz egy (+, «)o: Tp,M x T,M — R skalaris szorzatot,
melynél a (p,v) = vy, és (p,w) = w, vektorok skaléris szorzata (vy, wp), = > 1% D770 gij(p) - vi - wj.
A p pontbeli v, érintévektor hossza (norméaja) a ||vp|| = /{vp, vp); nemnegativ érték.

Definici6é: Az (M, G) Riemann-térbeli o: [a,b] — M sima gorbe ivhosszdn az (o) = f;HJv(t)H dt
szamot értjik.

Ha a o gorbe a végpontjait 6sszekots gorbék kozott a legrovidebb, akkor a o-t az (M, G) Riemann-
tér egy pregeodetikus gorbéjének mondjuk.

Az (M,G) Riemann-térben valamely p,q pontok dg(p,q) tdvolsdgdn a két pontot Osszekotd
szakaszonként sima gorbék ivhosszainak az infimumét értjiik.

Ha B egy Jordan-mérhetd zart tartomany M-ben akkor a

Vol(B):/ Vet G(ug, . .., ) duy .. . iy,
B

szamot mondjuk a B térfogatdanak.

Amennyiben N egy nyilt Osszefiiggd halmaz R”-ben, akkor definialhaté egy p: M — N sima
leképezés és annak az érintéleképezései az M pontjaiban. A o gorbe oV (t) érintévektoranak a Ty
érintsleképezés szerinti képe a (o o)V (t) = (u(o(t)), (no o) (t)) vektor. Ha vessziik a p pontbeli
Tpp: TyM — T),,) N érintdleképezést, akkor annak a természetes bazisokra vonatkoz6 métrixa éppen
a Ju(p) Jacobi-matrix.

Legyen M egy masik nyilt 6sszefiiggd halmaz R™-ben, amelyen szintén adva van egy G Riemann-
metrika.

Definicié: A p: M — M sima leképezést izometridnak mondjuk az (M,G) és az (M,G) Riemann-
terek kozott, ha p bijektiv, és tetszéleges vy, w, € T),M érintévektorokra

(vp, wp)c = <Tﬂ(v’p)aTﬂ(wp)>é~
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Legyenek adva az (M, G) és (M, G) m-dimenziés Riemmann-terek, ahol M és M Gsszefiiggs nyilt
halmazok R™. Tegyiik fel, hogy megadhaté egy pu: M — M sima bijekeio. Igazoljuk, hogy a I
leképezés pontosan akkor izometria, ha tetszSleges p € M pontban teljesiil a G(p) = (Ju(p))T .

G(u(p)) - Ju(p) matrixegyenlet.

Tekintsiik azt a 2-dimenzios (M, G) Riemann-teret, ahol M = {(u,v) € R? ’ v > 0} és a G metrika
komponensfiiggvényei g11(u,v) = v=2, gi2(u,v) = 0, gao(u,v) = v=2. Az R? sikban tekintsiik a v = 0
egyenlet pontjai koriil 1 sugart korokre vonatkozoé inverzidkat.

a) Bizonyitsuk be, hogy amennyiben az inverzidknak az M-re valo lesziikitéseit vessziik, akkor
ezen leképezések izometriai az (M, G) Riemann-térnek.

b) Adjunk példat tovabbi izometridkra.

Tekintsiik az el6z6 feladatban szereplé Riemann-teret. Vegyiik az M-beli p; = (a,b) és pa = (a,c)
pontokat, ahol ¢ > b > 0. Igazoljuk, hogy a p1, p2» pontokat 6sszekots legrovidebb sima gorbe palyéja
megegyezik a két pontot dsszekots R2-beli szakasszal, és fejezziik ki annak ivhosszat a py, p2, ¢ = (a, 0)

kollinearis pontharmas euklideszi értelemben vett osztoviszonyaval.

Tekintsiik az 1. feladatban leirt (M, G) Riemann-teret. Legyenek p; = (a1,b1) és p2 = (ag, b2)
olyan pontok M-ben, hogy a; # ap. Vegyiik azt a kort az R? sikban, amely athalad a pi, po
pontokon és centruma a v = 0 egyenleti egyenesen van. Ez a kor metssze a v = 0 egyenlet
egyenest a q; = (c1,0), g2 = (c2,0) pontokban. Igazoljuk, hogy az (M, G) Riemann-térben a p1, po
pontokat 0sszekotd legrovidebb gorbe ivhossza |log(p1 p2 q1 ¢2)|, ahol (p1 p2 ¢1 g2) a kori pontnégyes
kettGsviszonya. (A feladat alapjan a két pont tavolsadgéara fonnall dg(pi, p2) = |log(p1 p2 ¢1 ¢2)|.)

Tekintsiik azt az (M, G) Riemann-teret, ahol M = {(u,v) e R? ‘ v > 2} és a G metrika kompo-
nensfiiggvényei g11(u,v) = (v — 2)72, g12(u,v) = 0, goa(u,v) = (v — 2) 2. Vegyiik tovabba R%-ben
az N = {(u,v) € R? | u? 4+ (v —1)® < 1} teret. Legyen a pu: R? — R? leképezés az u? + v? = 4
egyenleti korre vonatkozo inverzio, amely egymasba képezi az R%-beli M és N tartoményokat. Irjuk
le az N téren azt a G Riemann-metrikat, amelyre nézve p egy izometriat ad az (M,G) és (N, G)

Riemann-terek kozott.

Vegyik az M = {(u,v) € R? ! u? +0? < 1} 2-dimenziés Riemann-teret, amelynél a metrikit a
g11(u,v) = goo(u,v) = (1 —u? —v?)72, g1a(u,v) = 0 fiiggvények adjik meg. Igazoljuk, hogy a

g = (0,0) pontot a p = (a,0) (0 < a < 1) ponttal sszekots legrovidebb gorbe ivhossza dg(q,p) =
1 1
arth(a) = 3 log<1+7a>, tovabba szamitsuk ki a B = {(u,v) € R? | u? + v? < a?} korlemez teriiletét
—a
az (M, G) Riemann-térben.
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Jel6lés: Az M sima sokasagon vett sima M — R fiiggvények halmaza F (M), a vektormezdké X(M).

Definicié: Az n-dimenzios M sima sokasag parallelizilhatd, ha léteznek X, ..., X, € X(M) vektor-
mezdk, hogy minden p € M-re X1(p), ..., X,(p) bazisa a T, M érintStérnek.

1. Legyen M sokasig és p € M. Igazoljuk, hogy a T,M érint6tér alabbi két alternativ definicioja
ekvivalens az el6adéson elhangzottal:

(1) Tekintsiik azon v: I — M gorbéket, melyekre I C R nyilt, 0 € I, és v(0) = p. Az ilyen v,n
gorbéket ekvivalensnek tekintjiik, ha valamely (és igy barmely) p koriili ¢ térképre (p o) (0) =
(pon)(0). Az igy kapott ekvivalenciaosztalyok a p-beli érintévektorok.

(2) Jelolje A, a p koriili térképek halmazat. Ekkor p-beli érintévektoron egy v: A, — R™ leképezést
értiink, mely barmely ¢, v € A, térképre teljesiti a v(1)) = (¢ o 1) (p) - v(p) egyenlsséget.

2. Legyenek M és M’ sima sokasagok, p € M, és p' € M'. Adjunk meg egy természetes azonositast a
Tipp)(M x M') érint6tér és a Tp,M x Ty M' direkt szorzat kozott.

3. Legyen adott egy olyan p: M — N sima leképezés az Osszefiiggd M sokasagbodl az N sokasigba, hogy
annak barmely p € M pontbeli érint6leképezésére fennall T,,u = 0. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a u
leképezés konstans.

4. Legyen pu: M — R™ sima leképezés, ahol M egy m-dimenziés kompakt sokasag. Mutassuk meg,
hogy van olyan p € M, melyre rk(Tpu) < m.

5. Tegyitik fol, hogy létezik M — N sima beagyazés az M és N sima sokaségok kozott. Igazoljuk, hogy
ekkor dim M < dim N.

6. Hatarozzuk meg az integralgérbéket az aldbbi vektormezdk esetében:

0

R-en X = u?—

a) R-en U
d 0
2- e _ ) —
b) R%-en X Ug e T Vs

7. Legyen M sima sokaséig, rajta X sima vektormezs, és ennek egy integralgérbéje ~v. Bizonyitsuk be,
hogy ha valamely t-re 7/(¢) = 0, akkor ~ konstans.

8. Ellendrizziik, hogy
a) R™ parallelizalhato;
b) parallelizalhato sokasag nyilt részsokasaga is az;
c) parallelizalhato sokasagok szorzata is az.

9. Az alabbi sokasigok koziil melyek lesznek parallelizalhatok?

10. Igazoljuk, hogy X(M) mint F(M)-modulus pontosan akkor szabad, ha M parallelizalhato.
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Definici6: Legyenek M, N sima sokasagok és p: M — N sima leképezés. Azt mondjuk, hogy
X € X(M) ésY € X(N) p-kapcsolt vektormezdk, ha minden p € M pontban Y,y = Tpu(X,).

Jelblés: Az n x n-es valos méatrixok M, (R) tere az [A, B] = AB — BA kétvaltozos miivelettel egy
Lie-algebrat ad, melyet jel6ljon gl(n, R). Ennek részalgebraja so(n) = {4 € gl(n,R) | AT = —A}.

. Tekintstik az M sima sokasag pontjaiban vett érintSterek TM = UpenT,M unidjat. Legyen
m: TM — M az a leképezés, ahol barmely v € T, M vektorra 7(v) = p.
Vegyiik egy (U, &) térképét az M-nek. A &-hez rendeljiik hozzé a

E:TU - R*™, &(w) = (ztom(w),...,2™om(w),w(zl),..., wx™)).

injektiv leképezést. Bizonyitsuk be, hogy ezek mint térképek egy C*°-atlaszt adnak meg T'M-en.

0 .
. Az R? euklideszi sikon vegyiik az Y = 4u2ﬁ — ulﬁ sima vektormez&t. Irjuk le az Y mezd
u u
integralgorbéit (és az Y mez6 altal generalt folyamot).

. Legyen M sima sokasag, X € X(M), és ¢' a hozzéa tartozo folyam. Igazoljuk, hogy tetszéleges
f € F(M) fuggvényre és p € M pontra

(XP)(p) = tim I F )= ),

t—0 t

. Legyen u: M — N sima leképezés. Mutassuk meg, hogy X € X(M) és Y € X(N) pontosan akkor
p-kapcsolt, ha minden f € F(N)re X(fopu)=(Yf)op.

. Legyen M sima sokasig és ¢! egy X € X(M) vektormezShoz tartozo folyam. Lassuk be, hogy minden
t esetén X onmagaval ¢'-kapcsolt.

. Rogzitsiink egy D € M,,(R) invertalhaté matrixot. Igazoljuk, hogy a
gp = {X e M,(R) | XD + DX = 0}
linearis altér egy rész-Lie-algebra gl(n,R)-ben.
. Lassuk be, hogy s0(3) izomorf az (R3, x) Lie-algebraval.
. Az R” euklideszi tér egy Y vektormez§jét linedrisnak nevezziik, ha van olyan n X n-es A = (Aij)Zj:I

i=1 j=1

matrix, amelyre

Bizonyitsuk be, hogy a linearis vektormezdk az X(R™) Lie-algebraban egy részalgebrat alkotnak, mely
izomorf gl(n, R)-rel.

. Legyen M, (R) az n x n-es valos matrixok tere, és vegyiik az

exp: M, (R) = M,(R), exp(4)= %An
.

n=0

exponenciélis leképezést. Bizonyitsuk be, hogy det(exp(A)) = ") ahol tr(A) az A matrix nyomat
jeloli.
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10. Tekintsiik az invertalhato n x n-es méatrixok GL(n,R) csoportjaban a
Gp = {A € GL(n,R) | ATDA = D}
részcsoportot. Mutassuk meg, hogy a 6. feladat jelolésével exp(gp) C Gp.

Beadhato:

Lassuk be, hogy tetsz6leges M 0Osszefiiggs sima sokasagra és p,q € M pontokra létezik f: M — M
diffeomorfizmus, melyre f(p) = q.
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. Igazoljuk, hogy az aldbbi ponthalmazok részsokasigokat alkotnak:

a) {(az,y,z,w) e R? ‘ 22 4+ 9% + 22 — w? :2,xyzw:4} C RY,

b) {(m,y,z,w) e R? ‘ x2+y2—zw:4} c R

. Milyen tipusi tenzormezdket adnak az alabbi miiveletek (vektormezskon pontonként végrehajtva)?

a) R™-ben két vektor skaléris szorzata
b) R3-ben két vektor vektorialis szorzata
c¢) R3-ben két vektor vegyes szorzata

d) R™-ben egy rogzitett fliggvénynek valamely vektor irdnyaban vett derivaltja

Tenzormez6t definidlnak-e az alabbi leképezések?

n i 9 g 0
a) R™-en (X,Y)Hzi:n P aholY:Zi:n 5.0

b) M sima sokasdgon Y — [X,Y], ahol X € X(M) rogzitett
Legyen M sima sokasag.

a) Igaz-e, hogy az M-en megadhato lineéaris konnexiok R f6lotti vektorteret alkotnak (a természetes
miiveletekkel)?

b) Lassuk be, hogy a konnexiok affin alteret alkotnak az X(M) x X(M) — X(M) fiiggvények
vektorterében.

Az R™ téren vegyiik a természetes konnexiot. Mutassuk meg, hogy ha X és Y linearis vektormezsk,
akkor VxVY is az.

Legyen V a természetes konnexié R™-en. Adjuk meg azon Y sima vektormezdket, melyekre VxY = X
tetszéleges X € X(R™) esetén.

Legyen M sima sokaség, és rajta V linearis konnexi6. Tekintsiik az
R: X(M) x (M) x (M) = (M), R(X,Y)Z =Vx(VyZ) - Vy(VxZ) - Vixy|Z
leképezést. (Ezt nevezziik a V gdrbiileti tenzordnak:.)
a) Igazoljuk, hogy ez egy (1, 3) tipusi tenzormezst ad.
b) Lassuk be, hogy ha V torziomentes, azaz T'(X,Y) = VxY — Vy X — [X,Y] = 0, akkor
R(X,Y)Z+ R(Y,Z2)X + R(Z,X)Y = 0.
Az S% gombon meg lehet-e adni olyan V linearis konnexiot, melynek az R gorbiileti tenzora eltiinik?
Legyen (M, V) sima sokasag és tekintsiik egy Y € X(M) vektormezdre a
VY: X(M) = X(M), (VY)(X)=VxY

tenzormezét. Az Y divergencidjdn a divY € F(M), (divY)(p) = tr(VY'), fiiggvényt értjiik.
Igazoljuk, hogy fonnall div(fY) =Y f + fdivY, ahol f € F(M).

Az R? euklideszi siknak vegyiik az U = {(al, az) € R? ! as > 0} nyilt részhalmazat. Tekintsiik a
polarkoordinatak adta &: U — R? térképet, azaz & = (2!, 22), ahol

z'(ay,a2) = \/a? +a3 és 2%(ar,a) = arcctg(ar /az).

Adjuk meg az R2-beli természetes kovarians derivalas (U, £) térképre vonatkozo Christoffel-szimbolumait.
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1. Léssuk be, hogy R™-et a természetes konnexidval ellatva a gorbe menti parhuzamos eltolas megyegyezik
az euklideszi geometriabeli eltolassal (az érintGtereket természetes modon azonositva R™-nel).

2. Adott (M, V) mellett egy f € F(M) fiiggvényhez rendeljitk a Hy = V(df) (0, 2)-tipust tenzormezst.
Igazoljuk, hogy ha V torziémentes (lasd 5/7-es feladat), akkor Hf(X,Y) = Hf (Y, X).

3. Legyen (M, g) Riemann-sokasag. Az f € F(M) fiiggvény gradiensén azt a grad f € X(M) vektorme-
z6k értjik, melyre
VY e X(M) : df(Y) = g(grad f,Y).
Lassuk be, hogy ha o: [a,b] — M egy nem konstans integralgérbéje grad f-nek, akkor o nem lehet

zart.

4. Egy M sokaségon a (-,-)) Riemann-metrika Laplace-operdtora a

A: F(M)— F(M), Af=div(grad f)

c stz

leképezés (a divergencia definiciojat lasd az 5/9-es feladatban). Igazoljuk, hogy minden f,h € F(M)
mellett
A(fh)=f-Ah+h-Af+2(grad f,grad h).

5. Legyen U C R” nyilt halmaz, u',...,u": R® = R a koordinatafiiggvények, és r: U — R"*! sima
beagyazas R"t1-be. A standard Riemann-metrika R"*!-en legyen §, ennek visszahtizasa U-ra g = r*3.
Igazoljuk, hogy

n
9= Zgij'duiéﬁduj,

ij=1

ahol g;; az r paraméterezéshez tartozo elsé fémennyiségek.

6. Tekintsiik R?-en a standard Riemann-metrika mellett az f(z,y) = 4zy — 32 fiiggvényt. Legyen

1 ) 2 2y 0 1 2y 0
Yzigradf és Z = (8u”+2u )W+(—2u + Tu )W

Mely X € X(R?) vektormezére all fonn VxY = Z?

Beadhaté:
Tekintsiik az alabb megadott két (M, g) és (D, g) Riemann-sokasagokat:

M = {(ml,...,:bn_H) GRnJrl ’ CC?—F"'—F.T%L—QZ?LJFI =—-1, Tp+1 >0} an+1,
g=dr1®dr; + - +dr, Qdr, — drpi1 @ drpi,
D ={(z1,...,z,) € R" | |Ix]| < 1} C R",

5= 4(30 e & dn) (1~ P2
=1

Ellendrizziik, hogy ezek tényleg Riemann-metrikidt adnak meg M-en, illetve D-n, tovabbd mutassuk

izometriat a ketts kozott.
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. Legyen V konnexi6 az M sima sokasagon, és o: I — M sima gorbe, ahol I nyilt intervallum. Legyen
tovabba & = cop: J — M a o egy atparaméterezése, ahol a ¢: J — I fliggvényre mindenhol ¢’ # 0.
Igazoljuk, hogy egy o-menti vektormez6 pontosan akkor parhuzamos, ha g-mentiként tekintve is az.

. Legyen M sima sokasag, V ezen linearis konnexi6 és p € M egy adott pont. Egy o: [a,b] — M
gorbére legyen P, a o-menti T, )M — T, M parhuzamos eltolés. Ellenérizziik, hogy

Hpy(M,V)={P, | 0:[a,b] = M, o(a) =0(b) =p} C GL(T,M)

egy részcsoport (ez a konnexio p-beli holondmia csoportja). Mutassuk meg, hogy ez a csoport M egy
OsszefliggGségi komponensén beliil p valasztasatol fliggetlen.

. Az (M, g) Riemann-sokasagon tekintsiink egy pozitiv f € F(M) fiiggvényt. Ekkor § = f2g is
Riemann-metrika. A két metrikahoz tartozo Levi-Civita-konnexio legyen V és V. Fejezziik ki a
V — V tenzormezét f és g segitségével.

. Igaz-e, hogy tetszdleges o € AF(V) alternal6 formara a A a = 07

. Az R3? vektortérben a kanonikus béazis dudlisa legyen e!, 2,3, A v = (v1, v2, v3) vektorra fejezziik ki
az
wy € A2(R?), wy(w,u) = (vxw,u)

alternalo format az €’ A e/ formak segitségével.

. AV valos vektortéren adott egy (,) (pozitiv definit) skalaris szorzas. Az ey, ..., e, bazisra és az
ehhez tartozo €', ..., e" dudlis bazisra tekintsiik a G = (9i)1 =1 = ((ei, ej))Zj:l Gram-matrixot és a

v=vVdetG -e" A--- AP

térfogati format. Lassuk be, hogy |v| fiiggetlen az ey, ..., e, bazis valasztasatol.



