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Meértékelmélet BSc zarévizsga feladatsor

Mérhet6 fiuggvények, majdnem mindeniitt kon-
vergencia

Legyen (9, A) mérhets tér, és f,g : (2, A) — (R, B(R)) mérhets fiiggvények.
Mutassa meg, hogy az

{fwe: flw)#gw)}
halmaz mérhetd.

a) Legyen f:R — R monoton névé. Mutassa meg, hogy f mérhetd.
b) Legyen f:R — R differencidlhato. Mutassa meg, hogy f’ mérhetd.

Legyen (X, A) egy mérhets tér, f, : X — R mérhetd fiiggvény minden n € N-
re, ési: X — N.

a) Bizonyitsa be, hogy i A — P(N) mérhetd pontosan akkor, ha minden
n € N-re i '({n}) € A.

b) Bizonyitsa be, hogy ha i A — P(N) mérhets, akkor az x — f,)(x) fiigg-
vény mérhetd.

Legyen (X, A, 1) teljes meértéktér, és f,, g, : (X,A) = (R, B(R)) fiiggvények
sorozatai, melyekre

fn = gn i — majdnem mindeniitt.

Mutassa meg, hogy ha f, — f és g, — ¢ p-majdnem mindeniitt, akkor f =g
p-majdnem mindeniitt.

Legyen (X, A, u) mértéktér, f, : X — R mérhets fliggvények minden n € N-re,
és f: X — R mérhetd fiiggvény. Bizonyitsa be, hogy ha

Y ul{lfa = fI>1/n}) < +oo,

akkor f, — f p-mm.

Kils6 mértékek, kiterjesztés, specialis mértékek

Legyen X = {a,b, c} egy haromelemi halmaz, és legyen 5 : P(X) — [0,00] a
kovetkezostéleképp definidlva:

B0):=0, B(X):=2, és B(A):=1 egyébként.

Mutassa meg, hogy [ kiils6 mérték, és hatarozza meg a [ szerinti mérhetd
részhalmazait X'-nek.



(7) Legyen [ kiils6 mérték X-en, és legyen B(A) = 0 valamely A C X halmazra.
Mutassa meg, hogy S(AU B) = f(B) minden B C X halmazra.

(8) Legyen [ egy kiils6 mérték egy X halmazon, és A C X [-mérhets. Mutassa
meg, hogy ha B C X olyan, hogy A C B, 5(A) = B(B), és 5(B) < oo, akkor
B is f-mérhetd.

(9) Legyen S := {A C R : |A| < +oo} a valos szamegyenes Osszes véges részhal-
mazanak halmaza, és minden A € S-re legyen a(A) := 0.

a) Mutassa meg, hogy S félgytri, amelyen o o-véges, de nem teljesen o-
véges.

b) Hatarozza meg o(S)-et.

¢) Mutassa meg, hogy a-nak végtelen sok kiilonbo6z6 kiterjesztése van S-rél

o(S)-re.

(10) a) Legyenek (X,.A) és (Y, B) mérhets terek, és A € A® B egy mérhetd hal-
maz a szorzat o-algebrara nézve. Mutassa meg, hogy A minden metszete
mérhetd, azaz

VeeX: A,={ye): (z,y) € A} € B,
VyeY: AV:={zeX: (v,y) € A} € A

b) Legyen (X, A, 1) egy o-véges mértéktér, és (), B, v) egy mértéktér, amely-
ben létezik egy nullmértéki egyelemi halmaz, azaz egy {y} € B amelyre
v({y}) = 0. Mutassa meg, hogy minden A C X-re

(hxv) (Ax{y}) =0, esigy  Ax{y}eM((uxv))
Mutassa meg, hogy ha A # P(X) akkor A®@ B C M((u x v)*), azaz

(X, A p) @ (Y, B,v) € (X, A p) @, B,v).

(11) a) Definialja a kétdimenzios eloszlasfiiggvény fogalmat!

b) Az alabbi fiiggvények koziil melyek hataroznak meg kétdimenzios elosz-
lasfiiggvényt?

1 1 1 1

(1) Fi(z,y) = p(arctg 2z)(arctgy) + by arctg 2z + oy arctgy + T

1 1

(it) Fy(z,y) := - arctg(2z + y) + 5

c) Ha F; eloszlasfiiggvény (i = 1 vagy ¢ = 2 esetén), akkor adja meg az

{(z,y) e R?: 0 <2 < 1/2,0 <y < 1} halmaznak az F; 4ltal meghata-
rozott Lebesgue-Stieltjes mérték szerinti mértékét!



3. Regularitas

(12) Legyen 7 a diszkrét topologia egy X halmazon.
a) Mutassa meg, hogy minden P(X)-en értelmezett mérték kiviilrsl regula-
ris.
b) Minden z € X-re legyen ¢, € R, egy nemnegativ szam, és legyen j :=

Y sex Ca0z. Mutassa meg, hogy y beliilrél regularis P(X)-en.

(13) Legyen X egy halmaz, és v a szamlalomérték P(X')-en. Mutassa meg, hogy ~y
pontosan akkor regularis egy X-en adott 7 topologiara nézve, ha az a diszkrét
topologia.

(14) a) Legyen 74 := {(—00,¢) : ¢ € R}U{D}U{X} a félegyenes-topologia R-en.
Hatarozza meg az 6sszes 7p;-re nézve kompakt halmazt.

b) Mutassa meg, hogy a 7, &ltal generalt B(r,) o-algebra megegyezik az
euklideszi topologia altal generalt B(R) o-algebraval.

¢) Mutassa meg, hogy barmely B(R)-en értelmezett 1 mértékre, és barmely
G € 73 nyilt halmazra

w(G) =sup{u(K): K C G, K compact in 7 }.

d) Legyen p := X Mutasson példat egy olyan, véges mértékid A €

arctg ‘B(R) .
B(R) halmazra, amelyre

p(A) <inf{u(G): ACG € m}.

Elsfordulhat-e ez, ha a topolégiat kicseréljiik az euklideszi topoldgiara?

4. Integralas

(15) Legyen a : N x N — R, . Mutassa meg a monoton konvergencia-tétel felhasz-
néalasaval, hogy

+00 +oo +oo 400
>3 atnm) =Y Y anm)
m=1 n=1 n=1 m=1

(16) Szamolja ki a

n—-+oo n

lim e <1 + £>n d\(zx)
[0,]

értékét, ahol A a Lebesgue-mérték.



(17) Minden n € N-re legyen f,(x) := m—ﬁféﬁﬁ, z € R. Szamolja ki a

lim fulz) dA\(z)

n—-+00 [1,n]
értéket, ahol A a Lebesgue-mérték!

(18) Minden n € N és x € R esetén legyen f,(x) := ne ™. Létezik-e integralhato
dominalé fiiggvény az (f,)nen fiiggvénysorozathoz a [0, 1] intervallumon? Es
[1, 00)-en?

(19) Szamolja ki a kovetkezd hatarértékeket! A szamolasok soran felhasznalt 1épé-
seket indokolja!

a) lim (1 + z)_n sin (f) dx.
"m0 [0,4-00) n n
b) lim 1+ nx®)(1+ 2% "dz.
) Jim [ (a1
c) lim nsin <§> (1+n?z*) " dx.
n

n—-+00 [0,+oo)

(20) Bizonyitsa be a kivetkezs azonossagokat az integrandusok sorbafejtésével! Min-
den esetben indokolja, hogy miért lehet a sorfejtést tagonként integralni!

a) / e cos(az) dr = e~/ for all a > 0.
[_OO""OO]

+oo
b) / 7*(1 — x) togx dr = Z(a + k)72 forall a > —1.
[0,1]

k=1

c) / e~ T gy = arctg(a™t) for all a > 1.
[0,4-00] X

(21) Jeldlje (X, A, n) = (R, B(R), k), illetve (¥, B,v) = (R, B(R), \), a valés szam-
egyenes Borel o-algebrajat ellatva a szamlalomértékkel, illetve a Lebesgue-
mértékkel.

a) Mik lesznek a x x A szerint véges mértéki elemei B(R)(x)B(R)-nek?

b) Mutassa meg, hogy az {(z,z) : 0 <z < 1} halmaz B(R)® B(R)-mérhetd,
és hatarozza meg a Kk ® A szerinti mértékét!

¢) Mutassa meg, hogy az

L, z=yel0,1],
fla,y) = L 1]
0, egyébként

figgvény B(R) @ B(R) — B(R) mérhetd, és szamolja ki a kovetkezd integ-
ralokat!

| Jdr@ ), /R(/Rf(x,y) dﬁ(ﬂf)) dA\(y), /R</Rf(x,y)d>\(y)) dr(x).
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Ellentmond-e az eredmény a Fubini-Tonelli-tételnek?

(22) Legyen (X, Apn) = (V,B,v) = (N,P(N), k), a természetes szamok hatvanyhal-
maza ellatva a szamlalomértékkel, és

1, m=n,
f(m,n):=< -1, m=n+1,
0, otherwise.

Mutassa meg, hogy f P(N)®P(N)—B(R)-mérhets, és szamolja ki a kovetkezs
integréalokat!

/N ( /N f(m,n) dﬁ(m)> d(n), /N ( /N F(m.n) dv(n)) dr(m).

Ellentmond-e az eredmény a Fubini-Tonelli-tételnek?

5. LP-terek

(23) Legyen (X, A, 1) egy véges mértéktér.

a) Legyen f : (X, A) — R egy mérheté fiiggvény. Bizonyitsa be, hogy
barmely 1 < p < ¢ < 400 esetén

L < £l ()7 s (5.1)

(az %o := 0 konvencioval). Specidlisan, ha p valoszintiségi mérték, akkor
p = [|fl, monoton névs.

b) Bizonyitsa be, hogy barmely f: (X, A) — R mérheté fiiggvény esetén
Tim £, = 1]
c) Bizonyitsa be, hogy bérmely 1 < p < g < +00 esetén LYX, A 1, R) C
LP(X, A, u,R).

(24) Tetszoleges X' nemiires halmaz, és tetszéleges 0 < p < 400 esetén legyen
I5(C) := LP(X,P(X), k,C), ahol k a szamlalomérték.

a) Mutassa meg, hogy minden f € C* és minden 0 < p; < py < +00 esetén

11y < LI, - (5.2)

¢s egyenlGség pontosan akkor all, ha || f|[,, = +oo vagy #{z : f(z) #
0} < 1. Mutassa meg, hogy

1(C) CB(C) CIFC),  0<p <po. (5.3)

és pontosan akkor van egyenlGség, ha X véges.
(Otlet: Mutassa meg, hogy ha |||, < oo valamely r-re, akkor

(1 @)/ 1172 < 1 @)1/ 1 £|l, minden z-re.)
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b) Mutassa meg, hogy ha f € [’ (C) valamely r > 0-ra, akkor
Tim 171, = 1)

Igaz-e a fenti egyenlGség a feltevés nélkiil?

(25) Léteznek olyan f,g: R — R Lebesgue-mérhetd fiiggvények, melyekre

/R F(2) dA(x) < oo, /R 9(@)|} dA(z) < +oo, (5.4)

de [, |f(x)g(z)|d\(z) = +00? (X a Lebesgue-mérték.)

(26) (Forditott Holder-egyenl6tlenség) Legyen (X, A, 1) egy mértéktér. Legyenek
p1,8 >0 és po,...,p < 0 olyanok, hogy

1 1 1 1
—_—t 4.+ — =
P1 P2 Dr S

és legyenek f; € LPi(X, A, u,K), i = 1,...,r olyanok, hogy fi(z) # 0 p-
m.m. z-re. Mutassa meg, hogy

e faooe folls 2 WAL, f2ll, - Fe L, - (5.5)

(p < 0 esetén ||f||, == (fy | f()P du(m))l/p ugyanazzal a formulaval van defi-
nialva, mint p > O-ra.)

6. Abszolit folytonossag és szingularitas
(27) Legyen p elGjeles mérték egy A o-algebran. Mutassa meg, hogy

" (A) =sup{u(B): BC A, B € A},
pw (A)=—inf{u(B): BC A, Be A}

Mutasson egy olyan példat, ahol |u|(A) # sup{|u(B)|: B C A, B € A}.

(28) (A Jordan-felbontés minimalitdsa) Mutassa meg, hogy ha egy i elGjeles mérték
felbonthato6 p = ji1— 2 alakban, ahol f11 és py pozitiv mértékek, akkor ut <y
and g~ < po. (Otlet: Tekintse egy Hahn-felbontasat p-nek.)

(29) Legyenek v, py, ..., i, el6jeles vagy komplex mértékek, és ¢y, ..., c. € K olyan,
hogy >, ¢ipi jol-definialt. Mutassa meg, hogy ha p; L v minden i-re, akkor
S, cipti L v. Mutassa meg, hogy ha minden p; nemnegativ, és minden ¢; > 0,
akkor a fenti implikacié az ellenkezé iranyban is teljestil.

(30) Mutassa meg, hgy ha puy, us nemnegativ mértékek egy A o-algebran, akkor
i1 L po pontosan akkor, ha az egyetlen nemnegativ v mérték A-n, amelyre
v <y és v < o, az a v =0 mérték.
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(31)

(32)

(33)

(34)

Legyen \ a Lebesgue-mérték, x a szamlalomérték, és d, az x pontra koncent-
ralt Dirac-mérték, mindegyik a B(R) Borel o-algebran értelmezve. Dontse el
a kovetkez6 mértékparokrol, hogy hogy szingularisak-e, valamelyik abszolit
folytonos a mésikra nézve, mindketts, vagy egyik sem. Vélaszat indokolja.

a) (A k), b)) (Ad—0d1), ¢) (k,dp—01),
d) ((51+5Q,(50—51), 6) (Avxarctg|B(R))'

Legyenek p, v elGjeles mértékek valamey A o-algebran. Mutassa meg, hogy ha
v puésv L op, akkor v = 0.

Legyen X :=[0,1], A := B([0,1]), A a Lebesgue-mérték, és x a szamlalomérték
A-n. Mutassa meg, hogy A\ < k, de nem létezik olyan nemnegativ mérhetd
f figgvény, amelyre A = fx, valamint xk-nak nem létezik Lebesgue-felbontésa
A-ra nézve. Ellentmondanak ezek a Lebesgue-Radon-Nikodym-tételnek?

a) Legyen (X, A,u) egy o-véges mértektér, legyen f € LY(X, A, p, K), és
B C A egy rész-o-algebraja A-nak. Mutassa meg, hogy létezik egy u‘B—
m.m. egyértelmi g € El(X,B,u|B,K), amelyre

/gd,u:/fdu, B e B.
B B

Ezt a g fliggvényt az f B-re vett feltételes varhato értékének nevezik, és
E,(f|B)-vel jelolik.

(Otlet: Alkalmazza a Radon-Nikodym-tételt az (f ,u)| 5 682 u‘ 5 mérteé-
kekre.)

b) Legyen (X, A, ) véges mértéktér, és f € L1(X, A, u,K). Legyen X =
Wit Xk egy particidja X-nek, ahol &} € A minden k-ra, és legyen B :=
o({Hr: k=1,...,m}). Hatarozza meg E,(f|B)-t.
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