VIZSGAFELADATOK

(1) Bizonyitsuk be, hogy ha (X,d) egy metrikus tér, akkor a d(z,y) = 115’“&“”;)
metrika az X halmazon.

(2) Bizonyitsuk be, hogy ha (Xi,d;) és (Xa,ds) metrikus terek, akkor az X; x Xo
halmazon az

ad; + Bdsy

egy metrika, ahol o, 5 > 0.

(3) A skaldris szorzat tulajdonsagait felhasznalva bizonyitsuk be, hogy az Euklideszi
tér metrikus tér az indukalt metrikaval.

(4) Bizonyitsuk be, hogy egy metrikus tér topologikus tér is az r > 0 sugaru és
tetszoleges kozépponti nyilt kornyezetekkel, mint bazissal.

(5) Mutassuk meg, hogy a diszkrét metrikus tér valamilyen megszamlalhat6 alaphal-
mazzal homeomorf azzal a topologikus térrel, amit gy kapunk, hogy a valds
szamegyenes szokdasos Euklideszi topologidajat megszoritjuk az egész szamok hal-
mazara.

(6) Legyen X = {1,2,3}. Hany kiilonb6z6 topologikus tér 1étezik az X alaphal-
mazzal?

(7) Bizonyitsuk be, hogy a hdnyados topoldgia tényleg topoldgia (az axiomak alapjén).

(8) Mutassuk meg, hogy véges sok halmaz uniéjdnak lezdrdsa ugyanaz, mint a
lezarasok unidja.

(9) Mutassuk meg, hogy egy X metrikus térben az {z : d(z,a) < r} halmaz zart,
ahol 7 > 0 és a € X rogzitettek.

(10) Mutassuk meg, hogy egy tér T} pontosan akkor, ha minden egyelemii halmaza
zart halmaz.

(11) Bizonyitsuk be, hogy egy T, térben minden sorozatnak legfeljebb csak egy darab
hatarértéke lehet.

(12) Bizonyitsuk be, hogy M, terek véges direkt szorzata is Ms.

(13) Legyen A C X rogzitett az X metrikus térben. Bizonyitsuk be, hogy az X -beli
pontok A-t6l vett tdvolsidga, mint X — [0, 00) fiiggvény, folytonos.
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(14) Bizonyitsuk be, hogy egy leképezés folytonos pontosan akkor, ha minden halmaz
lezérasat a halmaz képének lezarasaba viszi.

(15) Mutassuk meg, hogy ha f: X — Y egy leképezés két topologikus tér kozott,
akkor ha X M; és f sorozatfolytonos minden pontban, akkor f folytonos is.

(16) Bizonyitsuk be, hogy a diszkrét metrikus terek totalisan Osszefliggéstelenek.

(17) Mutassuk meg, hogy sszefligg halmaz folytonos leképezés dltali képe is Osszefiiggo.

(18) Bizonyitsuk be, hogy két Gsszefiiggéségi komponens vagy diszjunkt, vagy egy-
beesik.

(19) Mutassunk példat olyan metrikus térre és benne olyan korldtos és zart halmazra,
ami nem kompakt.

(20) Bizonyitsuk be, hogy kompakt topologikus tér folytonos leképezés éltali képe is
kompakt.

(21) Bizonyitsuk be, hogy egy teljes metrikus tér egy zart részhalmazra vett megszoritésa
is teljes metrikus tér.

(22) Mutassuk meg, hogy egy differencidlhaté sokasdgon egy adott érintévektor sze-
rinti irdnymenti derivalas linedaris leképezés a differencialhatéd fliggvények vek-
torterén.

(23) Bizonyitsuk be a Leibniz szabalyt fiiggvények szorzatanak irdnymenti derivalasara.

(24) Bizonyitsuk be, hogy az R® Euklideszi térben az {z : |z| = 1} altér egy 2-

dimenzids sokasag.



