Konvex geometria
Matematikus szakos hallgatéknak

Gyakorlé feladatok a zardvizsgahoz

1. Feladat. Legyen S C E™ egy tetsz6leges halmaz. Legyen S magja azon X € S pontok
halmaza, melyekre [X,Y] C S minden Y € S esetén. Igazolja, hogy S magja konvex.

2. Feladat. Tekintsiink egy A (n x m)-es matrixot, mint az E" tér egy tetszéleges pontjat.
Jelolje S, Sy és Sy4 az (n X n)-es szimmetrikus, pozitiv definit, és pozitiv szemidefinit matrixok
halmazéat E"-ben. Igazolja, hogy ezek a halmazok konvexek.

3. Feladat. Legyen T : R"™ — R” egy invertalhatd linearis transzformécio.

(a) Igazolja, hogy a T(K) = {Y : 3X € K,T(z) = y} halmaz konvex minden K C E" konvex
halmaz esetén.

(b) Igazolja, hogy a
P={Y eE": (y,x;) <a,i=1,2,3...,k}

halmaz és T'(P) konvexek, és hogy léteznek olyan wy, wa, ..., wy € R™ vektorok és (1, B2, ..., Ok €
R szamok, melyekre

T(P)={Y € E": (y,w;) < Br,i =1,2,2...,k}.

4. Feladat. Mutassa meg, hogy

(a) A véges Helly-tétel nem igaz nem konvex halmazokra vagy ha azt tessziik fel, hogy barmely
n elem metszete nem {ires.

(b) van olyan végtelen sok zart konvex halmazt tartalmazo csalad E™-ben, melyre igaz, hogy
bérmely n + 1 elem metszete nem iires, de az 0sszes elem metszete iires.

5. Feladat. Legyenek F konvex halmazok egy véges csaladja, és C egy konvex halmaz E"-
ben. Bizonyitsa be, hogy ha F tetszbleges, legfeljebb n 4 1 eleméhez C' egy eltoltja mindegyiket
metszi/tartalmazza/mindegyikben benne van, akkor C' egy alkalmas eltoltja F mindegyik elemét
metszi/tartalmazza/mindegyik elemében benne van.

6. Feladat. Legyenek L,L' C R"™ egymast csak a 0-ban metsz6, k és n — k dimenzios linearis
alterek, ahol 0 < k <mn.

a) Igazolja, hogy ekkor minden P,Q € E" esetén a P + L és Q + L’ affin alterek metszete
egyelemti.

b) Legyen F = P+ L rogzitett. Definidljuk a w : E™ — F fliggvényt az alabbi médon: f(Q) = @',
ha F és Q+ L' metszete {Q'} (a 7w leképezés neve: L'-vel parhuzamos vetités F-re). Igazolja,
hogy tetsz6leges K C E™ konvex halmazra m(K) konvex, és tetsz6leges K’ C F konvex
halmazra 7~ (K') konvex.



7. Feladat. Legyenek K és L konvex sikidomok. Igazolja, hogy ekkor perim(K + L) = perim(K )+
perim(L).

8. Feladat. Igazoljuk, hogy ha K C E" zart, konvex és nem korlatos, akkor minden pontjabél
indul ki egy K-ban haladé zart félegyenes.

9. Feladat. Legyen K C E" egy zart, konvex halmaz, és legyen F' K egy lapja. Igazolja, hogy
ha P F egy extremalis pontja, akkor P Kmnak is extremaélis pontja.

10. Feladat. Legyen A C E” tetszéleges. Igazolja, hogy P pontosan akkor extremélis pontja
conv(A)-nak, ha P ¢ conv(A\ {P}.

11. Feladat. Igazolja, hogy a kompakt, konvex halmazok indikatorfiiggvényei a K(E™) vektortér
egy bézisat alkotjak.

12. Feladat. Legyenek K, Ko, K3 C E" zart konvex halmazok, melyek unidja konvex. Bizo-
nyitsa be, hogy ha barmely két halmaz metszete nem {ires, akkor mindharom metszete sem iires.

13. Feladat. Igazolja, hogy létezik olyan kiértékelés KC(E™)-en, melynek értéke minden K
kompakt, konvex halmaz indikatorfiiggvényén K térfogata.

14. Feladat. Igazolja, hogy egy kompakt, konvex halmaz exponalt pontjai egyben extremalis
pontjai is, és egy politép extremaélis pontjai egyben exponalt pontjai is.

15. Feladat. Igazolja, hogy minden n-dimenziés politépnak van hiperlapja. Igazolja, hogy
minden k£ =0,1,...,n esetén minden n-dimenziés politépnak van k-dimenziés lapja.

16. Feladat. Legyen K egy tetsz6leges n-dimenzids politép, és F' C G olyan lapjai, melyekre
dimF + 2 = dimG. Ekkor K-nak pontosan 2, ezektdl kiilonboéz6 Fi, F» lapja van, melyekre
FcF,FhCG.

17. Feladat. Legyen P C E" egy n-dimenziés politép. Legyen o egy olyan hipersik, ami
athalad a politop egy belsé pontjan, és nem tartalmazza egyik cstcsat sem. Legyen om valamelyik
o hatarolta nyilt féltér, és legyen f;r P azon i-dimenziés lapjainak szdma, melyeket 0T tartalmaz.
Ekkor

n—1

18. Feladat. Legyen P C E" egy n-dimenziés politép, és legyen F egy k-dimenziés lapja. Jelolje
fj(F,P) P azon j-dimenzios lapjait, melyek F-et tartalmazzak. Igazolja, hogy

n—1
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19. Feladat. Igazolja, hogy tetszéleges A C E® nemiires halmazra ((A4°)°)° = A°.

20. Feladat. Legyen A C E" tetsz6leges nemiires halmaz. Léssa be, hogy ekkor (A°)°
conv (AU {O}) lezartja.



21. Feladat. Legyen A C E" tetsz6leges nemiires halmaz, melyre A° = A. Mutassa meg, hogy
ekkor A az O kozépponti egységgdmb.

22. Feladat. Legyen P egy n-dimenzios konvex polit6p, és legyen [§] < k < n+1 egész. Igazolja,
hogy ha P barmely k cstcsa a P egy valédi lapjanak csticshalmaza, akkor P egy szimplex.

23. Feladat. Igazoljuk, hogy a K = {(x1,...,z,) € E": =1 < 2; < 1,0 = 1,2,...,n} kocka
tamaszfiiggvenye h((ui, ..., un)) = iy lwil, (u1,. .., uy) € E™

24. Feladat. Legyen K egy tetszéleges konvex test. Igazolja, hogy ekkor létezik x € R" és egy
szimplex T, hogy
4+ T CKCx—nT.

25. Feladat. Az el6z6 feladat alapjén igazolja, hogy két tetszéleges n-dimenzios konvex test
Banach-Mazur tavolsaga legfeljebb n.



