OPERACIOKUTATAS (BMETE93AM19) ZAROVIZSGA
TEMATIKA ES FELADATOK

KESZITETTE: BURAI PAL, 2023.03.07.

1. TEMATIKA

Konvexitas: Konvex halmazok, konvex halmazok Osszege, metszete,
konstansszorosa. Konvex burok, kup, linedris varietas, hipersik. Hi-
persikok jellemzése. Félterek, konvex politop, konvex poliéder. Elvé-
lasztasi tétel, tarto hipersik. Extremalisok, zart, konvex halmazok ex-
tremalisaira vonatkozd tétel, konvex poliéderek extremadlisaira vonat-
kozo tétel.

Alapok: Altaldnos alaku linedris programozasi feladat. Standard fela-
dat. Standard alakra hozas. Megoldas, megengedett megoldas, bazis-
megoldas, degeneralt bazismegoldds, megengedett bazismegoldas, op-
timalis megoldas, optimalis bazismegoldas. Linearis programozas alap-
tétele. Tétel az extremadlisok és a béazismegoldasok kapcsolatardl és
ennek kovetkezményei.

Szimplex moddszer: Kanonikus alaku feladat. Pivotalas. Betéro
és kitérd bazisvaltozé meghatarozasa. Optimalitési feltétel. Szim-
plex tabla. Szimplex algoritmus. Degeneraltsag, ciklizalas elkeriilése.
Kétfazisi szimplex modszer.

Dualitaselmélet: Primal-dual feladatpar. Gyenge dualitési tétel, erds
dualitasi tétel és kovetkezményei. Farkas lemma. Komplementaritas,
érzékenységvizsgalat. Primal-dudl algoritmus.

Szallitasi- és hozzarendelési feladat: Hozzarendelési feladat. Ki-
egyensulyozott feladat megoldhatésaga. Induld baziskeresési modszerek.
Szimplex modszer a széllitasi feladatra. Kiegyensulyozatlan feladatok
megoldasa. Hozzarendelési feladat. Magyar modszer.

Egészértékii programozas. Gomory metszosikok médszere.

Jatékelmélet. Kétszemélyes matrixjatékok. Kevert bovités. Optimalis
stratégidk. Minimax tétel.
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2. MINTAFELADATSOR

1.) Adjon meg két konvex, nem iires, diszjunkt halmazt R*-ben, ame-
lyek nem szigoruan elvélaszthatéak! Adja meg az elvdlaszto hipersikot!

2.) Adjon példat olyan halmazra, amelynek nem véges sok extremalis
pontja van!

3.) Egy tlizem kis és kozepes televizié késziilékeket gyéart. Minden kis
TV-n 4 pénzegység a nyereség, mig a kozepeseken 6 pénzegység.
Egy kis TV eléallitasahoz egyes részlegekben rendre 3, 1, 1 6ra
sziikséges. Ugyanezek az értékek kozepes TV esetében rendre 2,
3, 1 ora. Az elso részleg kapacitasa legfeljebb napi 30, a masodik
részleg kapacitasa legfeljebb napi 23, a harmadik részleg kapacitasa
legfeljebb napi 11 6ra. Héany kis és kozepes TV gyartdsa maxi-
malizalja a nyereséget?

4.) Szamitsa ki az alabbi két parhuzamos hipersik tavolsagat

H={zcR|dz=1}, Hy={2zcR®|a’z=4},

ahol
a" =1 2 4].
Adjon meg egy pontot Hi-en, adjon meg két olyan pontot, amelyek

H; kiilonb6zo oldalan helyezkednek el!
5.) Oldja meg a kovetkez6 feladatot szimplex mddszerrel!

min 2+ 329
f.h.
2I1+ To— X3 =4
-1+ a9+ ra =1
r; >0 ¢1=1,2,3,4

6.) Hozza standard alakira az aldbbi feladatot!

max —x1+ 3r9— 313

f.h.
—r1+ To+ T3 <4
T— dxo+ 203 > 5
233'1—'— 2952—1— I3 =4

%121, .Z'QER, LIZ’320

7.) Legyen z,y € R™. Azt mondjuk, hogy = < y (z lexikografikusan
kisebb vagy egyenld, mint y), ha y — x els6é nullétdl kiillonb6zé ko-
ordindtéja pozitiv. Adjon meg R*-ben egy lexikografikusan szigorian
monoton csokkeno alulrél lexikografikusan korlatos sorozatot.

8.) Adjon meg R3-ban két olyan diszjunkt konvex halmazt, amelyek
nem szigoruan elvédlaszthatok. Adja meg egy elvalaszto hipersik
egyenletét.

9.) Egy 5 étterembdl &ll6 étteremlanc 4 kertészettél szerzi be az ételek
elkészitéséhez sziikséges zoldségeket. A kertészetek kapacitdsét (100
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10.)

11.)

kg-ban), az egyes éttermek igényeit (100 kg-ban) és a szallitési
egységkoltségeket az alabbi tabldzat mutatja:

Ey, E, Es E; FEs
Ky 12 20 3 8 1580
Ky 5 10 12 10 14190
Ky 13 6 15 12 4 |70
Ky 11 8 12 6 13190
100 50 90 30 60

A cél a lehet6 legolesobb szallitdsi terv meghatarozasa az Osszes
igény kielégitésével.
(a) Irja fel a feladat modelljét, és adjon meg egy induld bézismegoldast
a legkisebb koltség heurisztikaval!
(b) Vizsgéalja meg, hogy ez a megoldéds optimalis bazismegoldds-e!
Valaszat indokolja!
(¢) Amennyiben a kapott megoldéds nem optimalis, végezzen el egy
javito lépést!
Egy aruhézlanc 4 raktarbol szolgédlja ki 5 boltjat. A raktarak ka-
pacitasat, a boltok igényét és a szallitasi egységkoltségeket az alabbi
tablazat tartalmazza:

B, By Bs B, Bs
R, 8 6 3 8 10|80
Ry| 5 10 8 6 4 |80
Rsy| 11 5 7 2 4|50
Ryl 6 8 10 9 5 |100
100 70 80 50 60

Az aruhazlanc szeretné meghatarozni az optimalis szallitasi stratégiat.
(a) frja fel a feladat modelljét, és adjon meg egy indulé bazismegoldast
az északnyugati sarok maédszerrel!
(b) Vizsgalja meg, hogy ez a megoldds optimalis bazismegoldas-e!
Vilaszat indokolja!
(¢) Amennyiben a kapott megoldéds nem optimalis, végezzen el egy
javito 1épést!
frja fel a kovetkez6 feladat matematikai modelljét:
Egy gyarban otféle terméket (T4,7T%,T5,Ty,T5) gyartanak. Fzek
gyartasdhoz haromféle eréforrast (Ey, Eo, E5) hasznalnak fel. Az
egyes termékek eréforras-szitkségletét (kg-ban) és az egyes termékek
eladasi arat (ezer Ft/darab) a kovetkezo tablazat mutatja:

T Ty, 15 Ty T;

Ey 8§ 12 5 6 7
Ey 2 0 12 7 3
Es 14 7 8 15 10

Eladasi ar/db [ 80 70 140 90 110
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Az eroforrasokbdl kapacitasa rendre 2000, 2500, 4500 kilogramm.
Héany darabot gyartson a gyar az egyes termékekbol, ha a kovetkezo
feltételeknek is teljesiilnie kell:
e Az F, ertforras kapacitasat teljesen ki kell hasznélni.
e T;-bol legalabb kétszer annyit kell gyartani, mint T}-bol és Ts-
bol Gsszesen.
12.) Irja fel a kovetkezd feladat matematikai modelljét!
Egy tizemben négyféle alkatrész (A;, A, As, Ay) felhasznéldsival

(Osszeszerelésével) négyféle kiilonboz6 terméket (11, Ty, T3, Ty) allitanak

el6. Az egyes termékek alkatrészigénye a kovetkezd tédblazatban
lathato:

T, Ty Ty
A5 0 1 2
A |0 2 8 3
As| 2 3 6 0
A0 1 0 6

Az alkatrészekbél rendelkezésre all6 mennyiség rendre 1500, 850,
1100 és 700 darab. Kovetelmény tovabba, hogy az 6sszes Ay tipusi
alkatrészt fel kell hasznalni és a T termékbdl legalabb haromszor
annyit kell késziteni, mint a Ty-bol. Mennyit készitsenek az egyes
termékekbdl, ha az a cél, hogy a fel nem hasznalt alkatrészek szama
minimélis legyen?

13.) A kovetkezd szimplex tabla egy maximalizaldsi (normdl) feladat
megoldasa soran allt el6. Mit mondhatunk réla? Olvassa le az
aktudlis bazismegoldast! Megéllasi tabla esetén ezt bizonyitsa, ha
nem, akkor végezzen el egy pivotéalast!

T ) Trs3 T4 Ty Tg 7
1 -1 0 0 1 -1 0|4

1 0 -1 1 0 1 0|6

3 1 -2 0 0 3 1126
-3 2 7 0 0 -4 0]-24

Vélaszat indokolja; szamitasi 1épéseit roviden, tomoren magyarazza
el.

14.) A kévetkez6 szimplex tdbla egy maximalizéldsi (normadl) feladat
megoldasa soran allt el6. Mit mondhatunk réla? Olvassa le az
aktudlis bazismegoldast! Megéllasi tabla esetén ezt bizonyitsa, ha
nem, akkor végezzen el egy pivotalast!

Ty X2 Tz Xy4 X5 Tg X7 rg X9

0O -2 -1 0 1 1 =2 0 0|2
11 1 0 0 0 1 0 ©0]4
o 1 1 1 0 0 0 1 0]7
o 1 1 0 1 0 O 1 1/13
0O -7 -8 0 1 0 -9 -3 0]-57
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Vilaszat indokolja; szamitdasi 1épéseit roviden, tomoren magyarazza
el.
15.) A kétfézistu szimplex mddszer els6 fazisdval mutassa meg, hogy az
alabbi linearis programozasi feladatnak nincs megengedett megoldasa:
max 2%1 + 3332 -+ 4.133
1+ 29 > 10
21]1+ZE2+3I3 S 8
Ty, Ty, 23 > 0
16.) Fogalmazza meg a linedris programozas alaptételét! Igaz-e, hogy
tetszdleges linearis programozasi feladat optimélis megoldésa sziikségképpen

a feladatnak megfelel6 konvex politép egy extremalisa?

17.) Adjon meg egy olyan linedris programozasi feladatot, amelynek
nincs megengedett megoldasal

18.) Fogalmazza meg az er6s dualitési tételt! Mit mondhatunk a dudlis

feladatrol, ha a primal feladat célfiiggvénye nem korlatos a megengedett
megoldasok halmazan?

19.) Allftsa el8 az aldbbi linedris programozasi feladat egy megengedett
megoldését a kétfazisa szimplex algoritmus elso fazisanak segitségével!
Irja fel a 2. fazis feladat kezd6 szimplex tabldjat! Optimaélis-e az
itt szerepld bazismegoldds? Valaszat indokolja!
min Ty + 3y — T3
—x1 —x3 < —10
To+ 23 <8
T, X9, 23 2 0

20.) Adja meg az aldbbi feladatok dudlisét!

min 2z + 3x9 + 4x3
ZE1+I2—3I3 =10
2$1+$2+3$3:8

T1,x9,x3 >0

min 2z + 3z + 4x3
ZE1+I'2—3I3 Z 10
2x1+x2+3x3 Z 8

T1,22,T3 Z 0

max 2x; + 3xq + 423
T+ T2 —31'5 > 10
2$1+ZL‘2+3$3 2 8

Ty, 22,23 >0
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21.) Tegyiik fel, hogy mind a duél, mind a primél feladatnak van megengedett
megoldasa. Tovabba, a primal feladat két megengedett megoldasan
a célfiiggvény értéke 2, illetve —1, a dudl feladat célfiiggvénye pedig
3z1 + 2x5. Melyik feladat megengedett megolddsa lehet az 27 =
[0, 1] vektor? Vaélaszat indokolja! Lehet-e az 7 = [1,1] vektor
a dudl feladat megengedett megoldéasa, ha tudjuk, hogy az maxi-
malizalasi feladat?

22.) Irja fel a ké-papir-oll6 jaték kevert bévitéséhez tartozé priméal-dudl
feladatpart és hajtson végre egy-egy 1épést a feladatokon szimplex,
illetve, dual szimplex algoritmussal!

23.) Gomory vagas levezetése, adott feladaton valé végrehajtasal



