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RESZLETES KUTATASI TERV

Tervezett kutatasaink harom f6 tertletre oszthatok: 1. sztochasztikus folyamatok, 2. dinamikai
rendszerek, 3. statisztika és informacidelmélet. Alabb ezek szamos kapcsoldédasi pontjara
kitérink. Mindharom tertleten kulcsszerepe van a tervezett hazai és nemzetkozi
egyuttmikodéseknek, szoros szakmai és egyuttmikodési kapesolataink vannak (t6bbek kozott)
az kovetkez6 egyetemek matematika intézeteivel/tanszékeivel: Ecole Normale Supérienre (Paris),
Université Paris Sud Orsay, ETH Ziirich, University of Maryland, Courant Institute New York University,
Universita  degli Studi di Roma ""Tor Vergata", Hebrew University of Jerusalem. Eredményeink
rendszeresen a matematikai statisztikus fizika, a valészintségelmélet és az informacidelmélet
vezet6 folyobirataiban jelennek meg.

Az alabbi kutatasi tervben hivatkozott cikkek részletes adatai a D12 mellékletben talalhatok.
I. SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK

L1 Mean field erditiiz-modell

A [RTO09] cikkben szereplé modell egy dinamikusan névekvé Erd6s-Rényi graf, melyben az
oriaskomponenseket egy "erd6tdz" mechanizmus rendszeresen kitorli. Az Osszefuggd
komponensek struktardjat elagazé folyamatok segitségével karakterizaljuk, a megjelend
struktirak varhatéan gazdagabbak lesznek, mint az erd6tdz nélkili Erdés-Rényi grafban. A nagy
komponensek 6sszeolvadasi dinamikajat és az 6riaskomponens sztletését az Erdés-Rényi modell
kritikus ablakaban az an. multiplicative coalescent tolyamat segitségével irtak le [A97]. Az
erd6tiz-modell és a fagyott perkolaciés modell nagy komponensei is varhatéan hasonld
folyamatok segitségével karakterizalhatoak, ezt is vizsgaljuk.

1.2 Random interlacements

Ezt a perkolaciés modellt 2007-ben vezették be [Sz10]. A d-dimenzios racsbol (d4>2)
megszamlalhaté sok duplan végtelen bolyongasi trajektériat tavolitunk el ugy, hogy a
visszamaradé véletlen graf eloszlasa eltolas-invarians és pozitiv strlségti. A keletkezé szivacsos
halmazon a strdség valtoztatasaval nem-trivialis perkolacids fazisatmenet figyelheté meg. Még
sok a nyitott kérdés a modellel kapcsolatban: Mennyire éles a fazisatmenet? A kritikus pont
kozelében mekkora az 6riaskomponens strtsége? Mas univerzalitasi osztalyba esik ez a modell,
mint a klasszikus Bernoulli-perkolacié?

1.3 Diffusion limited aggregation (DI.A)

Az 1-dimenziés DLA folyamatban [KSO08] a kezdeti id6pontban N minden csicsan Poisson(#)
darab részecske talalhato, ezek a részecskék fiiggetlen egyszer bolyongast végeznek, de az origbt
tartalmazé komponens ragadds: ha egy részecske hozzaér, akkor abbahagyja a bolyongast és
maga is a komponens részévé valik. E komponens novekedésének sebességét vizsgaljuk: az a
sejtés, hogy ez #<1 esetén az id6vel gyOkosen, #>1 esetén az id6vel egyenesen, mig #=1 esetén
az id6 2/3-adik hatvanyaval arinyos. A modellel kapcsolatos 4j heurisztikdak matematikai
kidolgozasa is érdekes feladat.

1.4 Hatareloszlas-tételek on-kolesinhatd folyamatokra



A kutatas célja az 6n-kolcsonhaté rendszerek minél szélesebb csaladjaban a skalazasi és
aszimptotikus tulajdonsagok leirasa. Horvath, Toth és Vetd illetve Toth és tarsszerzéinek a
Hrovidlaté”  ontaszitd  bolyongasra  (,myopic” or  ‘true’  self-avoiding walk) és az Ontaszitd
Brown-polimerre vonatkozé eredményei jelentik a kiindulépontot. Tervezzik az eddigi kutatas
folytatasat elsésorban a magas dimenziés modellekben vart centralis hatareloszlas-tétel (CHT)
iranyaban. Bz a fenti modellek egy bizonyos csaladjaban ismert [HTV11], de az alkalmazott
funkcionalanalitikus  eszk6zok —varhatéan talmutatnak az eddig leirt modelleken. A
Kipnis-Varadhan moédszerek egy 4j eleme a gyengitett szektorfeltétel, amely altalanosabb érvényta
a CHT eddigi elégséges feltételeinél. A kutatas egyik iranya a fenti feltétel érvényességi korének
vizsgalata. Erre a fenticken kivil véletlen kozegti bolyongas modellekre is varhatunk uj
eredményeket. A statisztikus fizikabol szarmazo6 un. six verfex modellt illetve ezek valtozatait is
vizsgaljuk; itt a vart CHT mas elégséges feltételének bizonyitasahoz sziikséges un. grading nem
teljestil. A gyengitett szektorfeltétel azonban a fellépS operatorok természetes moédon felmeriild
funkcionalanalitikus  tulajdonsagain  mulik. Szeretnénk még mas magas dimenzids
bolyongasmodellekre is a CHT érvényét kiterjeszteni.

1.5 Altalinos Ray-Knight elmélet egydimenzids in-kilesinhatd folyamatokra

A kutatas célja egydimenzids 6n-kolesonhaté folyamatok minél szélesebb osztalyaiban a skalazasi
és aszimptotikus tulajdonsagok vizsgalata a lokalis id6 elemzésén alapulé Ray-Knight-elmélet
segitségével. E modellekben az 6nkodlcsonhatas a bolyongas sajat lokalis idejének figgvénye.
Célunk az ismertekhez képest (pl. [T96, TVO08]) Gjabb tipustu fuggések esetén aszimptotika és
hatareloszlas-tétel vizsgalata. Az eredmények varhatéan eltérnek mind a kolesonhatas nélkdli,
mind a magas dimenzids esettél.

1.6 Staciondrius fluktudciok aszimmetrikus kolesinhatd részecskerendserekben

Az aram vagy feliletnévekedés A/3 nagysagrendd fluktuacioi kézponti probléma a kolcsénhato
részecskerendszerek elméletében. Aszimmetrikus esetben a vonatkozé hatareloszlasok a véletlen
matrixok elméletébdl ismert Tracy-Widom eloszlasokkal vannak kapcsolatban. Harom 6
iranyban folynak vizsgalatok:
- Funkcionalanalitikus eszkozokkel kezelhet6 a fluktuaciok nagysagrendje Tauberi
értelemben, [QVO07].
- Egyes modellek és determinansfolyamatok kozti egzakt kapcsolatok mentén
hatareloszlas-tételek bizonyithatok.
- Tisztan valoszinGségszamitasi és csatolasos modszerekkel is lehet a fluktuaciok
nagysagrendjét bizonyitani. A moddszer alkalmazhaté6 a Hammersley folyamatra
[CGO06], a last passage perkolaciora [BCS006], a kizarasos folyamatra (ASEP) [BS10],
egyes zero range folyamatokra [BKO8, BKS11], és iranyitott polimerekre [S10].

A teriilet fontossagat mutatja, hogy az eredmények lehet6vé tették a hires Kardar-Parisi-Zhang
egyenlet bizonyos megoldasainak vizsgalatat is. Jelent6s hozzdjarulasunk van a harmadik
csoportban felsorolt modszerekhez. [BKS11] cikkiinkben a modszer egy robusztus
megfogalmazasat adtuk, mely a modell részleteitdl csak egy jol meghatarozott ponton figg. E
pont abbol all, hogy az un. masodosztalya részecskére kell csatolasi tulajdonsagokat
ellenérizniink. E részecskék o6nmagukban nem markovi tulajdonsagiak, ami meglehet6sen
bonyolitja a helyzetet, és bizonyos mértékig kapcsolatot is teremt a fenti rovidlatd Ontaszitd
bolyongasokkal. Tervezziik a fenti csatolasi tulajdonsagok vizsgalatat, megprobalunk minél
robusztusabb eszkézoket talalni, igy modszertinket egyre tobb modellre kiterjeszteni. Vizsgaljuk
tovabba az Ontaszité bolyongasoknal latott hasonld skalazas mogott rejlé mélyebb analdgiakat is.



1.7 New attraktiv modellek csatolisa

A masodosztalya részecskék attraktiv modellek vizsgalati modszereiben tettek nagy szolgalatot,
mivel szamuk megmarad a rendszer idéfejlédése soran. Nem attraktiv esetben viszont a
modszerek nem alkalmazhatéak, hiszen itt masodosztalya részecskék keletkezhetnek és
eltinhetnek. Szimulaciék azt mutatjak, hogy bar a masodosztalyt részecskék szama nem
konstans, mégis sztochasztikus korlatok kézott marad. Tervezzik ennek a viselkedésnek a preciz
vizsgalatat.

1.8 Kdlesonhato rendszerek staciondrins elosglasai

Az ismert eredmények nagy része olyan modellekre vonatkozik, melyek extremalis
eltolas-invarians stacionarius eloszlasai szorzat alakdak. Kevesebbet tudunk olyan modellekrdl,
melyeknek nincs szorzat alaku ilyen eloszlasuk. Szintén keveset tudunk a stacionarius eloszlasrél
akkor, ha a modellt egy dinamikusan mozgé pontbdl (pl. egy masodosztalya részecske
pozicidjabdl) figyeljuk. Végul nem eltolas-invarians stacionarius eloszlasokrol (pl. un. blokkolo
mértékekrdl) is kevés ismert, ezek nagy része az ASEP-re vonatkozik. A kézelmultban vj
technikak szilettek matrixszorzatok [BEO7], sorbanallasi rendszerek [FMO7] segitségével.
Tervezzik nem szorzat alakd stacionarius és/vagy blokkolé mértékek vizsgalatat kolcsonhato
rendszerekben.

L.9. Determinisztikus modellek dltal motivalt bolyongdsok aszimptotikus viselkedése.

A I1.3 pontban leirt dinamikai problémak targyalasanak elsé lépése egy-egy analdg sztochasztikus
modell vizsgalata. Példa ilyen modellparra a determinisztikus periodikus Lorentz folyamat és a
sztochasztikus bels6é allapotd bolyongas [N10, P09]. Ilyen sztochasztikus folyamatokra
(els6sorban bolyongasokra) vonatkozoan tervezzik Dvoretzky-Erdés vagy Erdés-Taylor tipusa
tételek adaptaciojat.

L.70. Dinamikai rendszerek dltal motivalt kilesonhato részecskerends3erek

A 112 pont kolcsonhaté — részecskerendszerek — szarmaztatasarél — szol  dinamikai
hévezetés-modellekbdl. Tervezzik az {gy kapott rendszerek hidrodinamikai hataresetének
vizsgalatat diffaziv skalazas mellett, a Fourier-féle hévezetési torvény bizonyitasat. Nehézség,
hogy a "részecskeszam" szerepét jatszo energia folytonos, és hogy a rendszer nem gradiens
tipust. MasfelSl tébb esetben, pl [PGySzT10] a folyamat formailag hasonlé egy Varadhan altal
targyalt nem-gradiens rendszerhez [V93].

II. ERGODELMELET ES DINAMIKAI RENDSZEREK
11.1. Hiperbolikus bilidard tipusii dinamikik statis3tikns tulajdonsdagai

Ezen a teriileten évtizedes multa kutatasainkat szeretnénk folytatni, Gjabb iranyokba kiterjeszteni.
Magas dimenzids sz6r6 biliardokra vonatkozé jelentés eredményeinkbdl (kilonosen [BTOS])
kiindulva tervezzitk ezeknek a rendszereknek a még pontosabb megértését, konkrétan az un.
komplexitasi feltétel tisztazasat. Szintén korabbi kutatasok [BGO6] szerves folytatasaként
vizsgalnank a gyengén hiperbolikus biliardokban (pl. stadion, végtelen horizontd Lorentz gaz,
sz616 biliard cusp-pal) fellép6 anomalis diffuziv jelenségeket (nem-standard hatareloszlas-tételek).
Az utdbbi témahoz szorosan kapcsolddik a transzportegyiitthatok paraméterfiiggésének kérdése,



mely egyuttal fontos eszkéz az alabbi 11.2. témahoz. Tervezzik hasonlé kérdések vizsgalatat a
hagyomanyos biliardokon tal tovabbi, fizikailag relevans rendszerekre (pl. biliardokra kilsé
térben, vagy a keménygolyé kolcsonhatis altalanositasaként potenciallal leirt kélesénhatasok
tagabb osztalyara). Szoéré biliardok exponencialis korrelacidlecsengésére 1998-ban sztletett az
els6 eredmény [Y98], diszkrét id6ben. A folytonos idejd valtozat azéta is nyitott. Célunk a
legegyszertibb estekre (2 dimenzid, véges horizont) az exponencialis korrelacidlecsengés
bizonyitasa (esetleg cafolata). A [DSz03] eredmény tovabbfejlesztésével szeretnénk elméleti
alapot teremteni hiperbolikus dinamikak statisztikus tulajdonsagainak numerikus vizsgalatahoz. A
probléma technikailag rokon a I1.2 és I1.3 ponttal.

11.2. Térben kiterjedt nem-egyensiilyi jelenségek modellezése kolesinhatd elemi dinamikai rendszerekseel

A statisztikus fizika fontos kérdése, hogyan lehet egy nagy rendszer elemi mozgastérvényei
alapjan megérteni - megfelel6 skalazas utan - a makroszkopikus viselkedésre jellemz6
termodinamikai mennyiségeket, az 6ket leird parcialis differencialegyenleteket. Hogyan lehet pl.
hévezetési egyenletet levezetni Newton-torvényekbol. Ezt a Gaspard és Gilbert [GGO6] altal
hasznalt kétlépéses megkozelitésben kivanjuk vizsgalni. Ehhez egyarant szikségesek a
sztochasztikus ~ folyamatok elméletének ¢és az ergodelméletnek az eszkézei. Utdbbi
vonatkozasaban a kozelmultban rendkivili lehetéségek nyiltak meg a matematikailag szigora
targyalas el6tt [DL10]. Konkrét rendszerekre mi is megtettik az elsé lépéseket [BLYO00,
PGySzT10]. Tervezzik csatolt hiperbolikus rendszerekbdl allo, fizikailag realisztikus
hévezetés-modellekben annak bizonyitasat, hogy a gyenge csatolas hataresetben a racspontokon
tarolt energiak folyamata egy Markov folyamathoz (kdlcsonhaté részecskerendszerhez) tart. Cél a
Markov folyamat pontos karakterizalasa is. Ezeknek az igen nehéz problémaknak a kezeléséhez
szitkségesek az II.1 pont kutatdsaithoz kapcsolédo tapasztalatok. A feladat technikailag rokon a
I1.3 tervekkel is. Ez a terv kozvetleniil kapcsolodik a sztochasztikus 1.10 témahoz: e két probléma
megoldasa jelenti bizonyos értelemben a hévezetés kérdésének megvalaszolasat.

I1.3. Térben vagy iddben nem homogén dinamikdk statisgtikus tulajdonsdgai

Az utobbi évek eredményei alapjan ma mar realis esély mutatkozik a térben nem homogén
dinamikak kilénb6z6  statisztikus tulajdonsagainak szigord matematikai targyalasara (pl
[DSzV09)). Ilyenkor sokszor a sztochasztikus modell viselkedése sem nyilvanvalé, példaul [N11]
esetén. J6 példa a lokalisan perturbalt periodikus Lorentz folyamatot, vagy biliardok
kvazi-periodikus  kornyezetben. Tervezzik ilyen rendszerek tovabbi vizsgalatat mind
sztochasztikus, mind ergodelméleti szempontbol. Elsé 1épésként analég sztochasztikus
modelleket vizsgalunk, lasd az 1.9 témat. Az id6ben nem homogén hiperbolikus rendszerek a
[ChDO09] dolgozat hatasara keriltek az érdekl6édés homlokterébe. Ebben a témaban
hatareloszlas-tétel bizonyitasa a célunk, egymashoz valamilyen értelemben kozel levé (egy- vagy
tobbdimenzi6s) dinamikak alkalmazasa esetén.

III. MATEMATIKAI STATISZTIKA ES INFORMACIOELMELET

E kutatas célja alapvet6 kérdések megvalaszolasa a nem-paraméteres statisztika, becsléselmélet és
sztochasztikus folyamatok tesztelése témakorébol. Becslés esetén a folyamat megfigyelt mintai
alapjan kell megbecsiilniink a feltételes mediant, feltételes varhatoértéket, feltételes eloszlast. Cél
lehet emellett becstlni a még ismeretlen jovobeni értékeknek valamilyen fiiggvényét is, pl.
valamely megallasi id6ig hatralévé id6t. A feladat nehézségét az okozza, hogy a megfigyelt mintak
szamanak novekedésével e mennyiségek is valtoznak, azaz a megfigyelésekkel médosul a
becsilend6 fuggvény. Vizsgalni fogunk mind diszkrét, mind folytonos idejli ergodikus



folyamokat. A becslés josaganak mérésére diszkrét id6 esetén vagy kozvetlenil a hiba nagysagat,
vagy a Cesaro-atlagot hasznaljuk, folytonos idé esetén pedig a Cesaro-atlag integral verzidjat.
Célunk konzisztens becsléseket megadasa, a momentum feltételek tisztazasa.

Uj tipust eljaras az tgynevezett id6szakos becslés, amikor folyamatok egy osztalyara mar nem
lehet minden id6épontban becstlni, mert elvileg sincs ilyen konzisztens eljaras. Ekkor csak
id6szakosan fogunk becstilni, amikor j6 becslést tudunk adni. Itt azon idépontok strlsége az
érdekes, amikor becsiilni tudunk, az 6sszes idéponthoz képest. Egyik célunk megvizsgalni a
konvergencia sebességét a stacionarius folyamatok specialis osztalyaira, pl. feldjitasi folyamatokra,
végesen Markov-jellegii folyamatokra.

Tovabbi céljaink: egyrészt bebizonyitani kilénb6z6 algoritmusokra és bizonyos folyamatokra a
centralis hatareloszlas tételt, azaz, hogy a becslés megfeleléen normalva aszimptotikusan
normalis, masrészt: véletlen Markov mezdok esetén megbecstilni a véges kornyezet nagysagat.

Folyamat-tesztelés témaban célunk a Poisson-folyamatot megkilonboztetni a tobbi stacionarius
névekményt pontfolyamattol. Ennek 2-dimenziés valtozatat is vizsgalni fogjuk.

Ergodikus rendszerek numerikus vizsgalata soran gyakran egyetlen hossza trajektoria
megfigyelésébsl vonnak le statisztikus kovetkeztetéseket. Kutatdsaink ennek elméleti
megalapozasaban is szerepet jatszanak, kapcsolédva a 11.1 ponthoz.
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