Villamosmérnok A4 — 11. gyakorlat (2013. 04. 25-26.)
Kétdimenziés normalis eloszlas, regresszidk

Kétdimenziés normalis 6sszefoglalas

Egy kétdimenziés (X,Y") valoszintségi valtozo kovariancia matrixa:

_ Var(X) Cov(X,Y)
x= < Cov(X,Y) Var(Y) >

Cov(X,Y)

Korrelacios egyiitthato: r(X,Y) = BB

Kétdimenziés normalis eloszlas: Standard kétdimenzios normalis eloszlasu egy (U, V) par, ha sirtség-
fliggvénye

1 2 2
o(u,v) = o, €XP <u ;rv ) (u,v € R).
(U, V) zérus varhato érték vektori, egységméatrix kovariancidju par. Azt mondjuk, hogy az (X,Y) = (U, V)A+
p par kétdimenzios normalis eloszlast p € R? vérhato érték vektorral és ¥ € R?*? (invertalhato) kovariancia
métrixszal, ha (U, V) standard normélis par, és AT A = ¥, ahol A € R?*2,
Egy kétdimenziés normaélis (X,Y") par strtségfiiggvénye:

1 1

flz,y) = mexp{2(l—r2) <$;5X)2+ <?J;:Y>22r($—ujx)((f?i—/ﬂ/)]},

ahol EX = ux, EY = py, SD(X) = ox, SD(Y) = oy, ésr = r(X,Y) X és Y korrelacios egyyiithatoja.
Kétdimenzios normaélis eloszlas esetében a perem- illetve feltételes eloszlasok is normaélisok: a marginalisok
eloszlasa N(ux,0x) és N(py,oy), a feltételes eloszlasok pedig N (ux|y—y, 0x|y=y), ahol

ox .
UX|y=y :MXJr(y*MY)T; €8 OX|Y=y — V1i-r?ox.

Regressziok Osszefoglalas

Adott egy X valoszintségi valtozo, mely ¢ érték(ek)re lesz a hi(c) := E|c — X| hiba minimalis? A valasz: az
m(X) medianra (amibél lehet t5bb is, diszkrét véltozo esetén). Es mely c értékre lesz ha(c) := E[(c — X)?]
minimalis? A valasz: az EX varhat6 értékre (Steiner-tétel, tanultuk.)

Hasonloképpen, ha az X1, ..., X, fiiggetlen kisérleteket latjuk egy ismeretlen eloszlasi valoszintiségi valtozora,
és ezek alapjan akarjuk becsiilni a valtozot, akkor:

(a) azac, amire hy(c) := Y . |c—X;| a minimalis, az a minta m(X1, ..., X,) medidnja, azaz a nagysagra
kozéps6 érték a kisérletekbdl (paros n esetén a két kozépss érték kozott barmi), és persze nagy n esetén
ez egy j6 becslés lesz a valdszintiségi valtozé medidnjara; illetve

(b) az a c, amire ha(c) := > . (c— X;)? a minimalis, az a mintaatlag u(X1,..., X,) = (X1+---+ X,,)/n,
és ez egy jo becslés lesz a valoszintiségi valtoz6 varhato értékére.

Izgalmasabb, amikor egy kétdimenzios (X,Y") valoszintiségi valtozobol latunk fiiggetlen kisérleteket, és ezek
alapjan értenénk meg, hogyan fiigg Y az X-t6l; pontosabban, X milyen fliggvényével tudnank Y-t a
legjobban becsiilni? A valasz fligg attol, hogyan mérjiik, milyen jo a becslésiink:

(a) Akkor lesz a h(f) := E|f(X) — Y| hiba minimélis, ha E[| flx) — Y] ‘ X = z] —et minimalizaljuk minden

rogzitett z-re, azaz f(x) az Y feltételes medianja az X = x feltétel mellett.

(b) Akkor lesz a ha(f) := E[(f(X)—Y)?] hiba minimélis, ha E{( fl@)—Y)? ‘ X = z} et minimalizéljuk, azaz
f(x) az Y feltételes varhat6 értéke az X = z feltétel mellett.

Ha csak linearis f fiiggvényeket engediink meg, akkor a ha(f) négyzetes hibat az elsé regresszios egyenes
minimalizalja: f(x) = po + 7 (x — 1) 02/01, ahol py és o1 az X varhato értéke és szorésa, g és oo az Y-éi,
r pedig X és Y korrelacios egyiitthatoja. A masodik regresszidos egyenes pedig azon ¢ linearis fliggvény,
mely az E[(g(Y) — X)?| hibat minimalizalja: g(y) = p1 + 7 (y — p2) 01/02.

Ezek nem csak azért fontosak, mert a linearis Osszefiiggéseket fogadja be a legkbnnyebben az értelmiink,
hanem mert a p;, 0,7 értékeket természetes modon becsiilhetjiik egy (X1,Y1),..., (X, Y,) adathalmazbol.
Mégpedig: a (X ) mintaatlagot mar feljebb definialtuk, a minta varianciaja pedig Y., | (X; — pu(X))?/(n—
1); kovariancia hasonléan. Az n — 1-gyel osztas n helyett nem nyomdahiba, hanem igy lesz EY " | (X; —
w(X))?/(n —1) = Var(X), ha utanaszamolunk.

Lattuk fent, hogy kétdimenzioés normalis eloszlasokra a feltételes eloszlas normalis, igy medidnja és varhato
értéke megegyezik, raadasul linearis fiiggvénye a feltételnek, igy megegyezik a regresszios egyenessel.



3.

10.

Kétdimenzios normalis feladatok

Tegyiik fel, hogy egy jolmend étterem heti 6sszbevétele normalis eloszlast kdvet 1 millié forint varhato ha-
szonnal, és 700000 forint szorassal. Mi annak a valdszintisége, hogy kevesebb, mint 1.5 milli6 forint a bevétele
két, egymast kovets héten? Itt tegylink még fel fliggetlenséget! Majd nézziik meg, hogyan valtozik annak a
valoszintisége, hogy a masodik héten tbb mint 2 millié forint a bevétel feltéve, hogy az els§ héten 1.5 millio
forint volt a bevétel és a korrelacio6 —0.5! Mi a mésodik hét varhatd bevétele ugyanezen feltétel mellett?
Mennyi a két hét varhatd dsszbevétele? Mi a szoras?

. Budapesten méajusban az atlagos hémérséklet 25 °C, 7°C szorassal, valamint az atlagnyoméas 10° Pa, 2 x 10* Pa

szorassal. A homérséklet /nyomas valtozasa szoros 6sszhangban van, koztiik 1évé korrelacio 0.7. Irjuk fel a
kovariancia métrixot majd hatarozzuk meg a kévetkezsket:

(a) Mi a valészintisége annak, hogy egy nap melegebb lesz, mint 40°C? Es, hogy alacsonyabb a nyomés
6 x 10* Pa-nal?

(b) Egy nap 20 °C-ot mértiink. Mi annak a valészintisége, hogy a légnyoméas 1.2x 10° Pa folott jart? Atlagosan
mekkora volt a légnyoméas? Mekkora a szoras?

(c) Feltéve, hogy egy nap 10° Pa volt a légnyoméas, mi annak a valoszintisége, hogy melegebb volt, mint
35°C? Atlagosan hany fok volt aznap? Mekkora a szoras?

Magyarorszagon a felnétt férfiak testmagasséga atlagosan 178 cm, 9 cm szérassal, mig testsulyuk 85 kg, 10 kg
szorassal. A korrelacios egytitthato 0.7, azaz minél magasabb valaki, annal stulyosabb is. Irjuk fel a kovariancia
matrixot!

(a) Mi a valészintisége annak, hogy egy férfi magasabb 2 méternél? Es, hogy nehezebb 100 kg-nal?

(b) Feltéve, hogy egy férfi 80 kg, mi annak a valészintisége, hogy magasabb, mint 180 cm? Varhatéan hany
cm magas egy ilyen férfi? Mekkora a szoras?

(c) Atlagosan mekkora stlyt egy 190 cm magas férfi?
(d) Atlagosan milyen magas egy 94.3 kg-os férfi?
(e) Hasonlitsuk 6ssze az utolso két eredményt.

Az elgadasbeli példat folytatva, az X aramerdGsség normalis N (230, 6) eloszlasa, a mérskésziilék Z hibdja ettsl
fiiggetlen N(0, 8) eloszlast, mi az Y = X + Z értéket mérjiik. Mi a valészintsége, hogy Z > X /207

Legyen a (X,Y) par kétdimenzids normalis eloszlast, r korrelacioval. Mi az eloszlasa U = X + Y-nak és
V = X — Y-nak? Filiggetlen-e U a V-t617 Szamoljuk ki a varhato értékeket és szoérasokat is!

Legyen U és Z fiiggetlen valoszintiségi valtozok, el6bbi egyenletes a (0, 27) intervallumban, utdbbi exponencié-
lis, 1 varhato értékkel. Mi az eloszlasa az X = v/2Z cos(U), illetve Y = v/2Z sin(U) valoszintségi valtozonak?
Fiiggetlen-e X Y-t617

Hogyan generalna le kétdimenzios normalis eloszlasu véletlen pontokat a sikon, melyek varhato értéke (pg, o),
szorasa (o1, 02), korrelacios egyiitthatoja pedig r. Filiggetlenek-e a koordinatak, ha r = 07

Regresszios feladatok

Vegyiik a 4,6,1,4, 13,5 adathalmazt (méas néven mintat).

(a) Hatarozzuk meg a hj(c) hibafiiggvényt és a minta medianjait!

(b) Hatarozzuk meg a hs(c) hibafiiggvényt és a mintaatlagot!

Egy kétdimenzios haromelemt mintank elsé koordinatai —1, 0, 1, méasodik koordinatai 3,4, 5, valamilyen sor-
rendben. Viladgos, hogy 3! = 6-féleképpen lehet Gsszeparositani a koordinatakat. A koordinatakkénti minta-
medianok, -atlagok, és -szordsok persze nem fliggenek a parositastol. Mik ezek a koordinatakkénti értékek?
Es mi a korrelacios egyiitthato a 6 lehetséges parositasban?

Egy tizf6s A4 csoportban, az i-edik didk els6 hét ropZH eredményének Osszegét jelolje X;, els§ nagyZH-
janak eredményét pedig Y;. Az eredmények: (21,13), (25,28), (19,23), (30.5,26), (28.5,24), (19, 15), (27,21),
(23,27), (33,27.5), (16.5,17).

(a) Hatéarozzuk meg az X és Y minték atlagait, szorasait, medianjait, és korrelacios egyiitthatojukat!

(b) Irjuk f6] a minta két regresszios egyenesét! Mennyire tiinik jonak az adatok alapjan a linearis kozelités,
és mennyire gondoljuk, hogy elvileg linearisnak kellene lennie az Osszefiiggésnek?

(c) Kideriil, hogy volt még egy lathatatlan didk is a csoportban, akinek a nagyZH-ja 25 pontos lett. Milyen
ropZH 6sszpontszamot tippeliink neki? Es ha az deriilt volna ki, hogy a r6pZH 6sszpontszama 26, akkor
milyen nagyZH pontszdmot tippelnénk?



11. (a) Kétszer dobtunk egy kockaval, a dobasok 6sszege 10. Mi az els§ dobas feltételes varhaté értéke? Es mit
tippeliink az elsé dobasra?

(b) Legyen X két dobas Osszege, Y pedig az els6 dobas. Hatarozzuk meg a regresszios egyenest!
(c) Tizszer dobtunk egy kockaval, a dobasok 6sszege 50. Most mi az elsé dobés feltételes varhato értéke? Es

mit tippeliink az elsé dobasra? Es mi a regresszios egyenes?

12. Legyenek Xi,..., X figgetlen RAND() szamok, minimumuk X, maximumuk Y. Hatarozzuk meg az Y
feltételes medianjat és varhato értékét az X = x feltétel mellett, és az els regresszios egyenest,

(a) k= 2-re;

(b) altalanos k-ra.
13. Legyen az (X,Y) kétdimenzios valoszintiségi valtozo egytittes stirtségfiiggvénye:

(a)
_ [ 2exp(=(z+2y)), haO<uuy;
fy) = { 0, egyébként.

(b)
_J x4y, hat<z<l;0<y<]I;
flzy) = { 0, egyébként.

()

_J 24zy, ha0<2;0<yés0<2x+y<1;
flay) = { 0, egyébként.
Hatéarozzuk meg az Y feltételes medianjat és varhato értékét az X = x feltétel mellett, és az els6 regresszios

egyenest.

14. Egy hivatalban minden iigyfél kiszolgalasa 10 perc varhato értékd exponencialis valoszintiségi valtozot vesz
igénybe, egymastol fliggetleniil. Ha k ligyfelet Osszesen x id§ alatt szolgélnak ki, akkor a legels6 tigyfél
kiszolgalasdnak mi a feltételes medianja és varhato értéke, mi a regresszios egyenes?

15. (a) Legyen U egy egyenletes véletlen szam a [0,1] intervallumbol, X = U% és Y = U?. Mi X és Y korre-
lacios egyiitthatoja? Mi az E[Y | X = z] feltételes varhato érték és az \/E[(Y —E[Y|X =2])? ‘ X = 1]
feltételes szoras? Hatarozzuk meg az elsG regresszios egyenest.

(b) Most legyen U egy egyenletes véletlen szdm a [0, 2] intervallumbol, és, mint az elsbb, X = U% és Y = U3.
Valtozott-e a korrelacios egyiitthato?



