Matematika A4
12. gyakorlat

1. Az u-préba (mas néven: z-préoba)

Legyenek mérési eredményeink: X, Xo,... X, fiiggetlen, azonos normadlis eloszlasi valdszinliségi valtozok a
kozos 1 = E(Xy) vdrhat értékkel és o = D(X) szérdssal. Vegyiik a mérési eredményeink szdmtani dtlagét:
X, =(X1+ X3+ -+ X,)/n. Ekkor

E(X,) = u, D(X,) = és legyen Z =
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A fentiekbol kovetkezik, hogy Z standard normaélis eloszldsu valészintiségi valtozd.

(a) Becslés. A statisztika egyik alapfeladata becsiést, konfidencia intervallumot adni mérési eredmények elosz-
lasanak egy ismeretlen paraméterére. Legyen a p varhat6 érték ismeretlen és a o sz6ords ismert.

A feladatunk: Mérési eredményeink alapjdn adjunk meg olyan intervallumot, amely 1 — « valdszinliséggel
(pl. a = 0.05) tartalmazza az ismeretlen y paramétert. Jeldlje z, /2 a standard normalis eloszlds tablazatabdl
visszakeresett azon szdmot, aminél nagyobb értéket Z csak a/2 valészintiséggel vesz fel. Ekkor a fentiek szerint
P(—2z, j2 < Z < 2q/2) = 1 — a, és igy a keresett (véletlen!) konfidencia intervallum
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(b) Hipotézis vizsgalat. A statisztika masik alapfeladata mérési eredmények eloszldsanak egy ismeretlen para-
méterére vonatkozo hipotézisek vizsgalata. Legyen megint a p varhaté érték ismeretlen €s a o sz0rds ismert.

A feladatunk: A mérési eredményeink alapjan dontsiik el azt a hipotézist (feltevést), hogy az ismeretlen p
paraméter értéke egy adott ;o szdm-e. Ehhez meg kell adnunk egy megfelel6en kicsi « szignifikancia-szintet is,
pl. @ = 0.05. A szignifikancia-szint elnevezés arra utal, hogy abban az esetben, ha az ismeretlen paraméter értéke
tényleg o, csak « (kis) valészinliséggel forduljon el6 az az elsdfajii hiba, hogy a mérési eredmények megcédfolni
latszanak a hipotézisiinket.

Fontos megérteni, hogy a statisztikdban tipikusan nincs abszolit bizonyossag. Pozitiv valdszintiséggel don-
tésiink hibds lesz. Tipikusan mdsodfaji hibdt is pozitiv valészinliséggel kovethetiink el: elfogadjuk a hipotézist
olyankor, amikor p # pp.

A dontésiinket adott pg esetén az
Xn — o
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véletlen mennyiségre alapozzuk. A fentiek szerint, ha j1 = pug, akkor P(—z4 /2 < U < 24/2) =1 — . Igy akkor
és csak akkor fogadjuk el a u = po hipotézist, ha a mérési eredményeinkbdl szamitott U értékre fenndll, hogy
|U| < 242, masképpen:
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egyébként a hipotézist elvetjiik. Az itt szerepld alsé és felsd korldtokat X ,,-re kritikus értékeknek is nevezziik.
A mdsodfaji hiba valészintiségét az erdfiiggvény mutatja meg. Mivel U vdrhat6 értéke (u — 1)/ ﬁ és szordsa
1, ezért az ismeretlen p paraméter fiiggvényében az er6fiiggvény

F(i) = P(U| < 24)5) = ® (/ Sy i,“°> —® (/ By 7,’“’) :

<Yn < M0+Za/2
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Ha a hipotézis fenndll, azaz u = ug, akkor f(ug) = 1 — « (pl. 0.95), nagy valdszintiséggel elfogadjuk a hipo-
tézist. Ahogy p tavolodik pip-tdl, ez a valészintiség folytonosan, haranggorbe alakban csokken le zérushoz kozeli
értékekre.



(c) Egyoldalii eset. A fentiekben az uUn. kéroldalii esetet vizsgéaltuk. Mind a konfidencia intervallum, mind a
hipotézis vizsgalat konnyen kiterjeszthetd egyoldalii esetre is, amikor pl. csak véges fels6 korlatot akarunk mondani
az ismeretlen p paraméterre, az alsé ,.korldt” —oo. Ez olyankor elényos, amikor az egyik oldali korlatnak nincs
gyakorlati jelent6sége. Példaul ha a p véarhat6 érték egy paciens gydgyuldsi idejének varhaté értéke egy most
vizsgalt gydgyszer hatdsara, akkor csak az a probléma, ha s til nagy.

Els6ként adjunk meg olyan egyoldalii (—oo, ) konfidencia intervallumot, amely 1 — « valésziniiséggel tartal-
mazza az ismeretlen y paramétert. Jelolje z,, a standard normdlis eloszlas tdblazatabdl visszakeresett azon szdmot,
aminél nagyobb értéket Z csak « val6sziniliséggel vesz fel. Ekkor a fentiek szerint P(—co < Z < z4) =1 — @, és
igy a keresett véletlen konfidencia intervallum

(oo, Yn + Za%) .

Misodikként, dontsiik el azt a hipotézist, hogy az ismeretlen paraméter értéke legfeljebb egy adott o szam.
Ehhez meg kell adnunk egy megfelelSen kicsi « szignifikancia-szintet is, pl. a = 0.05. Tovdbb4 szdmitsuk ki az

U = Xoto &rigket a mérési eredmények alapjan. A fentiekhez hasonl6an, ha pu < pg, akkor P(—co < U <
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Za) > 1—a. Igy akkor és csak akkor fogadjuk el a i < 10 hipotézist, ha a mérési eredményeinkb6l szamitott U
értékre fennall, hogy U < z,, masképpen X,, < pg + 24 ﬁ, egyébként a hipotézist elvetjikk. Az itt szerepld felsd
korlatot X ,,-re kritikus értéknek nevezziik.

A mésodfaji hiba valészinliségét az er6fiiggvény mutatja meg. Mivel U vérhaté értéke (1 — o)/ \% és szordsa
1, ezért az ismeretlen ;. paraméter fiiggvényében az erdfiiggvény

flp) =P(—oo < U< zq) =@ <za . M;MO) .
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Ha a hipotézis fenndll, azaz p < g, akkor f(u) > 1 — «, nagy valdszinliséggel elfogadjuk a hipotézist. Ahogy
1 nagyobb lesz pg-ndl és tart co-hez, ez a valészintiség (az erdfiiggvény) folytonosan csokken le zérushoz kozeli
értékekre.

Az egyoldald eset masik varidnsa, ha csak alsd korldtot keresiink, azaz (x,00) alakud intervallumot. Ekkor
értelemszertien minden megfordul. A konfidencia intervallumnél P(—z, < Z < o0) = 1 — q, és igy a konfidencia

intervallum
<Xn - za%, oo) )

Dontsiik most el azt a hipotézist, hogy az ismeretlen paraméter értéke legaldbb egy adott 1o szdm. A fentiekhez
hasonléan, ha p1 > ju, akkor P(—z, < U < o0) > 1 — a. Igy akkor és csak akkor fogadjuk el a i > 1o hipotézist,
ha a mérési eredményeinkbdl szamitott U értékre fenndll, hogy —z, < U, masképpen pio— 24 ﬁ < X, egyébként
a hipotézist elvetjiik.

A masodfaji hiba valészintiségét most is az er6fiiggvény mutatja meg. Mivel U vérhat6 értéke (1 — 110)/ ﬁ és
szérdsa 1, ezért az ismeretlen p paraméter fliggvényében az erdfiiggvény

f(u)::IP’(—za<U<oo):1_q><_Za_l‘_gﬂ0>:¢<2a+u—ouo>.
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Ha a hipotézis fenndll, azaz pu > po, akkor f(u) > 1 — «, nagy valdszintiséggel elfogadjuk a hipotézist. Ahogy u
kisebb lesz pp-ndl és tart —oo-hez, ez a valésziniiség (az er6fiiggvény) folytonosan tart zérushoz.

Feladatok:
Az u-prébdhoz megadott feladatokban szerepld valdszinlségi véaltozokat vegye normadlis eloszlastiaknak!

1. Ot hallgaté egy laborban a kovetkezé mérési eredményeket kapta elvileg ugyanarra az aramerdsségre egy
kissé lestrapalt ampermérével: 15.2, 15.7, 14.6, 16.8, 13.9 A. A mérés szérasa 2 A. Adjon meg olyan konfi-
dencia intervallumot, amely az dramerdsség varhato értékét a) 0.8 b) 0.9 ¢) 0.99 valdszintiséggel tartalmazza!
Hany kisérlettel lehetne 1.2 A hosszisdgu 95%-os konfidencia intervallumot megadni?

2. Idei kékfrankosunk alkoholtartalmat mérjiikk. Mérési mddszeriinknek van egy kis véletlen hibdja, 0 varhat6
értékkel, 0.5% szoréssal. Tiz mérés dtlaga 12.61% volt. Konstrudljunk egy szimmetrikus 95%-os konfiden-
ciaintervallumot.

3. Ot hallgat6 egy laborban a kivetkez6 mérési eredményeket kapta elvileg ugyanarra az dramerSsségre egy
kissé lestrapalt ampermérével: 15.2, 15.7, 14.6, 16.8, 13.9 A. A mérés szérdsa 2 A. Egy hivatalos dokumen-
tum szerint az dramerdsség 15A. 1%-os els6faji hiba mellett dolgozva mit mondhatunk az allitasr6l?
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Az aldbbi két minta 5 - egyforma képességiinek feltételezett - sportold sulylokésben elért eredményeit tartal-
mazza. Az elsd dobds eldtt az edzd biiszkén allitotta, hogy tanitvanyai atlagosan legalabb 17 métert dobnak,
amit a klub igazgatéja kétségbe vont. Ugy dontstt, hogy csak akkor hosszabbitja meg az edz6 szerzGdését,
haa Hy : m > 17 hipotézis a = 0,05 els6faji hibavalészintiség mellett elfogadhaté a H; : m < 17
alternativdval szemben. Kordbbi tapasztalatok alapjan a dobdsok szérdsa 2-nek tekinthetd.

(a) Hogyan dontott az igazgatd?

(b) Az igazgaté még egy esélyt adott az edzdnek. O az els6 kisérlet utan mindenkinek elmagyardzta, hogy
mire kellene odafigyelnie a jobb eredmény érdekében. Tapasztalhat6 javulds (a kiilonbség valtozé sz6-
rasa 1,5)?

(c) A masodik dobassorozat alapjan maradhat az edz6?

els6 eredmény 148 | 122 | 16,8 | 17,1 | 16,1
mdsodik eredmény || 18,0 | 12,1 | 17,2 | 17,7 | 17,0

Megvizsgaltdk, hogy 8 ember mekkora tdvolsdgot tudott 5 perc alatt lefutni. Ezutdn mindenki 3 napig dié-
tazott és gy is megmérték a futdsteljesitményt. A szdérds 63 méternek tekinthetd. Befolydsolta-e a diéta a
teljesitményt?
diéta elott || 1520 | 1830 | 1620 | 1740 | 1970 | 2130 | 1910 | 2000
diéta utan || 1630 | 1810 | 1700 | 1800 | 1930 | 2100 | 1960 | 2160

Egy deszkagyarban ellendrizni szeretnénk, hogy a gyartott deszkak hosszanak varhat6 értéke megegyezik-e
a sziikséges 180 cm-rel. A hossz szérdsa 10 cm. Azt szeretnénk, hogy ha megegyezik, akkor legalabb 0.85
valdszintiséggel fogadja el ezt a hipotézist a préba, és ha a deszkdk varhat6 értéke 165 cm alatt vagy 195
cm felett van, akkor legaldbb 0.8 valdszintiséggel a proba vesse el a 180 cm-es hipotézist. Vélassza meg a
kritikus értékeket és a sziikséges mintaelemszdmot (azaz a megmérendd deszkdk szdmat)!

Egy deszkagyérban ellendrizni szeretnénk, hogy a gyartott deszkdk hosszdnak varhat6 értéke eléri-e a mini-
mdlis 180 cm-t. A hossz szérdsa 10 cm. Azt szeretnénk, hogy ha eléri, akkor legaldbb 0.85 valdszinfiséggel
fogadja el ezt a hipotézist a préba, és ha a deszkak varhat6 értéke 165 cm alatt van, akkor legaldbb 0.8 va-
16szintiséggel a préba vesse el a > 180 cm-es hipotézist. Valassza meg a kritikus értéket és a sziikséges
mintaelemszamot!

2. CHT

Centralis hatareloszlas-tétel (CHT): legyenek X1, X5, ... fliggetlen, azonos eloszlast valdszintiségi vélto-
20k, = EX; € Rés o := SD(X;) € R™. Ekkor

X1+ Xo+ -+ X, —
P ( 1+ Xo -+ np
ov/n
Mindez széban: elég nagy n esetén a — FAE — val6szintiségi véltozok standardizalt 6sszege kozelitoleg (stan-

dard) normadlis eloszlasd. Specidlisan: ha az X; véltozdékat azonos, p paraméterd Bernoulli valtozéknak
valasztjuk, akkor jutunk el a de Moivre-Laplace tételhez (avagy binomidlis CHT).

x) — ®(x), amint n — +o0, (z € R).

Mennyi annak a valésziniisége, hogy 12 000 kockadob4s soran eléfordulé hatosok szama 1900 és 2150 kozé
esik?

Egy gydr két fajta érmét gydrt: egy igazsdgosat, és egy hamisat ami 55% eséllyel mutat fejet. Van egy ilyen
érménk, de nem tudjuk igazsigos-e vagy pedig hamis. Ennek eldontésére a kovetkezd statisztikai tesztet
hajtjuk végre: Feldobjuk az érmét 1000-szer. Ha legaldbb 525-sz6r fejet mutat, akkor hamisnak nyilvanitjuk,
ha 525-nél kevesebb fej lesz a dobasok kozott, akkor az érmét igazsdgosnak tekintjik. Mi a valészinlisége,
hogy a tesztiink téved abban az esetben, ha az érme igazségos volt? Es ha hamis volt?

Hatarozzuk meg azt a k egész szamot, amelyre igaz, hogy annak a valdésziniisége, hogy 1000 érmedobds
soran a fejek szdma 500 — k és 500 + k kozé esik, kb. 0.9.

Egy dobozban piros illetve kék iiveggolydk vannak. A pirosak p ardnyat nem ismerjiik. Hizunk visszatevés-
sel 250 goly6t, amibdl 102 lett piros. Konstrudljunk egy 95%-os konfidenciaintervallumot p becslésére.
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Mennyi a valdsziniisége annak, hogy 50 darab fiiggetlen és azonos eloszldsu valdszintliségi valtozo 6sszege a
[0, 30] intervallumba esik, ha egy ilyen vdltozé eloszlédsa a [0, 1] intervallumon

(a) egyenletes;

(b) f(x) = 2« stirliségfiiggvény szerint alakul?
Becsiiljiik meg annak val6szintiségét, hogy 10000 kockadobds 6sszege 34 800 és 35 200 kozé esik.

Egy kockat folyamatosan feldobunk addig, amig a dobasok 0sszege meghaladja a 300-at. Becsiiljiik meg
annak val6szintiségét, hogy legaldbb 80 dobdsra van ehhez sziikség.

Adott 100 égdnk, melyek élettartama egymastdl fiiggetlen exponencidlis eloszldsd, 5 éra varhaté értékkel.
Tegyiik fel, hogy az ég6ket egymads utdn haszndljuk, azonnal kicserélve azt, amelyik kiégett. Becsiiljiik meg
annak valészintiségét, hogy 525 6ra utdn még van miikods €génk.

A jegyiroda elétt a fiatalok hosszi sorban allnak egy koncertjegyért. Ebben a pillanatban éppen 18-an allnak
az egyik pénztar el6tt. Megfigyeltem, hogy egy vasarlo kiszolgalasi ideje memoria nélkiili valszintiségi
valtozé 3 perc atlaggal és a kiszolgaldsi idSk fiiggetlenek. Becsiilje meg annak a valdszintiségét, hogy a most
utolséként all6 fiatal tobb mint 60 percet fog a pénztar elétt eltdlteni!

Egy szabdlyos érmét 40-szer feldobunk, és X-szel jeloljiik a kapott fejek szamdt. Hatdrozzuk meg annak
valdszintségét, hogy X = 20

e a binomidlis eloszlds segitségével,

e a deMoivre-Laplace-tételt haszndlva. Ez ut6bbihoz segitség: P{X = 20} = P{19.5 < X < 20.5},
ami persze nem szamit amig X-et binomidlisnak (azaz egész értékiinek) tekintjiik, de fontos lesz a
deMoivre—Laplace-tétel alkalmazasanal.



