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1. Bevezeto kérdések
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Négyszer dobunk érmével és megfigyeljiik mindegyik érmén, hogy melyik oldal van feliil. frjuk fel az esemény-
teret!

. Addig dobunk érmével, amig méasodszorra fejet nem kapunk. frjuk fel az eseményteret!
. Mennyi annak a valészintisége, hogy egy piros és egy zold kockdval két 2-est dobok? Es ugyanez két zolddel?

. Mi a valészinfisége annak, hogy 10 dobdsbdl legalabb egy 6-0s?

2. Kombinatorikus modszer
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A hét torpe minden este mds sorrendben szeretne sorba 4llni, amikor Héfehérke a vacsorat osztja. Hanyfélekép-
pen tehetik ezt meg?

Hényféle sorrendben rakhaték ki a MATEMATIKA sz6 betiii?

Egy versenyen 5-en indulnak, az djsagok az els6 harom helyezett nevét kozlik. Hanyféle lehet ez a lista? (Ko6zlik
a helyezést is.)

Egy fagyizéban 5 féle fagylalt kaphat6: vanilia, csoki, malna, piszticia és citrom. Hanyféleképpen vehetiink 2
gombdcot, ha szamit a gombdeok sorrendje is, és lehet egyfajtabdl tobbet is venni?

. Van 6 lanyismer6som, €s kettot el akarok hivni moziba. Hanyféleképpen tehetem ezt meg?
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3 14j tanart és egy titkdrnSt akarnak felvenni egy iskoldban. 6 tanar- és 3 titkdrnd-jelolt van. Hanyféleképpen
keriilhetnek ki koziiliik az iskola dj dolgoz6i?

Egy szamkombindacids zdrat 3 db kiilonbozd, 1 és 10 kozotti szdm begépelésével lehet kinyitni, de tudjuk, hogy
a szdmok novekvd sorrendben vannak. Hany ilyen kombinacié van?
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3. Valésziniiség

Elvégziink egy kisérletet, példaul feldobunk egy kockét, amelynek lehetséges eredményeit (adott esetben 1, 2,
3,4, 5, 6 eseteket) kimeneteleknek nevezziik. A kimenetelek 9sszességét egy eseménytérrel (egy matematikai
halmazzal) modellezziik. A kimeneteleket mi vdlasztjuk meg. Megtehetjiik azt is, hogy azt a két lehet6séget
nézziik, hogy hatost dobtunk-e, vagy sem. Ilyenkor két kimenetel van: hatos, vagy nem hatos, és az eseménytér
egy kételem( halmaz. Kockadobdsndl 6 kimenetel van: 1,2,3,4,5, 6, az eseménytér az {1,2,3,4,5,6}. Ese-
ményeknek nevezziik az eseménytér részhalmazait.

(Megjegyzés: A kimeneteleket, vagy azok egy fliggvényét valdszinliségi valtozénak nevezziik, példaul X =
"kockadobdsnal a foliil 1athat6 szdm" egy valdsziniiségi vdltozo. Ezekrdl késébb még sok sz6 lesz. Ha a do-
bott szimok Y = X?2 négyzetét tekintjiik, akkor az 1 — 1,2 — 4,3 — 9.4 — 16,5 — 25,6 — 36
fiiggvényre is gondolhatunk, amely az {1,2,3,4,5,6} eseménytéren értelmezett. De tekinthetjiik egybdl az
{1,4,9, 16,25, 36} eseményteret is, ezt mi donthetjiik el.)

Egy kisérletsorozatban az egyes eseményekhez tartoz6 relativ gyakorisdgok a kisérletek szdménak novelésé-
vel bizonyos értékek koriil "ingadoznak" (a kisérletszdm novelésével konvergdlnak egy-egy elméleti értékhez),
ezt az értéket nevezziik az adott esemény (tapasztalati) valésziniiségének. A valésziniiség pontos matematikai
fogalmat a Kolmogorov-féle axiémdk irjak le.

A val6szinliségszamitas legegyszertibb modellje az, amikor véges sok, egyformdn valdszinii kimenetel van. Ek-
kor egy adott A esemény valdszintisége:
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Ennél valamivel 4ltaldnosabb az Un. diszkrét eseménytér, amikor véges sok, vagy megszamlalhatéan végtelen
sok wy, kimenetel van. Ekkor egy adott A esemény valdszintisége:
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Feldobunk egy érmét kétszer egymasutan. Mi a val6sziniisége, hogy dobunk fejet? Es hogy pontosan 1 db fejet
dobunk?

Egy csomag magyar kartyabodl kivesziink egy lapot, megnézziik a szinét, majd visszatessziik. Megkeverjiik a
paklit, majd megint vdlasztunk egy lapot. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a két lap szine kiilonb6z6?

Mi a valészintisége annak, hogy két darab (szabélyos) kocka feldobdsakor legalabb az egyik 6-os lesz? Es annak
a valésziniisége, hogy egyik sem lesz 6-0s?

Mi a valdszinlisége annak, hogy egy haromgyermekes csalddban a gyerekek mind egynemiiek, ha a ldnyok és a
fidk sziiletési valdszintisége egyarant %?

Legalabb hany szabdlyos pénzdarabot kell feldobni ahhoz, hogy 90%-ndl nagyobb legyen az esély arra, hogy
legyen koztiik fej?

Mennyi a valészintisége, hogy ha egy polcon 7 db konyvet véletlenszerlien sorba rakunk, akkor egy koztiik 1évé
trilégia kotetei egymds mellé keriilnek?

Hatszor dobunk egy szabdlyos dobdkockaval. Mi a val6szinlisége annak, hogy mind a hat szam el6jon?

A brazil labdarigé valogatott edzésének megkezdése el6tt, az edzésen résztvevd 22 jatékost két csoportba oszt-
jak. Mi annak a valészintisége, ha taldlomra torténik a szétoszts a két 11-es csoportba, hogy Ronaldo és Ronal-
dinho egymads ellen jatszik?

Mennyi a valészintisége annak, hogy az 6tos lottén (90-bdl 5 szamot hiznak, sorrend nem szamit) pontosan két
taldlatunk lesz? Es hogy legalabb két taldlatunk lesz?

Egy dobozban 6 zold és 4 sarga golyé van. Kihizunk (visszatevés nélkiil) 4 goly6t csukott szemmel, mennyi a
valdszintisége, hogy pontosan két z6ld goly6t hiiztunk ki?

Mi a valésziniisége annak, hogy egy 23 f8s tarsasdgban van legaldbb két olyan ember, akiknek a sziiletésnapja
ugyanarra a napra esik (tegyiik fel, hogy az emberek az év 365 napjan egyforma eséllyel sziiletnek)?

Mi a val6sziniibb: 6 kockadobdsbdl legaldbb egyszer hatost dobni, vagy 12 kockadobdsb6l legaldbb 2-szer hatost
dobni?
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4. Tovabbi feladatok

Addig dobélunk fel egy szabélyos érmét, amig az els fej kijon. Irja fel az eseményteret, amelyben a kimene-
telek a I (irds) és F' (fej) betlik véges ill. végtelen sorozatai! Tegyiik fel, hogy egy k betiibdl 4ll6 kimenetel
valészintisége 1/2%.

(a) Mutassa meg, hogy a véges hosszusagu sorozatok valésziniiségei Osszesen egyet adnak, igy a végtelen
hosszi kimenetel (hogy mindig irast dobunk) valdszintisége zérus, bar ez a kimenetel is lehetséges!

(b) Mennyi a valésziniisége, hogy legfeljebb harom dobds elegendd a fejhez?

(c) Mutassa meg, hogy 1/2* a valészintisége, hogy a dobds-sorozat nem ér véget a k-adik dobésig bezardlag,
vagyis nem dobunk fejet az elsé k dobasban.

Harom egyforman er8s jatékos: A, B és C jatszik paros mérkdzéseket. Els6ként A és B jatszik, majd a gy6z-
tes jatszik C-vel, és igy tovabb, mindaddig, amig valaki kétszer egymds utan nyer és igy megnyeri az egész
meccset. (A dontetlen lehetségét kizarjuk.) frja fel az eseményteret, amelyben a kimenetelek a mérk&zések
gyGzteseit megadd betiik véges ill. végtelen sorozatai! Tegyiik fel, hogy barmely mérk§zést barmely jétékos 1/2
valészintiséggel nyer meg, és egy k betiibél 4116 kimenetel valészintisége 1/2%.

(a) Mutassa meg, hogy a véges hosszusiagu sorozatok valdszinliségei 0sszesen egyet adnak, igy a végtelen
hosszi kimenetelek valészintisége zérus (bar ezek a kimenetelek is lehetségesek)!

(b) Mutassa meg, hogy A, ill. B 5/14 valdszintiséggel nyeri meg a meccset, mig C gy&zelme 4/14 valdszini!

(c) Mutassa meg, hogy 1/2%~! a valészintisége, hogy a meccs nem ér véget a k-adik mérkézésig bezardlag.

Feldobunk két szabalyos kockdt. Legyen A az az esemény, hogy a dobott szdmok Osszege pératlan, B az az
esemény, hogy legaldbb egy hatost dobtunk. {rja fel az A N B, AU B, és AN B eseményeket mint kimenetelek
részhalmazat! Szamitsa ki a valészintiségiiket!

Egyszerdisitse le az aldbbi kifejezéseket: (a) (AU B) N (AU B), (b) (AUB)N (AU B)N (AU B), (c)
(AUB)N (BUC).

Legyen A, B és C harom tetszGleges esemény. Keressen olyan halmazalgebrai kifejezéseket, amelyek ponto-
san a kovetkezd eseményeket adjdk meg: (a) csak A kovetkezik be, (b) A és B bekovetkezik, de C' nem (c)
mindharom esemény bekovetkezik, (d) legaldbb egyikiik bekovetkezik, (e) legalabb ketté bekovetkezik, (f) pon-
tosan egyikiik kovetkezik be, (g) pontosan kett6 kovetkezik be, (h) egyik sem kovetkezik be, (i) legfeljebb kettd
kovetkezik be.



