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1 Feb 19

1.1 A primek véletlenszeriiségérol

Hardy-Ramanujan (1920), Turan (1934), Erdés-Kac (1940). Ha = € N-re v(x) jeloli az x kiilonb6z6
primtényezdinek szamat, akkor a kovetkezé CHT igaz [ASO8, §4.2]:
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ahogy n — 00, ahol ®(z) a standard normalis eloszlasfiiggvénye. Egy gyengébb verziéhoz masodik
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momentumokat szamoltunk és a Csebisev-egyenlGtlenséget hasznaltuk, a CHT-hez a k-adik mo-
mentumok is kellettek.

1.2 Még egy példa a momentum-moddszerre

Egy G(V, E) véges grafnak a V' x V éltal indexelt szimmetrikus 0-1 adjacencia-métrixa legyen A.
Vegyiik észre, hogy az A* hatvany (i,) eleme pontosan a k hosszti i — j sétak szdma. Masrészt,
ha vesziink az A matrix A\; < -+ < Ay sajdtértékeibdl egyet uniform véletlen médon, legyen ez
o4, akkor ennek a k-adik momentuma:
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hiszen a métrix-diagonalizdlas nem valtoztatja meg a nyomot.

Most tegyiik fol, hogy G, (V,,, E,) véges d-regularis grafoknak egy lokélisan fa-szer(i sorozata,
azaz azt tudja, hogy minden k-ra azon csucsok aranya V,-ben nulldhoz tart, melyek koril a k
sugari gomb nem izomorf egy d-reguldris faban a k sugari gémbbel. (Létni fogjuk példédul,
hogy egy uniform véletlen d-regularis graf n csticson az nagy valdszintiséggel ilyen.) Ilyenkor az
Va‘Trace(A(Gn)k ) normalizalt nyom konvergalni fog a d-reguléris fiban egy adott cstcsbdl indulé
k hosszu zart sétdk szamahoz.

Ebbdl kovetkezik, hogy a 0 4(q,,) eloszlasban is konvergal valamihez. Ez egy szép sima stirtiség-
fiiggvénnyel bir6 o, valvaltozo, aminek az eloszlasat a d-regularis fa Kesten-McKay spektralmérté-
kének nevezik. Hogy ez pontosan mi, az most mindegy; a lényeg, hogy ezek szerint egy nagy graf
sajatérték-eloszlasa 1ényegében csak a graf lokalis struktirdjatol fligg, ami egy érdekes jelenség.

Mellesleg, amint d — oo, a o,/ Vd valvéltozé tart a Wigner-féle félkor-eloszléshoz.
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2.1 Ramsey szamok
Fols6 becslés: R(k,¢) < R(k —1,¢) + R(k,¢ — 1). Ebbél azt kapjuk, hogy
k+0-2 4k
k. 0) < s k k) <C—. 2.1
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Itt ugye a (Qkk) /4 =<1/ vk nagységrendet az 1-dimenziés bolyongésra vonatkozé lokéalis CHT-bél
rogton lehet 1latni, ha valaki nem emlékezne a Stirling-formulara.
Alsé becslés [AS08| §3.1]: minden n-re és p-re,

R(k,6) > n — (Z) p(3) — <Z> 1 - p)a). (2.2)
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Az elsBben, k = £ esetén p = 1/2 a logikus vélasztés, és R(k, k) > ¢2"/2k-et kapunk. Ez messze
van —t(')'l, de ez van, lényegesen jobb nem ismert egyik oldalrél sem.

Ha ¢ pici fix, és k nagy, akkor persze 1 — p-t kicsinek érdemes valasztani. Valéban, tetszdleges
€ > 0-hoz, ha 6 > 0 elég kicsi, akkor 1 — p = n~i0 és n = k3¢ valasztdssal az —beli
mésodik kivonandé tag o(n), tovabbd 1 — p = k=€ & > 0 miatt az elsé kivonandé tag o(1).
Tehét R(k, () > ksto). Az a sejtés, hogy k{11T°() az igazsdg. Ez ¢ = 3-ra ismert, fogunk
ra latni egy Lovdsz Lokalis Lemmés bizonyitdst [Spencer 1977]; sét, a pontos o(1) tag is ismert:
R(k,3) < k?/logk, ahol [Ajtai-Komlds-Szemerédi 1980] a f61s6, és [Kim 1995] az als6 becslés.

Hasonléképpen, tetszéleges € > 0-hoz, ha § > 0 elég kicsi, akkor p =1 — n~ T s n = kf—il_
valasztassal az —beli mésodik kivonandé tag o(n), tovabba 1 — p = k~1+€ & > 0 miatt az els6
kivonandé tag o(1). Tehat R(k,C<y) > k71", Bz azért érdekes, mert ezek szerint léteznek G
grafok n csicson

€

€

n
(@)
paraméterekkel, tehat a kromatikus szam egyaltalan nem lokalis: minden pont egy nagy kornyezete
2-szinezhetd, és mégis x nagy. |[ASO8| Lens 3.

A hallgatdsédgnak eszébe jutott egy Noga Alon cikk: http://www.tau.ac.il/~nogaa/PDFS/
tough.pdf, de még nem néztem meg.

girth(G) > ¢ és x(G) > > pete)

Q

2.2 Hipergrafok kétszinezhetosége

Hipergrafok csicsait akarjuk jélszinezni, hogy ne legyen monokromatikus él. Legyen m(n) a
legkisebb szdm, amire létezik n-uniform nem-2-szinezheté hipergraf ennyi éllel. Tétel: 2771 <
m(n) < Cn?2". Mindkét korlatot valszam médszerrel bizonyitottuk [ASO8, §1.3].

3 Marcius 4.

3.1 Fiuggetlen halmazok konstrualasa grafokban

Ha n cstcson d az atlagfokszdm, akkor primitiv 6tlettel a(G) > np— %dpQ, ami p = 1/d valasztédssal

a(G) > 54-t ad. [ASOS, §3.2]
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Egy fokkal kevésbé primitiven, ha S := {v € V : U, > U, Yv ~ w}, ahol U, iid Unif[0, 1]
cimkék, akkor ez egy fiiggetlen halmaz, és E[S| =3 ﬁ, igy létezik ekkora S. Ebbél kénnyen
kovetkezik az ext(n, K)-r6l sz6l6 Turan-tétel. [ASO8| Lens 6]

Megjegyzés: Legyen Gy, 4 az uniform véletlen d-reguldris graf n csicson. Ismert, hogy ag :=
lim, (G, q4)/n 1étezik [Bayati-Gamarnik-Tetali 2010], szigordan kisebb 1/2-nél minden d > 3-ra
[Bollobas 1981], nagy d-re ag ~ 2(logd)/d [Frieze-Luczak 1992], és 0.4361 < a3 < 0.45537 [Csdka-
Gerencsér-Harangi-Virdag 2013]. Utébbi alapotlete, hogy egy iid mez6 lokalis maximumai helyett
valami jobb mezo6t kellene venni, pld a bolyongas Markov-operatoranak egy sajatvektorat, talan
latunk majd még ilyesmit.

3.2 Lovasz Lokalis Lemma

Kimondtuk és bizonyitottuk a LLL-t, dltaldnos és szimmetrikus alakban, lasd [ASOS], §5.1].

A szimmetrikus alak egy azonnali kovetkezménye, hogy ha egy n-uniform hipergraf minden éle
legfeljebb d masik élt metsz, és e(d + 1) < 2"~ akkor az élek 2-szinezhetéek [AS08, Thm 5.2.1].
Azaz a §2.2 beli 4llitds gy is igaz marad, ha csak lokdlisan olyan a hipergraf, mint ott az egész
hipergraf volt, egy e faktornyi gyengitéstol eltekintve.

Ramsey szamok alsé becslésére a kovetkezd éran hasznaljuk.

4 Marcius 11.

4.1 R(k,3) Ramsey szdmok és fiiggetlen ponthalmazok

Léattuk a Ramsey szdmokrdl, hogy fix ¢ és k — oo esetén R(k,£) > k/?t°() A Lokalis Lemma
altalanos alakjaval azt lehet bizonyitani [Spencer 1977], hogy
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R(k,0) > k7(52;1+0(1) ’

ami ¢ = 3-ra mér lényegében egyezik az igazsiggal; konkrétan R(k,3) > ck?/log?k jon ki. A
paraméterek optimalizdldsat nem csindljuk meg, de az alapotlet vilagos kell, hogy legyen; lasd
[AS08, §5.3].

Léattuk, hogy ha d az atlagfok, akkor a(G) > n/(d + 1), és folsejlett, hogy haromszégmentes
grafokra ennél erGsebb is igaz kell, hogy legyen. Valéban, ha d a maxfok, és G haromszogmentes,
akkor a(G) > (nlogd)/(8d), lasd [ASO8| Lens after Appendix A].

Ebbél pedig konnyen kovetkezik az [Ajtai-Komlds-Szemerédi 1980] f6lsé korlat: R(k,3) <
ck?/log k.

4.2 Véges grafok lokalis gyenge konvergenciaja

Ha mér el6jott kétszer is megjegyzésként a véletlen reguldris graf G, 4, akkor most rendesen is
fogunk vele foglalkozni kicsit. Az els6 allitas az lesz, hogy a graf “lokalisan fa-szerti”. Ennek az
altalanos definicidja: véges grafok Benjamini-Schramm konvergencidja; lasd [BS01], illetve [Pet15]
Chapter 14].



5 MaArcius 18.

5.1 Grafok lokalis konvergenciaja: unimodularitas

Még par sz6 véges grafok lokalis gyenge konvergencidjarol: a limeszben kapott véletlen gyokeres
graf mindig dn. unimodularis. Visszafelé ez nem ismert: Misha Gromov és Benjy Weiss egy hires
csoportelméleti kérdésének altaldnositasa, Aldous és Lyons [AIdLO7] 4ltal, hogy vajon minden uni-
moduléris véletlen graf eléall-e véges grafok BSch-limeszeként.

Unimodularis véletlen gyokeres grafok fo forrdsai:

1) Véges grafok uniform gyokérrel, illetve véges grafok BSch-limesze.

2) Tranzitiv unimodularis grafok. Vigyazat: habar minden Cayley graf unimoduléris, van
végtelen tranzitiv graf (pld a nagymama-graf), ami nem unimoduldris.

3) Tranzitiv unimoduldris grafon invaridns perkoldciéban az origé fiirtje.

Lésd [Petl5, Chapter 14] tovabbi inféért.

6 Marcius 25.

6.1 Néhany példa invarians csucs- és él-perkolaciora

Bernoulli(p) fliggetlen perkoldcio.

Annak kimonddsa, hogy az uniform véletlen feszit6fat (Uniform Spanning Tree) véges grafokon
lehet generdlni David Wilson algoritmuséval, kortorolt bolyongédsok (Loop-Erased Random Walk)
segitségével.

Free és Wired Uniform Spanning Forest definidlasa végtelen grafokon, mint véges véletlen fak
gyenge limesze. Annak kimondésa, hogy Wilson algoritmusa a WUSF-ot generalja. Nemtrividlis
kovetkezmény: Z%ben d = 1,2, 3, 4-re egyetlen fa a WUSF, d = 5,6, 7, 8-ra végtelen sok fa van, de
barmely ketté érinti egymaést, etc. [BKPS04]

Lésd [Petl5, Chapter 12], [LP15, Chapters 7, 4, 10].

6.2 Amenabilitas, térfogat-novekedés

Egy graf amenabilitdsanak, Cheeger-konstansanak definiciéja: véges részhalmazokra a hatar per
térfogat uniforman pozitiv-e. Pld a reguléris fak nem-amenébilisak, a Z¢ racsok amenabilisak.

A H G lampagyujtogatoé grafok definicidja, ahol G a varos, H a lampa-graf, tipikusan G
végtelen, H véges. Van egy specidlis o € V(H) cstcs, amire ugy gondolunk, hogy a ldmpa nem ég;
a tObbi csics kiilonbozo szineket jelképez. A csicshalmaz a (¢, A) parokbdl &ll, ahol ¢ : V(G) —
V(H) egy ldampakonfiguracid, amiben {z € V(G) : ¢(x) # o} véges, és A € V(G) a ldmpagytjtogatd
helye. A szomszédségi relacié: a lampagyijtogaté 1léphet egyet F(G) mentén, vagy éllithat a A-beli
¢(A) ldmpan E(H) mentén.

Ha G és H is tranzitiv, akkor H ! G is az. Ha csoportok Cayley gréfjai, akkor a H ! G graf a
H )G = ®&qH x G koszoriszorzat egy Cayley-grafja, de az algebrdba nem mentiink bele. Ami a
lényeg, hogy a Z917Z graf konnyen lathatéan exponencialis térfogatnovekedésii, de mégis amendbilis.

Minderrél 1asd [Petl5, Chapter 5].



6.3 Kvazi-izometriak metrikus terek kozott

Kvazi-izometria definiciéja. Pld 1: Z és a Zo X 7Z létra kvazi-izometrikusak. Pld 2: TetszoOleges
végesen generdlt csoport két kiillonboz6 véges generdtor-rendszeréhez tartozé Cayley-grafjai kvéazi-
izometrikusak. P1ld 3: R¢ és Z¢ kvézi-izometrikusak.

Kimondtuk, kénnyt gyakorlat, hogy amenabilitas, exponencidlis térfogatnévekedés, d-edfoku
polinomalis térfogatnévekedés, ezek kvaziizometria invarians tulajdonsagok.

A Diestel-Leader DL(p, q) tranzitiv grafok definialdsa. Annak kimondésa, hogy DL(p,p) a Z,17Z
lampagyujtogat6 csoport egy természetes Cayley-grafja. Konnyt latni, hogy p # ¢ esetén DL(p, q)
nem-unimoduldris. Sokkal nehezebb tétel [EFWO07]: ha p # ¢, akkor DL(p,q) még csak nem is
kvazizometrikus semmilyen Cayley-grafhoz.

Minderrél 1lasd [Pet15l Chapters 3 and 5].

7 Aprilis 1.
Az amenabilitds kiilonb6z6 definiciéi. Eddig volt Fglner-Cheeger geometriai definicid.

7.1 Amenabilitas és atlagolas

[John von Neumann, 1929]: invaridns kozepelés és invaridns majdnem-mérték léte: minden korlétos
fliggvényre akarunk atlagot defindlni, minden részhalmazra akarunk siirtiséget definidlni, lineéris és
invarians maédon.
Ha van egy {F,,} Folner-sorozatunk, és egy, a kivalasztasi axiémat hasznalé Banach-limesz LIM
fogalmunk, akkor | |
SNF,
M= N TR
j6 lesz.
Es viszont, de ezt egyaltalan nem lattuk, ha nem-amendbilis egy tranzitiv graf, akkor ilyen
invaridns kozép létezése kizart rajta [Folner 1955].
Lésd [Petl5l Section 5.2].

7.2 Amenabilitas, bolyongasok, Markov-operator

A reverzibilis Markov-lancok pontosan azok, akiket egy szimmetrikusan élsilyozott grafon vald
bolyongéssal el6 lehet allitani.

Ha adott egy P Markov-lanc, egy 7 stacionarius mértékkel, akkor a P, mint Markov operator
az (2(V,T) téren, az pontosan akkor énadjungalt, ha a (P,7) egy reverzibilis par.

Lemma, hogy ||P|| < 1. Véges éllapottéren persze ||P| = 1.

Es akkor egy bolyongasos karakterizacidja az amenabilitdsnak (Kesten ‘59, Cheeger ‘70, Dodziuk
‘84, Mohar ‘88): egy szimmetrikusan élstulyozott graf pontosan akkor nem-amenabilis, ha || P|| < 1.
Ami, a spektral-sugar tételt és egy kis érvelést hasznalva:

IP|| = p(P) = limsup || P"||*/" = limsup pu(z,2)"/™ < 1.
n—oo n—o0

(Ez z-t6l nem fligg, semmilyen Osszefliggé grafban.)
Lésd [Petl5, Sections 6.1 and 7.1].
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Bemelegitésként 0(p) definici6ja, és annak igazoldsa, hogy feliilrél félig folytonos. Nehezebb (nem
is bizonyitottuk), hogy tranzitiv grafon esetleg p. kivételével folytonos is. Sejtés, hogy tranzitiv
grafokon mindenhol folytonos, azaz 6(p.) = 0. Martingdl konvergencia tétellel annak bizonyitésa,
hogy a kritikus Galton-Watson fék kihalnak, és igy a d-reguldris fan 6(1/(d — 1)) = 0.

8.1 Amenabilitas és Bernoulli perkolacio

Bernoulli perkolécié tranzitiv végtelen grafokon ergodikus.
Végtelen fiirtok szama tranzitiv grafokon egy majdnem biztos konstans, ami 0 vagy 1 vagy oo.
Burton-Keane tétel (1989): amendbilis tranzitiv gréafon kizart a végtelen sok végtelen fiirt.
Forditva csak egy Benjamini-Schramm sejtés.
Minderrél lasd [Pet15l Section 12.1].

8.2 Amenabilitas és invarians perkolaciok

Egy invaridns perkolaciés karakterizacidja az amenabilitdsnak [BLPS99]. Egyeldre az egyik irany
volt: amendbliis Cayley grafon minden ¢ > 0-hoz létezik invaridns csics-perkoldcid, amiben a
csucs-marginalis legalabb 1 — €, mégis csak véges fiirtok vannak.

9 Aprilis 15.
9.1 Nem-amenabilitas, unimodularitas, invarians perkolaciék

Végre kideriil az unimodularitas szerepe: tomegkiildési elv (Mass Transport Principle). Cayley
grafokra pld igaz az MTP.

Kovetkezmények és anti-kévetkezmények:

1) Nem lehet végtelen fiirtokben egyetlen specidlis cstcsot invaridnsan kijelolni.

2) Az el6z6 éra végi BLPS tétel masik irdnya a nem-unimod nagymama grafra nem igaz.

3) Amolyan ergodtétel-szerii dtlagolas miikodik, a térbeli és a valdszintiségi atlagot Gssze lehet
kotni. Erre egy j6 példa a BLPS tétel mésik irdnya, nem-amenébilis unimodularis tranzitiv grafokra.

Léasd [BLPS99] és [Petl5, Section 12.2].

9.2 Egy érdekes példa, ami raadasul egy factor of iid folyamat

Példa, hogy a 3-reguldris fara a BLPS tétel dltal mondott 2/3 élsiirtiség supremum, hogy ne legyenek
véges flirtok, az éles: az egyetlen invaridns véletlen teljes parositds komplementere az Z képidkbdl
all.

“Factor of iid” folyamatok definicidja. Nagyon nem nyilvéanvald, de igaz [LN11]: a fenti invaridns
véletlen teljes parositas az fiid.
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10.1 Lokalisan tesztelhet6 grafparaméterek

Ha korldtos foku gréafokra egy G — ¢(G) gréaf-paraméter folytonos a Benjamini-Schramm lokalis

topolégidban, azaz G, B5< (G, 0) esetén ¢(G,,) konvergal, akkor az lokélisan tesztelhetd: minden

D < o0 és € > 0 esetén létezik N(e, D) és K(e, D) végesek, hogy ha G egy tetszleges véges D
max-foku graf legalabb N csticson, akkor K darab uniform véletlen csicsnak megnézve a K sugaru
kornyezetét G-ben, ezen kornyezetek alapjan (ami csak korldtos sok infé) tudunk egy ¢* tippet
mondani, ami a ¢(G)-nek e sugart kornyezetében lesz legaldabb 1 — € valészintliséggel. (Ha nem
vildgos, miért, gondold &t! Kompaktsag!)

Lattuk, hogy a spektralmérték lokalis. Van néhany grafparaméter, amiknek meglepé médon
koze van a spektrumhoz, pld a fa-entrépia [Lyo05]. Es pld a max pérositdsi ardny is lokalis [EL10),
CsE16]. De a fiiggetlenségi ardny nem az, mint a véletlen d-regularis paros Gy, ,, q illetve nempéros
Gan q esete mutatja, amint az most jon.

Tovébbra is lasd [Petlh, Chapter 14] tobb inféért, illetve [ELI0].

10.2 A véletlen regularis graf Gy, 4

Bebizonyitottuk, hogy a G, 4 nagy valdsziniiséggel:

1) lokélisan fa-szerti, de ennek ellenére

2) a legnagyobb fliggetlen csticshalmaz stirtisége 1/2-nél szigorian kisebb [Bol81].

3) Es, expander: a Cheeger- avagy izoperimetrikus konstansa uniforman pozitiv [Pin73].

Az utolséra valdjaban nem maradt idd, de egyszerti: inkdbb G, ,, 4-ben dolgozva, ki kell szdmolni
az olyan (S,T') C [n] x [n] részhalmaz-parok varhat6 szamat, S a jobb, T a bal oldalon, |S| < n/2
és |T| < (14¢)|S|, ahol S Gsszes szomszédja, d fiiggetlen teljes parositast kovetve, T-ben van. Ha ¢
elég kicsi, akkor ez kicsi lesz, igy annak a valészinlisége, hogy van ilyen, 0-hoz tart. Ebbdl kénnyen
kovetkezik, hogy Gy, , ¢ nagy valdszintiséggel expander.

11 Aprilis 29.

A Kesten-Cheeger tétel nehezebbik irdnyat, hogy nem-amenabilitdsbdl kovetkezik ||P|| < 1 és
pn(x,z) < exp(—cn), egyaltaldn nem bizonyitottuk. Most fogjuk, egy véges Markov lancokra is
miikodé médszerrel (pld: n csticsi expanderen az L™ keverési id6 O(logn), a legkisebb, ami lehet),
és sokkal altaldnosabban is, pld: d-dimenzds izoperimetriabol kovetkezik, hogy p,(x, z) < en~ 42,
Erre tobb mddszer van, mi a gyonyori Morris-Peres evolving sets technikaval csinaljuk. Lasd
IMPO05] és [Petl5l Chapter 8].

11.1 Keverési idok fajtai

LP-tévolsag pn(x,-) és staciondrius 7 (-) kozott:

‘ > (pn(x’y) - 1)p7f(y)

@\ N W)

1/p
pn(x7 )

(")




A két leggyakoribb valtozat a p = co, ez a legerésebb, illetve a p = 1, aminek természetes valszamos
tartalma van, ugyanis lényegében a teljes variacios tavolsdggal egyezik: ha u és v két valszammérték
Q)-n, akkor
1
ry(p,v) = sup {ju(4) = w(A)| s A 0} = 23 |u(z) — v(z)].
€S

Az egyenléséget elég konnyi latni, ha az A = {z € Q : p(r) < v(x)} halmazra ranéziink.
Ezekbdl LP-keverési id6:

pn(az, )

w0

p

7p(€) := min {n : ’

< € minden x € ) kezdépontra} .

Nem til nehéz bizonyitani, de most nincs rd idénk, hogy 7rv(27F) < krpy(1/4), emiatt
altaldban 7ry(1/4)-et szoktédk a TV-keverési idének kinevezni. Hogy 71v(1/2) még nem lenne
jO definicié, arra példa két hurokélekkel kiegészitett n csicsu teljes graf egy éllel Osszekotve: egy
lépés alatt elérjiik az 1/2 tavolsdgot, de utdna c.n? 1épés kell, hogy 1/2 — e-ra lemenjiink.

Még konnyebb bizonyitani, ha el nem néztem, hogy ha 7 reverzibilis, akkor

puslied | <|pled o] Jemted ]

tehdt itt meg tetszéleges € > 0-ra elég 7o (1 — €)-t becsiilni. Az L*™ keverést nem meglepé médon

|

oo ‘
uniform keverésnek is szoktak hivni.

11.2 Morris-Peres tétel kimondasa

Izoperimetrikus profil definicija:

o(r) := inf{ij’Sc) :7(8) < r},

ahol Q(z,y) == m(z)p(z,y) és Q(S,T) =3 c5 er QT ).

Néhény példa a profil kiszdmoldsdra: IPg4-bél ¢(r) > cr— V¢ kivetkezik, a (Z/nZ)% téruszon
p(r) =< r=Yd/n,

Morris-Peresbél ezutan IPg-re p,(z, z) < Cn~%2 illetve a téruszon O(n?) uniform keverési idé
kovetkezik. Lampagyujtogaté csoporton ¢(r) < 1/logr, igy pp(z, ) < exp(—cn'/?), amirél majd
latjuk is, hogy éles.

11.3 Izoperimetrikus keverési eredmények alkalmazasai

1) Geometriai leiras robosztusabb, mint az algebrai (visszatérési valosziniiségek vagy sajétértékek
pontos kiszamolasa). Pld perkoldciés fiirton valé bolyongésra is lehet alkalmazni [Pet0§].

2) Konvex testek térfogat-kozelitése. http://www.cs.elte.hu/~lovasz/randwalk-papers.
html

3) Stasztikus fizikai modellek szimulacidja. Pld a legtobb gréafon a térfogatban exponencidlis sok
teljes parositds van, hogyan szimuldljunk egyet, ha meg akarjuk tudni, hogyan néz ki egy? https:
//en.wikipedia.org/wiki/Markov_chain_Monte_Carlo. Amugy mit értiink az alatt, hogy néz
ki egy teljes parositas?


http://www.cs.elte.hu/~lovasz/randwalk-papers.html
http://www.cs.elte.hu/~lovasz/randwalk-papers.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Markov_chain_Monte_Carlo
https://en.wikipedia.org/wiki/Markov_chain_Monte_Carlo

11.4 Konforminvarians kulturdlis kitéro

Thurston magassagfiiggvénye dominékhoz péros sikgrafokon, pld Z2. Konvergencia a Gauss-féle
szabad mez6hoz, https://en.wikipedia.org/wiki/Gaussian_free_field. Arctic circle phe-
nomenon in domino tilings. [Ken09]

Konforminvariancia: Lévy 1940 bolyongéds, Smirnov 2001 kritikus perkolécid, Kenyon 2000
dominé magassagfiiggvény. [DCS12l [Wer(3]

12 Majus 6.

Téth Balint fog helyettesiteni, és nagy valdszinliséggel grafok spektrumardl lesz szé, és arrdl, hogyan
kell ezt keverési idé becslésére haszndlni. Ldsd [Petlh, Section 7.3] és http://math.bme.hu/
~balint/oktatas/markov_lancok/jegyzet/ml_jegyzet_egyben.pdf, 60. oldaltdl.

13 Majus 13.

13.1 Spektrum és keverés

Bizonyitottatok Téth Bélinttal a mult éran, hogy 7o (1/e) < (1 +1In %) Trelax, 10l Trelax = 1/Yabs,
az abszolut spektralrés inverze.

A bizonyitast kicsit jobban megnézve lehet igazolni, hogy tranzitiv grafokon az £2-tavolsagot t
1épés utan az n A3t felsé becslés helyett pontosan is lehet szdmolni a spektrummal: Yoy A Bzt
nem bizonyitottuk, hanem HF.

Alkalmazds: C,, kérre keverési idé ©(n?), nincs cutoff. {0,1}* hiperkockdn keverési idé ~

%klog k, van cutoff.
Lésd [Petl5l Section 7.3] és [LPWO09I].

13.2 Bolyongas visszatérése a Z, ! Z csoporton

Markov lancok Doob h-transzforméltjaval meg lehet érteni, hogyan viselkednek kondicionalt Markov
lancok, és ezzel magyardzgattam, hogy a Zo ! Z lampagyijtogaté csoporton miért py,(x,z) >
exp(—cn'/3), tehat a Morris-Peres fels6 becslés itt is lényegében éles.

Doob transzformaltrdl lasd [Pet15l Section 6.3]. A ldmpagyijtogatérdl most nem taldlok jé leirt
forrast, ami igy csindlna.

14 Majus 20.

A Morris-Peres tétel bizonyitasdnak f6 Stletei. Lasd [Pet15l Section 8.3].


https://en.wikipedia.org/wiki/Gaussian_free_field
http://math.bme.hu/~balint/oktatas/markov_lancok/jegyzet/ml_jegyzet_egyben.pdf
http://math.bme.hu/~balint/oktatas/markov_lancok/jegyzet/ml_jegyzet_egyben.pdf

15 Vizsgatételek

1. Erdds-Kac és a momentum-maodszer.

2. Ramsey szamok és tiggetlen ponthalmazok als6 és f6ls6 becslései LLL nélkiil,

3. Lovasz Lokalis Lemma és alkalmazasai

4. Gop q lokalis faszertisége és fliggetlenségi szdma

5. (a) Amenabilitds, térfogatnévekedés, kvazi-izometridk.

(b) Benjamini-Schramm limesz, unimodularités.

6. Bernoulli perkolacié alapok, és az amenabilitds szerepe.

7. Invaridans perkolaciok unimoduléris tranzitiv grafokon.

8. Visszatérési valoszinliségek és Markov-lanc keverési idok 1: spektrum.

9. Visszatérési valészinliségek és Markov-lanc keverési idék 2: izoperimetria, evolving sets.
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