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nyeket:

(a) az A, B és C események koziil pontosan k kovetkezik be (k= 0,1,2,3);
(b) az A, B és C események koziil legalabb i bekovetkezik (i = 0, 1,2, 3);
(¢) az A, B és C események koziil legfeljebb j kovetkezik be (j = 0,1,2,3).
Ellendérizziik az aldbbi azonossigokat:
(a
(b
(c) AoQ = Z;
(d) Ao(Bo(C)=(AoB)o(,
(e) (Ao B)NB =B\ A4;
(f) An(B\C)=(ANnB)\ (ANC);

[§]

)
)
)
)
)
)
(8) ANB\C = (A\C)N(B\C);
(h) AN(BNC)=(A\B)U A\ C);
(i) A\[AN(B\O)]=ANnBNC;
(j) AUB=AoBo(ANB);
(k) AocCU[B\(AUC)]=[(AoB)\ (ANO)U[(BoC)\ (ANC)];
(1) AcCC(AoB)U(Bo();
(m) (AUB)N(BUC)N(CUA)=(ANB)U(BNC)U(CN A);
)
)
)
) A
)

(n) (AUB)\(BNC) = (A\B)U(4\C)U(B\O);
(0) (AUBUC)\(ANBNC)=[A\(BNC)]U[B\ (CNA)U[C\ (AN B)];
(p) (AUBUCUD)\(AUBUC) =D\ (AUBUC);

(@ AN(AUB)N(AUBUC)N(AUBUCUD)=ANBNCND;

(1) [(ANB)\ (ANC)\ (BNC) = (ANB)\ C;
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Legyenek A, B és C tetsz6leges események. Fejezziik ki halmazelméleti miiveletekkel a kévetkezs esemé-
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(s) (ANB)UC\[(ANC)UB]=C\ (AUB);
(t) [AN(BUC)|U[BN(CUAJU[CN(AUB)=(ANB)U(BNC)U(CNA).

Legyen () tetsz6leges eseménytér és A C P(12) tetszbleges eseményalgebra. Bizonyitsuk be, hogy
(a) (A,o) Abel-csoport;

(b) (A,o0,N) gytiri (melyben o az 6sszeadas és N a szorzéas), a gyird nulleleme 0, egységeleme .

(a) Harom kiilonboz8 érmét és két azonos (megkiilonboztethetetlen) kockat dobunk fel egyszerre. Hany
kiilonb6z6 kimenetele lehet a kisérletnek. Reprezentéaljuk a kisérlet eseményterét.

(b) Harom fekete és két fehér kockat dobunk fel egyszerre. (Az azonos szint kockdk megkiilonboztethe-
tetlenek). Héany kiillonboz6 kimenetele lehet a kisérletnek. Reprezentéaljuk a kisérlet eseményterét.

Harom kockat dobunk fel egyszerre. Az azonos szinii kockadk megkiilonbo6ztethetetlenek. Hany kiilonbozd
kimenetele lehet a kisérletnek

(a) ha a kockék azonos szintek;
(b) ha két kocka fekete és a harmadik fehér;

(¢) ha mindharom kocka kiilonb6z6 szint?

Legyenek Aj, Ag, ..., A, tetszGleges események. Mit jelent az A; o As o---0 A, esemény?

Megjegyzés: Az 1.3. feladat (a) pontjanak kovetkeztében a o mivelet asszociativ.
Egy urnaban van 6 fehér, 6 zold és 2 piros golyd. Benyulunk az urnéba és taldlomra kivesziink 2 golyot.

(a) Irjuk le az eseményteret.
(b) Hany megfigyelhets esemény lehetséges a szoban forgo kisérletnél?

(¢) Hany megfigyelhets esemény lehetséges, ha a két golyot egymas utan hazzuk?
Meértékelméleti egyenlStlenségek
(a) Legyen A, B és C harom tetsz6leges esemény. Bizonyitsuk be az aldbbi egyenlétlenséget:

P(AoC)<P(AoB)+P(BoC).

Ez azt jelenti, hogy ha A(A, B) := P(Ao B) ,tavolsagot” (szemimetrikat) értelmezziik az események
kozott, akkor A(-, ) kielégiti a haromszog-egyenlGtlenséget.

(b) Bizonyitsuk be, hogy ha P(A o B) = 0, akkor P(A4) = P(B).
Mutassuk meg, hogy barmely A, B és C' eseményre fennall:
[P(ANB)—P(ANC)| <P(BoC).
Mutassuk meg, hogy barmely A és B eseményre fennéall:

7% <P(ANB)-P(AP(B) <

o

Mutassuk meg, hogy barmely A és B eseményre fennall a

P*(ANB)+P*(ANB) +P*(ANB)+P*(ANDB) >

e

egyenlStlenség, és egyenlség akkor és csak akkor teljesiil, ha P(A) = P(B) =1/2 és P(ANB) = 1/4
(azaz az A és B események fiiggetlenek).

Utmutatés: Hasznaljuk a linearis algebrabol jol ismert Schwarz-egyenlStlenséget.

(a) Legyen A és B két esemeény. Bizonyitsuk be, hogy ha P(A) > 0.8 és P(B) > 0.5, akkor P(ANB) >
0.3.

(b) Bizonyitsuk be, hogy tetszSleges Aj, As, ..., A, eseményekre fennall a kovetkezs egyenlGtlenség:
P(AiNnAsN---NA,) > P(A1)+ P(A2) +---+ P(A,) — (n—1).
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Leszamlalassal meghatarozhaté valoszintiségek

Kombinatorikus feladatok

Legyen X egy egyenletes eloszlassal valasztott véletlen szam az {1, 2, ..., n} halmazbol. Jeldlje p(n) annak
a valoszintiségét, hogy X2 — 1 oszthato 10-zel. Mennyi lesz ekkor

(a) p(10);

(b) p(25);

(¢) limy,— oo p(n)?

Két azonos erejii jatékos, Adam és Eva pingpongoznak. Tekintsiik a kovetkezd eseményeket:

A := {Adam négy meccsbél (pontosan) harmat megnyer},

B := {Eva nyolc meccsbél (pontosan) 6tét megnyer}.

(a) Szamolas nélkiil saccoljuk meg a két esemény valoszintiségét. Melyik tiinik valoszintibbnek?

(b) Ellendrizziik intuicionkat a valoszintiségek kiszamolasaval.
Héarom kockaval dobva, mennyi a valoszintisége annak, hogy a dobott szamok 6sszege 10-nél nagyobb?
(Szamolas nélkiil is megy!)
Megjegyzés: Ez volt a nyerés feltétele a XVII. szazadban divatos ,,passe dix” jatékban.
Mi a val6szintibb: az, hogy egy kockaval négyszer dobva legalabb egyszer hatost dobjunk, vagy hogy két
kockaval 24-szer dobva legalabb egyszer mindkét kockaval hatost dobjunk.

Megjegyzés: Ez de Méré lovag feladata, 1654-ben Blaise Pascaltol kérdezte. Valojaban méar Cardano
(1501-1576) is foglalkozott a kérdéssel.

Utmutatas: Probaljanak olyan bizonyitast talalni, amely zsebszamologép hasznalata nélkiil is eredményre
vezet (egy nevezetes egyenl6tlenséget kell alkalmazni).
Mi a valoszintibb: 6 kockadobéassal legalabb egyszer hatost dobni vagy 12 kockadobassal legalabb kétszer
hatost dobni?
Megjegyzés: A kérdés Isaac Newton és Samuel Pepys levelezésében fordul el6. Pepyst nem gy6zte meg
Newton (korrekt) érvelése.

(a) Szamoljuk ki az 6tos lotton 0, 1, 2, 3, 4 és 5 talalat valoszintiségét.

(b) Szamoljuk ki az hatos lotton 0, 1, 2, 3, 4, 5 és 6 taldlat valoszintiségét. (A potszamot most ne

tekintsiik nyergszamnak.)

n (megkiilonboztethets) golyot helyeziink véletlen modon n urndba. Mi a valdszintisége annak, hogy
pontosan egy urna marad liresen?

A sakktablan talalomra helyezziink el nyolc bastyat. Mennyi annak a valdszintisége, hogy egyik bastya
sem iitheti a masikat?

Egy parkol6 tizenkét egymés melletti helybdl all. Egy ember azt vette észre, hogy nyolc auté parkol ugy,
hogy az iiresen maradé négy hely egymas mellett volt. Feltéve, hogy négy ilires parkoléhely volt, megleps-
e ez az elrendezés? Utal-e valamilyen nemvéletlen eseményre? (Pl. arra, hogy egy nagyobb tarsasig
egyszerre hagyta el a parkolot.)

Egy n elemd populaciobdl r elemii mintat vesziink. Mi annak a valészintisége, hogy a populacio elére
kijelolt N eleme koziil egy sem legyen a mintaban, feltéve hogy a mintat

(a) visszatevés neélkiil;
(b) visszatevéssel
vessziik? Szamoljuk ki a numerikus értékeket a kovetkezs esetekre:
(i) n=100,r =N = 3;
(i) n =100, r = N = 10.
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Bizonyitsuk be valoszintiségszamitasi modszerekkel, hogy barmely természetes n-re fennall a kovetkezd

azonossag:
n 2
n 2n
2 () = ()
k=0

Utmutatas: Hasznaljuk a hipergeometrikus eloszlast.

Egy szekrényben n par cip6 van. Véletlenszertien kivalasztunk 2r cip6t (2r < n). Mi a valoszintisége
annak, hogy a kivélasztott cip6k kozott

(a) nincsen teljes par;

(b) pontosan egy teljes par van;

(c) pontosan két teljes par van?

Egy kulcskarikan n kulcs van, amelyek koziil csak egy illik a kinyitando zarba. Talalomra (véletlen sorrend-
ben) probaljuk ki a kulcsokat — ismétlés nélkiil mindaddig, amig a j6 kulcsra ra nem leliink. Kisérletiink

1,2,...,n probalkozas utan érhet véget. Mutassuk meg, hogy mind az n eredménynek azonosan 1/n a
valészintisége.

Szamoljuk ki a poker kiilonbozé értékelhetd konfiguracidinak valoszintiségeit. Azaz 52 lapos francia kér-
tyabol (&, O, 0, 4 :2,3,4,5,6,7,8,9,10,J, D, K, A) véletlenszertien kivalasztunk 6t6t. Mi annak a valo-
szintisége, hogy egy parunk, két parunk, drilliink, sorunk, flush-iink, fullunk, pokeriink, szinsorunk, royal
flush-iink van?

A bridzsben az 52 lapos fracia kartyabol minden jatékos 13—13 lapot kap. Mi a valoszintisége annak, hogy
Eszaknak és Délnek egyiittesen k db asza van (k=0,1,2,3,4)?

(a) Legyenek a,b, c,d nemnegativ egész szamok, amelyekre a + b+ ¢+ d = 13. Szamoljuk ki annak az
eseménynek a valoszintiségét, hogy Eszak, Kelet, Dél és Nyugat a, b, ¢, illetve d darab pikket kap
egy bridzsleosztasban.

(b) Az el6bbi eredmény segitségével szamoljuk ki annak a valoszintiségét, hogy valamelyik jatékos a, egy
masik b, egy harmadik c, végiil a negyedik d pikket kap, ha
(1) a=5,b=4,c=3,d=1;

(2) a=b=4,c=3,d=2;
3) a=b=c=4,d=1.

(Stefan Banach gyufasdoboz-problémaja)

(a) Egy szorakozott matematikus vesz két doboz gyufat. Mindkét doboz n szal gyufat tartalmaz. Egyik
dobozt a bal, masikat a jobb zsebébe teszi. Valahanyszor pipara akar gytjtani, véletlenszertien
kiveszi az egyik dobozt és abbol elhasznal egy szal gyufat. Egyik alkalommal azt veszi észre, hogy az
elévett gyufasdoboza mar iires. Mi annak a valdszintisége, hogy ekkor a méasik dobozban pontosan &
elhasznalatlan gyufaszal van még?

Utmutatas: A kérdés megvalaszolasahoz érdemes testre szabni az eseményteret. Tekintsiik a 2n—k+1
hosszi bal-jobb-sorozatokat! Ennyi épp elég ahhoz, hogy eldonthessiik, hogy a kérdéses esemény
bekovetkezett-e.

(b) A fenti kérdésre adott valasz segitségével taladljunk egyszeri kifejezést az alabbi Osszegre:

i ok (2n - k:) '
n
k=0
Bizonyitsuk be az aldbbi azonossdgokat (példaul generatorfiiggvény-modszerrel):
- n
> 1 eseté —1)* =0
(a) n > 1 esetén kz_o( ) (k) ,

(b) n > 0 esetén Zk<Z) =n2""1,

k=0
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(¢) n > 2 esetén i(—l)%(Z) =0,

k=0

(d) n >0 esetén zn: k(k — 1) (Z) = n(n—1)2"2.

k=0

(a) Bizonyitsuk be, hogy pozitiv n-re és k-ra fennall a kévetkezs azonossag:

o))

J

()= (oo

J

(b) Altalanosabban:

Szitaformula

Lassa be a szitaformula segitségével, hogy n > 1 esetén

o) -

k=0
Utmutatas: Legyen A; = --- = A,, = Q a szitaformulaban.

Lassa be a szitaformula segitségével, hogy n > 2 esetén

k=0

Utmutatas: legyenek a szitaformula Ay, ..., A, halmazai az n elemti halmaz iigyesen megvalasztott rész-
halmazai.

(a) Egy embert tizenkétszer megbiintettek tilosban valo parkolasért. Mind a tizenkét biintetést kedden
vagy csiitortokon kapta. Amellett a feltevés mellett, hogy a rendérok véletlenszerten ellendriznek a
hét barmely napjan, szamoljuk ki a fenti eset valoszintiségét.

(b) Szamoljuk ki a szitaformula segitségével az elgbbi feltevés mellett annak az eseménynek a valoszind-
ségét, hogy van két olyan napja a hétnek, hogy a 12 rendéri ellenérzés mind pont arra a két napra
esett. Bolcs volt-e emberiink azon dontése, hogy ezentul kedden és csiitortokén parkolohazba vitte
autojat?

(c) Tizenkét hasonlé biintetést kaptunk a hét kiilonb6z6 napjain, de egyiket sem vasarnap. Jogosult-e a
feltevésiink, hogy a rendérok vasarnaponként nem ellenériznek? (Ld. 2.25. feladat)

(Elcserélt kalapok) Egy n taga férfitarsasiag vacsorazni ment egy étterembe. Kalapjaikat a ruhatarban
hagytak. Vacsora és borozgatas utdn kalapjaikat teljesen véletlenszertien vitték el a ruhatarbol. Mi a
valoszintisége annak, hogy a tarsasagnak legaldbb egy tagja a sajat kalapjat vitte haza? Szamoljuk ki e
val6szintiség hatarétérkét az n — oo limeszben.

Elszéntabbaknak: Szamoljuk ki nagy n-re (azaz az n — oo limeszben) annak az eseménynek a valoszin-
ségét, hogy pontosan k ember megy haza a sajat kalapjaval a fején.

Tizszer dobunk egy kockaval. Mennyi annak a valoszintsége, hogy az 1,2,...,6 eredmények mindegyike
legaldbb egyszer elgfordul?

(a) k golyot helyeziink véletlenszertien n dobozba. Mi a valoszintisége annak, hogy egyik doboz sem
marad iires?

(b) Az el6bbi eredményt hasznalva szamoljuk ki a kovetkezs kifejezés értékét k < n-re:

S ()

j=1
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A bridzs jatékot 52 lapos francia kartyéaval jatsszak, mely négy szinben 13-13 lapot tartalmaz. A négy
jatékos, akiket az égtajakkal szokis megnevezni, osztaskor 13-13 kartyat kap. A szemben il6 jatékosok
egyiitt vannak: az Eszak—Dél és a Kelet—Nyugat vonal jatszik egymaés ellen.
(a) Mi a valoszintisége, hogy az Eszak-Dél vonalnal lesz valamelyik szinb6l mind a 13 lap?
(b) Mi a valoszintisége, hogy az Eszak-Dél és a Kelet-Nyugat vonalnal is lesz valamelyik szinbél 13
kartya?

Egy jol megkevert 52 lapos franciakartya-csomagbol egyenként hizzuk a kartyakat mindaddig, amig mind
a négy szinbdl nem huzunk legalabb egyet. Mennyi a val6szintisége annak, hogy
(a) legalabb tizszer

(b) pontosan tizszer
kell htiznunk?

Egy éjszakai jaratra tiz utas szall fol a végallomason. Mindegyikiik teljesen véletlenszerten és egymastol
fliggetleniil valasztja ki, hogy a 20 megéll6 koziil hol szeretne leszallni. Feltételezziik, hogy tutkdzben senki
sem akar a buszra felszallni. Mi annak a valoszintisége, hogy a busz a hetedik, kilencedik, tizenharmadik
és tizenhatodik megallok mindegyikében megall?

Egy 52 lapos jol megkevert kartyacsomagbol 4 jatékosnak 5-5 kartyat osztunk. Mennyi annak a valoszi-
niisége, hogy valamelyik jatékosnél lesz legaldbb két asz?

Szamoljuk ki annak a valoszintségét, hogy egy bridzsleosztasban Eszaknak semelyik értékbsl ne legyen
kézben mind a négy kartyaja (azaz ne legyen se négy 2-ese, se négy 3-asa, ..., se négy K-a, se négy A-a).

Feltételes valoszintiség

n dobozban elhelyeziink N golyét tigy, hogy mind az n” elhelyezés egyenléen valoszint. Feltéve, hogy
egy adott dobozba esik goly6d, mennyi a valészintisége annak, hogy K golyo esik bele?

Harom kockat feldobunk. Feltéve, hogy a dobott szamok kézott nincs két egyforma, mennyi a valoszind-
sége annak, hogy legalabb az egyiken hatos van?

Egy kockaval addig dobunk, amig elGszor kapunk hatost. Feltéve, hogy a sziikséges dobasok szama paros,
mennyi a valészintisége annak, hogy kétszer kellett dobnunk?

Moricka és Pistike pingpongoznak. Minden jatszmat a tobbitél fiiggetleniil Moricka p, Pistike pedig ¢
valoszintiséggel nyer meg, ahol p > 0, ¢ > 0 és p+ ¢ = 1. A jaték akkor ér véget, ha valaki két egymas
utani jatszmat megnyer.

(a) Mi a valoszintisége, hogy Moricka nyeri az utols6 jatszmat?

(b) Mi a valészintsége, hogy ugyanaz nyeri az els6 jatszmat, mint az utolsot?

(c¢) Ha tudjuk, hogy az utolso jatszmat Moricka nyerte, mennyi a valoszintisége, hogy az els6t is?
Azt mondjuk, hogy az F' esemény negativan hat az E eseményre, jelolésben F' \, E, ha P(E|F) < P(E).
Bizonyitsa a kovetkezé allitasokat, vagy adjon ellenpéldat.

(a) Ha F\| E, akkor E \ F.

(b) Ha F\  E és E\, G, akkor F' \ G.

(c) Ho FN\\E és G\, FE és FNG =0, akkor (FUG) \| E.
Tegyiik fel, hogy egy ketyere meghibasodasénak a valoszinisége a (¢, t+ h) idSintervallumban azon feltevés

mellett, hogy méar ¢ ideig hibatlanul miikodott a(t)h + o(h)-val egyenld, ahol limy,_.g h~to(h) = 0. Hata-
rozzuk meg annak a p(t) valoszintiségét, hogy a ketyere legalabb ¢ ideig hibatlanul mtikodik.
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Teljes valoszintiség tétele, toronyszabaly

Két urnaban piros és kék golyok vannak. Az els6 urnaban 5 piros és 4 kék, a mésodikban 7 piros és 3 kék
golyb.

(a) Kihtazunk az els6 urnabol taldlomra egy golyot és attessziikk a masodik urnaba. Ezutan a mésodik
urnabol hizunk taldlomra egyet és attessziik az els§ urndba. Végiil harmadszor 1jbdl az els6 urnaboél
huzunk egy golydt. Mi a valdszintisége annak, hogy a harmadik alkalommal piros golydt huzunk?

(b) Egyszerre huzunk egy-egy golyot a két urnabol és kicseréljitk Sket. Ezutan hizunk még egy golyot
az els6 urnabol. Mi a valdszintisége annak, hogy az utolsd hizaskor piros golyot talalunk?

Két jatékos, Aladar és Béla, a kdvetkezs jatékszabalyok alapjan jatszik: Aladar feldob egy kockat, azutan
két érmét annyiszor dob fel, ahanyat a kockaval dobott. Ha e dobasok soran legalabb egyszer két fejet
dobott, akkor Béla fizet Aladarnak egy petakot, ellenkezs esetben Aladar fizet Bélanak egy petakot.
Melyikiiknek el6nyds ez a jaték?

Az o kockénak 4 piros és 2 fehér, mig a § kockdnak 2 piros és 4 fehér lapja van. Feldobunk egy érmét.
Ha fej a dobas eredménye, akkor a tovabbiakban az « kockat hasznaljuk, ha pedig iras akkor a 0-t. Az
igy kivalasztott kockaval egymas utan n-szer dobunk.

(a) Mi annak a valoszintisége, hogy a k-adik dobasnal az eredmény piros? (k=1,2,...,n)

(b) Feltéve, hogy mind az els§ k — 1 kockadobas eredménye piros, mi annak a valdszintsége, hogy a
k-adik dobés eredménye is piros lesz? (k=1,2,...,n)

Egy internetes kozosségi szajt felhasznal6i kérébe meghivasos alapon lehet bejutni. Eredetileg két tagja
van a kozosségnek, Adam és Eva. Néha a kozosség valamelyik (egyenletesen valasztott) tagja meghiv egy
@j embert. Adam koréhez tartozik valaki, ha 6 maga Adam vagy egy Adam koréhez tartozo tag hivta
meg.

(a) Mekkora valoszintiséggel all 1, 2, illetve 3 f6b6l Adam kére akkor, amikor 4 f6s a kozosség?

(b) Jelolje az Eva korébe tartozo tagok szamat X akkor, amikor n f6s a kozosség. Adja meg X eloszlasat.
Utmutatas: Teljes indukcioval bizonyitsa allitasat.

Jancsi és Juliska randevut beszélnek meg egy meghatarozott idépontra két utca keresztezddésénél. El-
felejtik viszont megbeszélni, hogy a négy sarok koziil melyiknél varnak egymasra. Az utkeresztez6dés
nagyon forgalmas, nem lehet atlatni egyik sarokrol a tObbire. Mindketten pontosan megérkeznek vala-
melyik sarokra, és ha a masik nincs ott, 2.5 percet varnak a maéasikra, ezutdn dtmennek a szomszédos
sarkok valamelyikére, 1/2 — 1/2 valoszintiséggel. Ez tovabbi 0.5 percet vesz igénybe. Ha a masik nincs
ott, ajbol 2.5 percet varnak, majd 1/2 — 1/2 valoszintiséggel kivalasztanak egy szomszédos sarkot, ahova
atbattyognak, stb. Feltessziik, hogy eredetileg mindketten 1/4-1/4 valoszintiséggel érkeznek barmelyik
sarokra egymastol fliggetleniil, és szintén egymastol és multbeli helycseréiktdl fiiggetleniil valtogatjak va-
rakozasi helyiiket mindaddig, amig nem talalkoznak. Taladlkozasnak szamit az is, ha egymassal szembe
mennek 4t az attesten.

(a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy a megbeszélt id6ponttol szamitott 3 percen beliil talalkoznak?
(b) Mennyi annak a valoszintisége, hogy a megbeszélt id6ponttol szamitott 6 percen beliil talalkoznak?
(c¢) Jeldlje p,, annak a valoszintiségét, hogy az els6 3n percen beliil talalkoznak. Hatarozzuk meg p,
értékeét.
(d) Jelolje r,, annak a valoszintiségét, hogy a talalkozas a 3n-edik percben kovetkezik be. Hatarozzuk
meg az 1, valdszintiséget.
(e) Bizonyitsuk be, hogy 1 annak a valoszintisége, hogy véges id6n beliil talalkoznak.
Szaz utas varakozik arra, hogy beszallhassanak egy szazfGs repiil6gépbe. A sor legelején allo utas elve-
szitette a beszallokartyajat, igy egy egyenletesen valasztott helyre iil le a gépen. A t6bbi utas egyenként
szall fel, és ha egyikiik azt latja, hogy a helyét elfoglalta mar valaki méas, akkor a még szabad tlések koziil

véletleniil valaszt egyet, és oda il le. Mekkora annak a valészintisége, hogy a sor végén allé utas oda fog
iilni, ahova a beszallokartyaja szol?



3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

3.18.

3.19.

3.20.

Egy egyetemnek 10 ezer hallgatdja van. Minden hallgat6 kap egy k darab (tizes szdmredszerbeli) szam-
jegybdl all6 Neptun-kodot, amit az egyetem egyenletesen sorsol az Osszes k jegyd szam koziil. Ha a
sorsolaskor nem jegyzik meg a mar kisorsolt Neptun-kddokat, akkor koriilbeliil hany jegyi kodra van
sziikség, ha azt akarjak, hogy 0.995-nél nagyobb legyen a valésziniisége annak, hogy mindenki kiilonb6zé
koédot kap?

Utmutatés: Az adodo szorzat kiszamitasanal alkalmazza a sziiletésnap-problémanal megismert kozelitést,
mely azon alapul, hogy In(1 +€) = ¢ + o(¢), amint € — 0.

Jelolje p, annak a valdészintiségét, hogy egy csaladban pontosan n gyerek van, n = 0,1,2,.... Legyen
Pn = ap™,n > 1re, és pg = 1 —ap(l+p+p?+p3+...), ahol p € (0,1) és a > 0 tigy vannak megvalasztva,
hogy ap < 1 — p. Tegyiik fel, hogy ha egy csalddban n gyerek van, azok nemenkénti eloszlasa egyenletes
(a 2™ lehetGség kozott). Mutassuk meg, hogy minden k > 1-re, annak a valoszintisége, hogy egy csaladban
pontosan k fiti van 2ap® /(2 — p)k+1.

Utmutatas: Hasznaljuk a generatorfiiggvény-modszert.

Végtelen toronyszabaly

Legyenek 0 < p; < 1, i € N. Lassuk be, hogy > ;2 p; < oo akkor és csak akkor, ha []:~, (1 —pi) > 0.

Utmutatas: Hasznaljuk a renddrelvet és azt, hogy 0 < p < % esetén e 2P <1 —p < e P.

Pistike élete els6 valoszintiségszamitas-vizsgajan 1/2 valoszintiséggel megy at. Ha ezen megbukik, a kove-
tez vizsgara mar kevesebbet tanul, ezen csak 1/3 a siker valoszintisége. Minél tobbszor bukik meg, annal
kevesebbet tanul, igy k — 1 sikertelen vizsga utan mar csak 1/(k + 1) a valoszintisége, hogy a k-adik vizs-
gaja sikeres. Am Pistike kitarto, és a szabélyzat szerint akarhanyszor vizsgazhat. Mennyi a valoszintsége,
hogy el6bb-utébb atmegy?

Egy vadasz 30 méter tavolsagban felfedez egy rokat, és rals. Ha a roka ezt tuléli, akkor 10 m/s sebeséggel
probal menekiilni. A vadasz 3 masodpercenként ujratolt és 16 a rokara mindaddig, amig meg nem Oli,
vagy (szerencsés esetben) a roka el nem tiinik a latohataron. A vadasz taldlati valoszintsége a tavolsag
négyzetével forditottan aranyos, a kovetkezs képlet szerint P(a vadasz eltalalja az @ méter tavolsagban
levs rokét) = 67522 (z > 30). Ha talalat is éri a rokét, nem biztos, hogy fatélis: az egyes taldlatokat
(fliggetleniil azok szamatol) a roka 1/4 valoszintiséggel tuléli. Van-e esélye a rokanak arra, hogy tulélje
ezt a kellemetlen kalandot?

Megjegyzés: A feladatot nyilvan matematikusok talaltak ki matematikus didkoknak. Miért rossz modellje
ez a rokavadaszatnak? Van-e lényeges kiilonbség a roka- és facanvadaszat kozott?

Adott egy (végtelen térfogati) urnank és végtelen sok N ={1,2,3,...} elemeivel szamozott golyonk. Az
urna eredetileg iires. Ejfél el6tt egy perccel fogjuk az 1,2,...,10 szamu golyokat, behelyezziik ket az
urndba, az urnat jol osszerazzuk, majd véletlenszertien kihtzunk az urnabol egy goly6t, amit elhajitunk.
Ejfél elstt fél perccel fogjuk a 11,12,...,20 szama golyokat, behelyezziik Gket is az urnaba, az urnat
jol osszerazzuk, majd véletlenszerten kihtzunk az urnabol egy golyot, amit elhajitunk. Ejfél elstt 2—™
perccel fogjuk az 10n+1,10n+2,...,10(n+1) szamu golyokat, behelyezziik Sket is az urnaba, az urnat jol
Osszeradzzuk, majd véletlenszertien kihtizunk az urnabol egy golyot, amit elhajitunk. Es ezt igy folytatjuk
éjfélig. Bizonyitandd, hogy éjfélkor az urna 1 valoszintiséggel iires lesz.

Bayes tétele

Vandorlasai kdzben Odiisszeusz egyszer egy harmas utelagazashoz ért. Tudta, hogy az egyik ut Athénbe,
a méasik Miikénébe a harmadik pedig Spartaba vezet, de nem tudta, hogy melyik hova. Azt is tudta, hogy
az athéniek atlagosan csak minden harmadik alkalommal mondanak igazat, a miikénéiek minden méasodik
alkalommal hazudnak, a spartaiak viszont becsiiletesek, sohasem hazudnak. Kockadobéassal dontétte el,
hogy melyik utat vilassza, méghozza egyenld esélyt adva mindharomnak. Ezutan ment, ment, mendegélt,
mig egy varosba nem ért. Ott az els§ szembejové embertsl megkérdezte, mennyi kétszer kettd és azt a
vélaszt kapta, hogy négy. Mi a valdszintisége annak, hogy Odiisszeusz végiilis Athénbe érkezett?

Az A urndban két piros és egy fehér, a B urnéban egy piros és két fehér golyé van. Feldobunk egy
szabalyos kockat. Ha hatost dobtunk, az A urnabdl, egyébként a B urnabol hizunk egy golyot. Tudjuk,
hogy piros golyot hiztunk. Mi a valészintisége, hogy hatost dobtunk?



3.21.

3.22.

3.23.

3.24.

3.25.

3.26.

3.27.

Moricka a zoknijait két dobozban tartja, mindkettében sok zokni van. Az egyikbe igyekszik a lyukasakat
gytjteni, ebben a zoknik 90%-a lyukas. A maésikba a jokat probalja tenni, ebben csak 10% lyukas zokni
van. Ma reggel a nagy sietségben Moricka véletlenszertien belenyult az egyik dobozba, és felvett beléle
két zoknit. Az egyetemre menet észrevette, hogy a bal laban lyukas a zokni. Ezek utan mennyi annak a
valoszintisége, hogy a jobb laban is lyukas zokni van?

A ketyeregyarban az A, B és C gépsorokon allitjak el a ketyeréket. Az A gépsoron a ketyerék 25%-at
gyartjak, a B gépsoron a ketyerék 35%-at, mig a C' gépsoron a 40%-at. Az A gépsoron eldallitott ketyerék
5%-a, a B gépsoron eldallitottak 4%-a, a C gépsoron elallitottak 2%-a hibas. A gyarban gyartott ketyerék
koziil véletlenszerten kivalasztunk egyet, amelyrdl kideriil, hogy hibds. Mi annak a valésziniisége, hogy
ezt a ketyerét az A, B, ill. a C' gépsoron gyartottak?

Egy televizios vetélked6ben a jatékosnak harom ajté koziil kell valasztania, és a mogotte elrejtett nyere-
ményt kapja jutalmul. Az egyik ajté mogott egy luxusauto talalhatod, a masik kettd mogott pedig egy-egy
kecske. Mikor a jatékos kivalasztott egyet a harombodl, a jatékvezetd a masik két ajto koziil kinyit egyet,
ami mogott kecske van, és felajanlja, hogy a jatékos még megvéltoztathatja a dontését. Erdemes-e attérni
a masik ki nem nyitott ajtora? Mekkora valoszintiséggel nyerjiik meg igy az autot?

Egy biztositotarsasag minden férfi autévezetd iigyfele minden évben egymastol fiiggetleniil p; valoszind-
séggel nyujt be karigényt autobaleset miatt, a néi autovezetSk pedig p, valoszintséggel, ahol py # py.
Tudjuk, hogy az autovezetSk o - 100 szazaléka férfi. Egy véletleniil valasztott autévezets esetén két évet
megfigyelve legyen A; az az esemény, hogy az i-edik évben karigénnyel fordul a tarsasaghoz, ahol i = 1, 2.

(a) A P(A2]A;) és a P(As) valoszintiségek koziil melyik nagyobb?

(b) A py=0.01¢sp, =0.015ill. @ = 0.6 értékek mellett egy adott autdvezeté mekkora valdszintiséggel
férfi, ha azt tudjuk rola, hogy két év alatt egyszer nytjtott be baleset miatti karigényt?

A Magyar Etikett Intézet felmérése szerint Magyarorszagon a fitk két kategoridba oszthatoak: 2/3-uk
udvarias, 1/3-uk udvariatlan. Az udvarias fitk az esetek 90%-aban engedik elére a lanyokat az ajtoban,
az udvariatlanok viszont csak az esetek 20%-aban. Lattam, hogy Jancsi elére engedte Juliskat, Jutkat
viszont nem.

(a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy Jancsi az udvariatlan kategoriaba tartozik?

(b) Mennyi annak a valoszintisége, hogy ezek utan Jancsi Erzsit is elére fogja engedni?

Egy varosban kétféle taxitarsasag miikodik, egyikiik fehér, masikuk sarga szini kocsikkal szallit. A va-
rosban a fehér taxik aranya 15%, mig a sargaké 85%. Egy balesetnek, melyet egy taxis okozott, egyetlen
szemtanija volt. Az 6 allitdsa szerint a vétkes taxis fehér kocsiban ilt. Tudjuk tovabba, hogy a tanu
megbizhatosaga 80%-o0s, vagyis hasonlo koriilmények kozott az esetek 80%-aban allapitja meg helyesen a
taxi szinét.

(a) Szamitsuk ki annak a valoszintiségét, hogy a vétkes taxis fehér autot vezetett.

(b) Altalanositsuk a feladatot gy, hogy a vérosban 1évé fehér taxik aranya valamilyen 0 < p < 1 szam.
A tani megbizhatosaga tovabbra is 80%-0s. Mutassuk meg, hogy annak a valoszinisége, hogy a
vétkes taxis fehér autoban {ilt, pontosan akkor nagyobb 1/2-nél, ha p > 0.2.

(c) Altalanositsuk tovabb a feladatot gy, hogy a varosban 1évé fehér taxik aranya valamilyen 0 < p < 1
szam, és hogy valamely 0 < ¢ < 1-gyel a tant megbizhatosdga 100¢%-os, vagyis az esetek 100q%-
aban ismeri fel helyesen a szineket. (Itt természetesen ¢ nem (1 — p)-t jeloli.) Hatarozzuk meg
a

{(p.):0<p<1,0<qg<1}

négyzet azon részét, amelyre annak a valdszintisége, hogy a vétkes taxis fehér kocsiban lt, feltéve,
hogy a tanu fehér taxirdl vallott, 1/2-nél nagyobb.

Aladéar, Béla, Cili és Domotor hazudosak: atlagosan az esetek 2/3-aban hazudnak mind a négyen, egy-
méstol fliggetleniil, véletlenszertien. Aladdr azt dllitja, hogy Béla tagadja, hogy Cili azt mondta, hogy
Démétor hazudott. Mi a valoszintisége annak, hogy Domotor igazat mondott? (Feltételezziik, hogy Ala-
déar tudja, hogy mit mindott Béla, Béla tudja, hogy mit mindott Cili, Cili tudja, hogy mit mindott
Doémotor. Tovabbé, hogy Cili azt is el tudja donteni, hogy Démotor hazudott-e vagy sem.)
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3.29.

3.30.

3.31.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

Geometriai sor 0sszegzésével vagy feltételes rekurzioval kiszamolhat6 feladatok

Egy érmét addig dobunk, amig kétszer egymas utan azonos oldalara nem esik. Minden lehetséges n
dobést igényls sorozat valoszintsége legyen 27", (Miért?) Irjuk le a kisérlet eseményterét. Mi az alabbi
események valoszintisége:

A := {a kisérlet hatnal kevesebb érmedobassal végetér},

B := {a kisérlet paros szamu érmedobas utan ér véget}.

Anna, Bori és Cili egyforma erejii pingpongjatékosok. A kovetkezd moddon jatszanak: Anna és Bori mérik
el6szor Ossze az erejiiket. Ezutédn a vesztes kiall, és a varakozd Cili all be a helyére, hogy Osszemérje
tudasat az el6z6 nyertessel. Minden egyes meccs utan a vesztes atadja a helyét a varakozonak. Ezt
mindaddig folytatjak, amig valamelyikiik kétszer egymés utdn nem nyer, és akkor & lesz a kdrmérkszés
gySztese. Irjuk le a kormérkdzés eseményterét. Az n paros csata utan véget éré sorozatok valoszintisége
legyen 27", (Miért?) Mi a valoszintisége annak, hogy Anna, ill. Bori, ill. Cili nyeri a kérmérk&zést?

Aladér és Béla teniszezik. Aladar sikeresen szerval. Béla minden alkalommal a neki {it6tt labdat minden
el6z6 titéstdl fiiggetleniil 0.25 valoszintséggel nem talalja el, 0.15 valoszintiséggel a haloba iiti és 0.6 valo-
szintiséggel jol adja vissza Aladarnak. Aladéar a neki tit6tt labdat minden alkalommal az el6z6 titésektsl
fliggetleniil 0.1 valészintiséggel nem talalja el, 0.2 valoszintiséggel a haloba iiti és 0.7 valoszintiséggel jol
adja vissza Bélanak. Mi a valoszintisége, hogy a labda a menet végén a haloban lesz?

Aladar, Béla és Cili célba l6nek A,B,C,A,B,C,... sorrendben. Gydztes az, aki elGszor talal a célba. Az
egyes lovéseknél Aladar talalati valoszintsége 2/5, Bélaé és Cilié 3/5. A 16vések egymastol fiiggetlenek.
Mennyi a valoszintisége annak, hogy Aladér, Béla, illetve Cili nyeri meg a versenyt?

Fiiggetlenség

Fiiggetlen események

(a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy két egymastol fliggetlentil kitoltott lottoszelveny koziil legalabb
az egyik legalabb két talalatos?

(b) Mennyi annak a valoszintisége, hogy ha 3 000 000 lottoszelvényt véletlenszeriien és egymastol fiig-
getleniil kitoltenek, ezek kézott pontosan 6t darab Gttalalatos szelvény lesz?

(a) Hany (egymastol fiiggetlen) bridzsleosztasra van sziikség ahhoz, hogy annak a valoszintsége, hogy
legalabb egyszer mind a négy asz Eszaknak jusson, legalabb 0.5 legyen?

(b) Hany (egymastol fiiggetlen) bridzsleosztasra van sziikség ahhoz, hogy annak a valdszintsége, hogy
legaldbb egyszer mind a négy asz egy kézbe jusson, legalabb 0.5 legyen?

Egy tesztrendszerd vizsgdnal minden didknak 20 kérdésre kell igennel vagy nemmel felelni. Tegyiik fel,
hogy egy vizsgazo az egyes kérdésekre egymastol fiiggetleniil p valoszintiséggel tudja a helyes valaszt,
q valoészintiséggel azt hiszi, hogy tudja a helyes valaszt, de téved, r valészintiséggel nem tudja a helyes
valaszt és ennek tudatédban van (p+q+r = 1). Ha a vizsgazo tudja, hogy egy kérdésre nem tudja a helyes
valaszt, akkor talalomra ir igent vagy nemet 1/2 — 1/2 valoszintiséggel. Mennyi a valosziniisége annak,
hogy a vizsgazo legalabb 19 kérdésre helyesen valaszol?

Kilencszer dobunk fel egy pénzérmét. Jelentse A azt az eseményt, hogy a dobésok kozott legalabb két fej és
legalabb két iras is el6fordul, B pedig azt az eseményt, hogy legfeljebb négy iras fordul el§. Fiiggetlenek-e
a fenti események egyméastol? Miért?

Valasszunk talalomra egy szamot az {1,2,3,...,n} halmazbdl egyenletes eloszlassal. Jelolje A, azt az
eseményt, hogy a kivalasztott szam a p prim szammal oszthato.

(a) Mutassuk meg, hogy ha pi,ps,...,pr primek és az n szam oszthato pi,ps,..., pp-val, akkor az
Ap Ap,, ..., Ap, események (teljesen) fiiggetlenek.

(b) Jeldljik Ci,-el azt az eseményt, hogy a véletlenszertien kivalasztott szam n-hez relativ prim. Bizo-

nyitsuk be, hogy
1
PC,) = 1—-.
o= I {5)

p prim,p|n
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4.6. Legyen s € (1,00) rogzitett és ((s) := > .2, n~* a Riemann-féle dzeta-fliggvény. (A végtelen Osszeg
s > 1l-re konvergens.) Tovabba legyen p, = p,(s) := n=%/((s). Legyen egy X véletlen szam eloszldsa
P(X =n) = p,, ahol n € N. Ertelmezziik barmely r primszamra a kovetkezs eseményt:

E, := {az X véletlen természetes szam oszthato az r primszammal}

(a) Bizonyitsuk be, hogy az {E,. : r prim} események teljesen fiiggetlenek.

(b) Adjunk valoszintiségszamitasi bizonyitast (és ezzel valoszintiségszamitési értelmezést is) a hires
1 1
((s)™ = H 1= ey

Euler-formuldra.
(c) Valasztunk két egész szamot fliggetlentil és egyenletes eloszlassal a {0, 1, ..., N} halmazbdl. N — oo
esetén mihez konvergél annak a valdszintsége, hogy a két szam relativ prim?

Megjegyzés: Az Euler formula standard levezetése és értelmezése megtalalhatéo barmely elemi bevezets
szamelmélet jegyzetben vagy konyvben.)

4.7. Vegyiink egy n s tarsasagot. Jelolje A;; azt az eseményt, hogy az i-edik és j-edik ember egy napon
sziiletett.

(a) Paronként fiiggetlen-e ez az (};) esemény?
(b) Teljesen fiiggetlen-e ez az (7)) esemény?

4.8. Egy n elemi halmazbol az A és B véletlen részhalmazokat egymastol fiiggetleniil egyenletes eloszlassal
valasztjuk ki a 2™ lehetséges részhalmaz koziil.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy A C B?
(b) Mennyi a valészintisége, hogy AN B = (?

4.9. Szamitsuk ki a P(A; 0 Ayo---0A,) valoszintiséget, ha az Ay, As, ..., A, események teljesen fiiggetlenek,
és mindegyiknek a valészintisége p.

4.10. Egy orszagban az A, B, C és D varosok kozott a kovetkezs kozvetlen utak vannak: A «— B, A « C,|
C < B, D« B, D« C. Egy téli éjszaka mind az 6t utszakaszon p valdészintiséggel képz6dik hoakadaly,
teljesen fiiggetleniil egymastol. Mi a valdszintisége annak, hogy masnap reggel mégis el lehet jutni A-
bol D-be? Adjunk szamszerii eredményt p = 1/2-re. Probaljuk megindokolni az utobbi vélaszt az elsd
kérdésre kapott formula hasznélata nélkiil is.

Teriiletek aranyaval kiszamithat6 valoszintiségek

4.11. Adja meg az egységnégyzet A, B és C részhalmazait olymodon, hogy

(a) P(AN B) = P(A)P(B), P(BNC) = P(B)P(C), P(C N A) = P(C)P(A), és PANBNC) =

P(
P(A)P(B)P(C)
(b) P(AN B) = P(A)P(B), P(BNC) = P(B)P(C), P(C N A) = P(C)P(A), de P(ANBNC) #
P(A)P(B)P(C)
(c) P(ANB) = P(A)P(B), P(BNC) = P(B)P(C), P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C), de P(C N A) #
P(C)P(A)

4.12. Az A, B és C pontokat vélasszuk véletlenszertien egyenletes eloszlassal és egymastol fiiggetleniil egy kor
keriiletén. Mennyi a valoszintisége annak, hogy az ABC haromszog hegyesszogi?

4.13. Legyen B és C két fiiggetlen egyenletes eloszlasu valoszintségi valtozo a [0, 1] intervallumon. Tekintsiik a
p(x) = 22 + Bz + C polinomot. Mi a valészintisége, hogy p gydkei valosak?

4.14. Egy [ hosszi ropit két, egyméastol fliggetleniil és egyenletes eloszlassal kivalasztott pontban eltoriink.

(a) Mennyi a valoszintisége annak hogy az igy nyert harom darabbél haromszoget alkothatunk?

11



4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

5.1.

5.2.

(b) Mennyi a valoszintisége annak hogy az igy nyert harom darabbdl hegyesszdgi haromszoget alkotha-
tunk? (Ez nehezebb!)

(¢) Mennyi a valoszintisége annak hogy az igy nyert harom darab mindegyike révidebb, mint az a € [1/3,]

rogzitett szam?

Harom egyenld hosszu ropibol véletlenszertien letoriink egy-egy darabot. A torési pontokat egymaéstol
fliggetleniil és egyenletes eloszlassal valasztjuk ki.

(a) Mennyi a valoszintisége annak hogy az igy nyert harom darabbdl haromszoget alkothatunk?
(b) Mennyi a valoszintisége annak hogy az igy nyert harom darabboél hegyesszogti haromszoget alkotha-

tunk?

Egy négyzetracsos papirra egy tintapaca csoppen. Mekkora a valészintisége, hogy a paca nem metszi
a vonalakat, ha azok fél centire vannak egymastol, a tintafolt sugara pedig egyenletes eloszlasu a [0, %]
intervallumon?

Harom {irhajo leszall a Marsra egymastol fliggetleniil egyenletes eloszlassal valasztott pontokra. Két
trhajo akkor tud kdzvetlen radidkapcsolatba 1épni egymassal, ha a Mars kézéppontjabodl indulé helyzet-
vektoraik hegyesszoget zarnak be egymassal. Bizonyitsuk be, hogy annak a valdszintisége, hogy a barmely
két tirhaj6 kommunikalni tud egymassal (sziikség esetén a harmadik tirhajo kozvetitésével) (w + 2)/(4x).

(a) Egy kor keriiletén valasszunk n pontot egymastol fiiggetleniil és egyenletes eloszlas szerint. A keriile-
ten elhelyezkeds pontok egy konvex sokszoget katdroznak meg. Mennyi annak a valészintisége, hogy
e sokszog lefedje a kor kdzéppontjat?

(b) Egy kor belsejében valasszunk n pontot egymastol fiiggetleniil és egyenletes eloszlas szerint. Mennyi
annak a valoszintisége, hogy a pontok konvex burka lefedje a kor kdzéppontjat?

Diszkrét valoszintiségi valtozok

Binomialis és Poisson-eloszlas definicidja, bevezets feladatok

6
Pn = < > 0.7 1037
n—1

Sarkanyfoldon az n fejd sarkany

valoszintiséggel fordul el (n = 1,2,...,7). Egy sarkany fejeinek levigisa veszélyes mtivelet: az ember
minden fejét egymastol fiiggetleniil 90% eséllyel tudja levagni, és ha ez nem sikeriil, akkor a sarkany
megeszi az embert.

(a) Elém keriil egy sarkany, de a nagy kodben nem latom, hogy héanyfeji. Mi az esélye, hogy tulélem a
talalkozast?

(b) Tegyiik fel, hogy épp most vagtam le a hatodik fejét, de még mindig nem latom, hogy maradt-e feje.
Ilyen helyzetbsl mekkora valoszintiséggel élem til a harcot?

(c) Csata utén talalkozom a cimbordmmal, aki szintén legy6zott egy sarkanyt. Ezt figyelembe véve mi
a valoszintisége, hogy hétfejiivel volt dolga?

Legyenek M, N,n nemnegativ egészek, ugy, hogy M < N és n < N. A hipergeometrikus eloszlast a
kovetkezs kifejezés értelmezi:

() ()
G

Legyen n nemnegativ egész és p € [0,1]. A binomialis eloszlast a kovetkezs kifejezés értelmezi:

hN,M,n(k) = kZO,l,Z,...,n.

bp.n (k) := <Z)pk(1 —p)"k, k=0,1,2,...,n.

Bizonyitsuk be, hogy ha rogzitett n és k mellett N — oo, M — oo 1gy, hogy % — p, akkor hn arn(k) —
by (k).
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5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

5.10.

5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

Mutassa meg, hogy a Poisson-eloszlas unimodalis, vagyis
P(X =0) <P(X =1)<--- < P(X = [A]),

illetve
PX=A)>PX=[A+1)>PX=|\+2)>....

Atlagosan hany mazsolanak kell egy siitiben lennie, ha azt kivanjuk elérni, hogy egy véletlenszerten
valasztott siitiben legalabb 0.99 valoszintséggel legyen (legalabb egy szem) mazsola?

Lovas gatversenyen a lovasok kérpalyan versenyeznek, és a 16 a palyan elhelyezett akadalyokat egymastol
fiiggetleniil azonos valoszintiséggel veri le. Ha 5% annak valosziniisége, hogy a lovas hibatlanul teljesit egy
kort, mennyi az esélye, hogy egy korben legfeljebb hédrom akadalyt ver le?

(a) Mennyi a valoszintisége annak, hogy 1000 egymaéas utani pokerleosztasban legalabb négyszer van
fullunk?
(b) Szamoljuk ki a fenti valoszintiséget numerikusan a Poisson-approximacio segitségével.

Egy 400 oldalas kényvben 6sszesen 200 sajtohuba van (véletlenszertien elszérva). Mennyi a valoszintisége
annak, hogy a 13. oldalon t6bb mint egy sajtohuba van?

Egy rossz hirt légitarsasagnal minden évben 1/2 valoszintiséggal el6fordul (legalabb egy) gépeltérités.

(a) Mi a valosziniisége, hogy jovore legalabb harom gépeltérités lesz?
(b) Mi a valészintsége, hogy jovére legalabb harom gépeltérités lesz, feltéve ha tudjuk, hogy legalabb
egyszer eld fog fordulni?

1000 megkiilonboztethets golydt helyeziink véletlenszertden 10 000 dobozba. Mennyi annak a valdszint-
sége, hogy az els6 25 dobozba legalabb 4 golyd essék?

London ko6zponti keriiletében bekovetkezs autdbalesetek szdma szaraz napos idében A = 10 paraméterd
Poisson-eloszlast, mig nedves esGs id6ben p = 20 paramétertd Poisson-eloszlast. Kora novemberben
Londonban p = 0.6 valoszintséggel van ronda esSs id6 (egész nap), ¢ = 0.4 a valdszintisége annak, hogy
verdfényes napsiités van (szintén egész nap). Azt olvastam a Times-ban, hogy milt csiitortokon 17
autdbaleset tortént London kézpontjaban. Mennyi a valészintisége annak, hogy esett az es§?

Egy nagy viragagyasba sok virdgmagot szérunk egyenletesen. Kés6bb a virdgagyast sok kis egyenlé méreti
darabra osztjuk. Azt tapasztaljuk, hogy a kis darabok 10%-aba nem keriilt egyetlen mag sem.

(a) Hany magot szortunk ki folddarabonként atlagosan?

(b) A folddarabok hany szazalékédban lesz egynél tobb mag?
Egy erdé atlagos stirtisége: 16 fa 100 m2-enként. A fak torzse teljesen szabalyos, 20 cm aAtmérdjt kor alapt
henger. Egy puskagolyot 16viink ki célzas nélkiil, az erdd szélétdl 120 m-re, kifelé az erdébsl. Mennyi

annak a valoszintisége, hogy eltalalunk egy fatorzset? (Tekintsiink el attol az apréd zavard tényezstdl, hogy
a fak alapkoreinek kozéppontjai min. 20 cm tavolsdgban vannak.)

Feldobunk egy érmét hatvanszor. Jelolje a fejek szamat X, és legyen pp = P(X = k). Adjunk fels§
becslést a P(|X — 30| > 20) valoszintiségre a Bernoulli-féle NSZT bizonyitasi modszereivel:

(a) Léssa be, hogy pso < 75
(b

)
) Lassa be, hogy pso < & - (%)10 <2713
(c) Lassa be, hogy 50 < k < 60 esetén pp < 2713 (%)
)
)

k—50
(d) Lassa be, hogy 220:50 pr <2718 3
(e) Lassa be, hogy P(|X — 30| >20) <5-2714

Legyenek p € (0,1), n € N és A = pn € (0,00) rogzitve. Tovabba: ag := b(k;p,n)/p(k; ). Bizonyitsuk
be, hogy amint k = 0,1, 2, ... novekszik

(a) ay elészor novekszik, majd csokken, és a maximalis értékét | A + 1]-nal éri el.

(b) ay el6szor kisebb, mint 1, majd 1 f6lé ng, majd ajbol 1 ala csokken.
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5.15.

5.16.

5.17.

5.18.

5.19.

5.20.

5.21.

Bizonyitsuk be a kdvetkezd azonossagokat

(a) >h—o kb(k;p,n) = np;

(b) Yi_o k2b(k; p,n) = n’p* + np(1 — p);
(c) ZZO:() kp(k; A) = A;

(d) Yoplo k2p(ks A) = X2+ A,

azaz

lim (sup | b(k;p,m) — p(k; \) |> =0,
k

amint p — 0, n — oo gy, hogy pn — A € (0, 00).

Diszkrét eloszlasok meghatarozasa

Egy n egymastol fiiggetleniil miikods alkatrészbdl allo rendszert figyeliink meg egymas uténi azonos
hosszusagi id6periddusokban. Feltessziik, hogy minden egyes alkatrész miikodése vagy nem miikodése
egy peridodusban fliggetlen attol, hogy miik6dott-e vagy sem a tobbi periodusban. A rendszer miikodésé-
ben akkor van fennakadas, ha legalabb k alkatrész nem miikodik. Mennyi annak a valdszintisége, hogy ez
elszor az m-edik periodusban kovetkezik be, ha p annak a valészintisége (minden alkatrészre), hogy egy
alkatrész egy periodusban miikodjék?

Egy szobanak négy ablaka van, ebbdl harom zarva van és egy nyitva. A szobabdl harom légy probal
kirepiilni. Minden mésodpercben, egymastol fiiggetleniil nekirepiilnek valamelyik véletlenszertien kiva-
lasztott ablaknak. Ha az ablak nyitva van, kirepiilnek, ha pedig zarva, akkor egy masodperc mulva jbol
probalkoznak. Jeldlje T' azt a véletlen idSpontot, amikor 2 ala cstkken a szobédban levs legyek szama.

(a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy n méasodperc elteltével még legalabb két légy van a szobéaban,
azaz P(n < T)?

(b) Hatarozza meg ennek segitségével T eloszlasat.

Egymas utan tizszer dobunk egy szabalyos érmével. Legyen X az egymas utani egyforma kimenetelekbdl
allo sorozatok szama, vagyis pl. csupa fej esetén X = 1, a FFIIIIFIFF sorozatnél pedig X = 5. Hatarozzuk
meg X eloszlasat.

Egy utca autoforgalmét gy modellezziik, hogy

1. az idGskalat fix és oszthatatlan egy mésodpercnyi idGegységekre osztjuk,

2. feltessziik, hogy p € (0, 1) annak a valosziniisége, hogy az egyes id6intervallumokban elhalad az utcan
egy auto,

3. tovabba azt is feltessziik, hogy az egyes idGegységekben torténd események egymastol fiiggetlenek.

Egy gyalogos akkor tud atmenni az utca tuloldalara, ha legalabb harom mésodpercig forgalommentes
az utca. (Feltessziik, hogy az utca belathato: a gyalogos el tudja donteni, hogy a kovetkezé harom
méasodpercben lesz-e forgalom.) Mennyi a valoszintisége annak, hogy az utcan atmenni 6hajtod gyalogosnak
0, 1,2, 3,4 masodpercig kell varnia athaladas elstt. (Ne probaljanak dltaldnos képletet felirni — ez egyelére
nehéz.)

Szindbadnak egyszer megadatott, hogy N haremholgy koziil kivalassza a legszebbet a kovetkezs jatéksza-
baly szerint: az N haremholgy egyenként vonult el el6tte, azok valamelyikét kellett kivalasztania. A mar
elvonultak nem hivhatok vissza és azokroél, akik még nem vonultak el, semmit sem tudott. Feltételezziik,
hogy a haremhdlgyeknek jol definialt szépségfokozatuk van: van egy legszebb, egy maéasodik legszebb,
egy harmadik legszebb, és végiil a legkevésbé szép kozottiik. Tovabba azt is feltételezziik, hogy véletlen
sorrendben vonulnak el Szindbad el6tt: mind az N! lehetséges sorrendjiik egyformén valdszini.

Szindbad a kovetkezo stratégiat valasztotta: k holgyet hagyott elvonulni, majd ezutan kivalasztotta azt,
amelyik szebb volt az Osszes el6tte mar elvonultnal (és ha ilyen holgy nem akad, akkor Szindbad ma-
ganyosan tavozik). Mi a valoszintisége annak, hogy ezzel a mddszerrel valoban a legszebb haremholgyet
valasztotta? Hatarozzuk meg azt a k-t, amely mellett a fenti stratégia optimélis N — oo hataresetben.
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5.22.

5.23.

5.24.

5.25.

5.26.

5.27.

5.28.

5.29.

5.30.

5.31.

Az el6z6 feladatban leirt feltételek mellett jeldlje X,, azt, hogy a sorban n-edik holgy hanyadik legszebb
az elsd n holgy koziil. Példaul ha az egymas utani holgyek egyre szebbek, akkor a sorozat 1,1,...,1 lesz,
ha egyre csunyabbak, akkor 1,2, 3, ..., N. Bizonyitsuk be, hogy az X1, Xo, ..., Xy valoszintiségi viltozok
teljesen fliggetlenek.

Binomialis és Poisson-eloszlas, diszkrét egyiittes eloszlasok, feltételes eloszla-
sok, fiiggetlenség

3 golyo6t dobunk egymastol fiiggetleniil és egyenletesen 3 dobozba. Jeldlje X a nemiires dobozok szamét és
Y az els6 dobozban levs golyok szamat. Milyen eloszlast Y? Hatarozza meg X és Y egyiittes eloszlasat
(azaz toltson ki egy 3 x 4-es tablazatot).

Igazoljuk a kovetkezd formulat:

S S OIONORSFMONON

és adjunk valoszintiségszamitasi jelentést neki.

Tegyiik fel, hogy a vilagiir egy bizonyos tartomanyaban kétfajta csillag van, A és B tipusa. Az A tipusia
csillagok szamanak eloszlasa A paraméterd POI(\), mig a B tipusitaké p paraméterd POI(u) Poisson-
eloszlas. Az A, ill. B tipusu csillagok szama egymastol fiiggetlen. Bizonyitsuk be, hogy a vilagir e
tartomanyaban 16v6 csillagok szama POI(A + p) Poisson-eloszlast. Ertelmezziik és fogalmazzuk meg az
allitast absztrakt terminusokban.

Egy fan levs almak szdma POI(A) Poisson-eloszlasu. Az egyes alméak egymastol fiiggetleniil p valoszind-
séggel kukacosak.

(a) Bizonyitsuk be, hogy a kukacos almék szama p = pA paraméterti Poisson-eloszlast.

(b) Jelolje X a kukacos és Y az ép almék szamat. Mutassa meg, hogy X és Y fiiggetlen valoszintiségi
valtozok.

Legyenek X és X, fiiggetlen, POI()\) ill. POI()\y) Poisson-eloszlast valoszintségi valtozok.
(a) Bizonyitsuk be, hogy X + X5 eloszlasa POI(A\; + A2) Posson-eloszlas.

(b) Bizonyitsuk be, hogy X1 + Xo ismeretében X, feltételes eloszldsa binomidlis, azaz

n /\1 k )\2 n—k
P =X+ Xy =n)= <k‘) <>\1+)\2> ()\14—)\2) '

Bizonyitsuk be és értelmezziik a valoszintiségszamitas terminusaiban a kévetkez azonossagokat:

(a) 1o b(l; pyn1)b(k — I;p,n2) = b(k; p, 1 + na),
(b) S0l A)p(k — I X2) = plk; p, A1 + A2).

Moricka, ha turazni megy, minden lépésnél — az el6zményektdl fiiggetleniil — valamekkora (kicsi) valoszi-
niiséggel hasraesik és megiiti a térdét, illetve valamekkora (kicsi) valoszintiséggel hanyatt esik és megiiti
a konyokét. Egy 10 kilométeres turan atlagosan 3-szor szokta megiitni a térdét és 2-szer a konyokét.
Legfeljebb milyen hosszu turara engedheti el az anyukéija, ha azt akarja, hogy % val6szintiséggel térd- és
konyokseériilés nélkiil jarja meg?

Budapest XI. keriiletében naponta bekdvetkez6 koccanésos balesetek szaméanak eloszlasa A = 10 para-
méterd p(n; A) Poisson-eloszlas. Annak valdszintsége, hogy koccanas utan a felek meg tudnak egyezni
a felel¢sség megoszlasaban, ¢ = 0.6. Amennyiben a felek nem tudnak megegyezni, a kertileti kozleke-
désrendészethez fordulnak helyszini szemlét kérve. Tegnap k = 5-szor hivtak a XI. keriileti rendéroket
koccanésos baleset helyszinére. Mennyi a valészintisége annak, hogy 6sszesen m = 10 koccanasos baleset
tortént a keriiletben?

Egy tabla mogyords-mazsolas Boci csokiban atlagosan 30 mazsola van. Egy tabla csoki 15 kockabdl all.
Egy kocka csokiban 1/2 valészintiséggel nincsen mogyorddarab.
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5.32.

5.33.

5.34.

5.35.
5.36.

5.37.

5.38.

5.39.

5.40.

(a) Milyen eloszlasu lesz az egy tabla csokiban levé mogyor6darabok szama?

(b) Letoriink 2 kockat és megesszitk. Mennyi a valoszindsége, hogy az elfogyasztott csokiban levs
mogyoro- és mazsoladarabok egyiittes szama legalabb 27 Adjon minél egyszertibb formulat va-
laszként.

Az orszagban évente 100 ezer végzGs gimnazistanak kell palyat valasztania. Egy gimnazista 0.0001 valo-
szintséggel probalkozik azzal, hogy rhajosnak menjen. Az tirhajos felvéleli vizsga kétfordulds, az elss a
jelentkezd fizikai, a masodik a szellemi ratermettséget méri. Tegyiik fel, hogy ezek fiiggetlen tulajdonsagok.
Az els6 vizsgan egy jelentkezd 20% eséllyel megy at, a méasodikon 50% eséllyel. A kovetkezd kérdésekre
adjon konnyen kiszamolhat6 képleteket véalaszként.

(a) Mekkora a valoszintisége, hogy jovére legfeljebb egy ember megy at az tirhajos felvételi vizsgan?

(b) Idén 10 ember ment 4t a felvételi elss fordulojan. Mekkora a valoszintisége, hogy legalabb kettGt
felvesznek koziilik?

(c) Tavaly n jelentkezst vettek fel tirhajosnak. Mekkora valoszintsége, hogy k ember bukott meg a
felvételin?

Diszkrét varhatoérték-szamolas

Egy érmével dobunk. Ha az eredmény fej, akkor még kétszer dobunk, ha iras, akkor még egyszer. Mennyi
az Osszes fe] eredmények szdmanak varhato értéke?

Egy embernek n kulcsa van, amelyek koziil egyetlen egy nyit egy bizonyos ajtét. Emberiink véletlen-
szertien probalkozik a kulcsokkal mindaddig, amig ra nem taldl a megfelel§ kulcsra. Hatarozzuk meg a
probalkozasok szaméanak varhato értékét, ha

(a) a sikertelen kulcsokat nem zérja ki a tovabbi probalkozasok soran (visszatevéses hizasok),

(b) a sikertelen kulcsokat kizarja a tovabbi probéalkozasok soran (visszatevés nélkiili huzasok).
Két kockéaval dobva, mennyi a dobott szdmok maximumanak ill. minimumanak varhato értéke?

(a) Hatéarozzuk meg az 6t6s lotto talalatok szdméanak varhato értékét egy talalomra kitoltott szelvény
esetén.
(b) Szamitsuk ki az 6t6s lott6 sorsolason kihiuzott legnagyobb, illetve legkisebb szam varhato értékét.
Ketten céllovésben versenyeznek, a két versenyzé p; illetve p, valoszintiséggel ér el talalatot (p; < p2). Az

iigyetlenebb kezd, majd felvaltva l6nek. Aki elGszor talal, az nyer. Mennyi a valoszintisége annak, hogy
az ligyesebb nyer? Mennyi a jaték varhatd idStartama, ha percenként egy 16vést végeznek?

Szamitsuk ki az (1 + X)~! valészintiségi valtozo varhato értékét a kovetkezs esetekben:

(a) ha X ~ BIN(p,n) binomialis eloszlasa;
(b) ha X ~ POI(X) Poisson-eloszlasti.

Adjon példat olyan X diszkrét eloszlasu valoszintiségi valtozora, amelynek
(a) nem létezik a varhato értéke,

(b) létezik a varhato értéke, de nem létezik szorésa,
(c) létezik a E(X*) tn. k-adik momentuma, ha k = 1,2,...,p, de nem létezik, ha k=p+1,p+2,....

Utmutatas: Hasznalja fel a Riemann-féle ¢(s) = Yoo°  n~* fiiggvény értékét definialo végtelen dsszeg
konvergenciatartoményérol tanultakat! A kapott eloszlasok momentumai is kifejezhetSek a (-fiiggvény
segitségével.

Legyen X pozitiv értéki valoszintiségi valtoz6. Bizonyitando, hogy (E(X))™! < E(X1).

Megjegyzés: Ez a Jensen-egyenl6tlenség legegyszertibb sajatos esete.
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5.41.

5.42.

5.43.

5.44.

5.45.

5.46.

5.47.

5.48.

5.49.

E(X) =35, P(X >

Legyen X nemnegativ egész értéki valoszintiségi valtozo, és tegyiik fel, hogy E(X) < oco. Bizonyitsuk be,
hogy

E(X) = iP(X > 4).

(a) Legyenek X és Y fiiggetlen nemnegativ egész értékd valoszintiségi valtozok, melyekre E(X) < oo és
E(Y) < co. Bizonyitsuk be, hogy

E(min{X,Y}) = ip(x > DP(Y > 9).

i=1

(b) Altalanositsuk az el6bbi Gsszefiiggést tetszdleges k darab fiiggetlen nemnegativ egész értékt X, Xo, ...

valoszintiségi valtozora, melyekrdl feltessziik, hogy véges a varhato értékiik:

(c) Az (a) kérdés feltételei mellett bizonyitsuk be, hogy

E(max{X,Y}) = 3 [1-P(X <i)P(Y <i)].
=0

X nemnegativ egész értékii valoszintiségi valtozo, mely egy ketyere miikodési idejét fejezi ki napokban
mérve. Mennyi a ketyere varhato élettartama, ha

(a) P(X = 1) = (n)) 7,

(b) P(X > n) = (n) 17

Legyen X nemnegativ egész értéki valoszintiségi valtozo, melynek véges a masodik momentuma, azaz
E(X?) < co. Fejezziik ki az S := ) p- | kP(X > k) mennyiséget E(X) és Var(X) segitségével.

Geometriai eloszlas

Legyenek X ~ GEO(p;) és Y ~ GEO(p2) fliggetlen geometriai eloszlasi valoszintiségi valtozok. Milyen
eloszlasi X és Y minimuma?

Lassa be, hogy az N-értékii valoszintiségi valtozok koziil csak a geometriai eloszlas rendelkezik az 6rokifju
tulajdonsaggal.

Ermeével dobunk addig, amig elgszor fordul els, hogy két egymas utani dobés eredménye azonos. Mennyi
a sziikséges dobasok szaméanak varhato értéke?

Legyenek X, Y és Z fiiggetlen, azonos g(k;p) = ¢Fp, k = 0,1,2,... geometriai eloszlast valészintiségi
valtozok.

(a) Szamitsuk ki a kovetkezs valoszintségeket:
P(X=Y), P(X>2Y), PX+Y<2Z).
(b) Legyen U := min{X,Y} és V := X — Y. Bizonyitsuk be, hogy U és V fiiggetlenek.

Moéricka matematikushallgaté a BME-n, Valészintiségszamitas 1.-b&l probal &tmenni. Ha nem sikertil neki
az egyik félévben, akkor a kovetkezs félévben tjra probalkozik. Az egymast kovets félévek probalkozéasa-
inak kimenetele fliggetlen, és minden félévben % valoszintiséggel bukik meg. Ha az alairast megszerezte,
még ugyanabban a félévben probalkozik az elméleti vizsgaval. Ha ez nem sikeriil, akkor a kovetkezd félév-
ben tjra probalkozik az elméleti vizsgaval, egészen addig, amig 4t nem megy ezen is. Az egyes félévekben
elméletbsl % valoszintséggel megy 4t. Hatarozza meg Moricka Valoszintiségszamitas I.-gyel toltott félévei

szamanak az eloszlasat.

17

Xy



5.50.

5.51.

5.52.
5.53.

5.54.
5.55.

5.56.

6.1.

Legyenek X és Y fiiggetlen, azonos g(k;p) = ¢*p, k =0,1,2,... geometriai eloszlast valészintiségi valto-
z0k. Lassuk be szdmolds nélkil, hogy X + Y ismeretében X feltételes eloszldsa egyenletes, azaz:

1

P(X =KX +Y =n)= ——.

k=0,1,...,n.

Anna és Bori a kovetkezot jatsszak: egy szabalyos érmét dobalnak felvaltva. Anna kezd. Az nyer, aki a
masodik fejet dobja, tehat pl. Anna: Fej, Bori: Fej esetén Bori nyert.
(a) Vérhatoan hany érmedobas utan fejezddik be a jaték?

(b) Mekkora a valoszintiséggel nyer Anna?
Megjegyzés: Mindkét kérdés megvalaszolhatd viszonylag kevés szamolassal.
n darab fliggetlen, GEO(p) eloszlasu valoszintségi valtozo osszege mekkora valoszintséggel paratlan?

Az arokugro versenyfutas szabélyai a kovetkezGek: A futopalya egyenes, és van rajta végtelen sok egyforma
arok. Két egyforma képességii versenyz& méri Ossze az erejét arokfutasbol, akik fej fej mellett futnak.
Egy versenyz6 egymas utan at probalja ugrani az arkokat, végiil egyszer tul kicsit ugrik és beleesik
valamelyikbe. Tegyiik fel, hogy egy versenyzé sohasem farad el, és az arkokat egymastol fiiggetleniil,
egyenként 2% valoszintiséggel tudja atugorni, ahol L az arok hossza. Ha az egyikiik beleesett egy arokba,
akkor véget ért a verseny.

(a) Mutassa meg, hogy a dontetlen valészintsége pontosan akkor kisebb e-nél, ha
1+4+¢
L <1
< log, (1 — 5>

(b) Ha dontetlen, akkor visszakiildjiik Sket a startvonalhoz és ujra kezdddik a verseny. Ezt ismételjiik
egészen addig, amig gy6ztest nem hirdethetiink. Mekkora legyen L, ha a versenyzk ugrasainak
szamanak varhato értékét akarjuk minimalizalni?

teljesiil.

Szoras- és kovarianciaszamolas

Hatarozza meg a diszkrét egyenletes, a geometriai és a Poisson-eloszlasok szorasnégyzetét.
Legyen X1, ..., X, egyiittesen multinomialis eloszlasu p1, ..., p, paraméterekkel (ahol >\, p; = 1), azaz
- ol -
P(Xi=ky,....X, =k,) =1 <Zk = n> : ﬁHpk
i=1 1=1" =
Hatarozza meg X1, ..., X, kovarianciamatrixat!
Hamis érmével dobunk, melynél a fej valoszintisége p, az irdsé pedig ¢ = 1 — p. Jeldljiik X-szel és Y-nal

az elsg, ill. a masodik tiszta (fej vagy irds) sorozat hosszat. (Pl. ha dobassorozatunk FFFIIF ..., akkor
X =3, Y = 2; ha pedig dobéassorozatunk IFFT ..., akkor X =1, Y = 2.) Hatarozzuk meg a kovetkezs
mennyiségeket: E(X), E(Y), E(X?), E(Y?), Var(X) = D?(X), Var(Y) = D?(Y), Cov(XY).

Folytonos eloszlasfiiggvények, stirtiségfiiggvények

Eloszlasfiiggvények

Eloszlasfliggvények-e a kovetkezd fiiggvények?

1
(a) F(x):= 3 + — arctg x;

4 27
0 ha —oco<z<0,
(b) F(z):=« [z]/2 ha 0<ax<2,

1  ha 2 < x < oo
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0 ha —oco <2 <0,
(¢) Fz):= {x/(l—l—m) ha 0<z<oo;

(d) F(z) = exp(—e);

0 ha —oco <2 <0,
(e) F(z):= {1 — (1 —exp{—z})/x ha 0<z < .

. Milyen « és c értékekre lesz eloszlasfiiggvény a kovetkezs fliggvény:

F(z) = exp(—ce™ **)?

. Bizonyitsuk be, hogy ha F(x) eloszlasfliggvény, akkor barmely rogzitett h > 0-ra az alabb értelmezett
G1(x) és Ga(x) is eloszlastiiggvény.

x+h x+h
G- [ Fww G- o [ Py

Adjunk valoszintiségszamitasi értelmet a fenti formulédknak.
. Legyen F(z) folytonos eloszlasfiiggvény és F(0) = 0. Mutassuk meg, hogy

0 ha —o<x <1,
F(z)—F(z7') ha l<a<oo

is eloszlasfiiggvény. Adjunk valoszintiségszamitési értelmet a fenti formulanak.

. Lassa be, hogy ha egy folytonos eloszlasfiiggvényd nemnegativ valoszintiségi valtozo rendelkezik az o6rokifja
tulajdonsaggal, akkor csak exponencialis eloszlasu lehet.

Strtiségfiiggvények
. Mondjuk meg, hogy az alabbi fiiggvények koziil melyek valésziniiségi stirtiségfliggvények és melyek nem:
1 /3 ha 0 <z <1,

egyébként;

(sinz /2 ha0 <z <1,
egyébként;

x_2 hal <z,
0 egyébként;

x/l—i—x ) ha 0 <u,

{ egyébként;
1
(© f() = 1
1
f e~ @l
(f) f(r) = 5e
4z3e=*" ha 0 <z,
egyébként;
_ —1oga: ha 0 <z <1,
o egyébként;
[ 2e7%( 1—6’3”) ha 0 < z,
o egyébként;
””/x—l— 1 —e ) /2% ha 0 < =z,
W) f(z) = { egyébként;
k =
(k) fz) 7TCObh$
— A" n—1_—Alz|
1) f(z):= 2(n_1>!|z| e neN, A>0.
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6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

6.11.

6.12.

6.13.

6.14.

6.15.

6.16.

Legyen az X valoszintiségi valtozo strtiségfiiggvénye

1 2 2
- —(z—m)?/2 | ,—(z+m) /2)
T) = e +e .
f@)= 5=
(Ez azt jelenti, hogy X = Y + Z, ahol Y és Z fiiggetlen valosziniségi valtozok, P(Y = +m) = 1/2
és Z standard normaélis eloszlast.) Vizsgaljuk meg, hogy m mely értékeire lesz a fenti stirtiségfliggvény
unimodalis (azaz egy maximumponti).

Pistike randevut beszélt meg Juliskdval este 6-ra. Pistike két tuton is eljuthat a megbeszélt randevi
helyszinére, a két ut kozott érmedobéssal dont. Az utakon vald végigjutés ideje két valoszintiségi valtozot
hataroz meg: A-t és B-t.

o Az A stirtiségfiiggvénye (percekben szamolva):

0 ha z < 5 vagy « > 20,
f(@)=4 Z(x—5) hab<z<10,
7—5(20—;10) ha 10 < z < 20.

o A B siirtiségfliggvénye pedig:
(@) = 0 ha z <5,
g\ = 5 exp (—%432) haz > 5.

Pistike 6-kor indul utnak, mert elfelejtette nézni az 6rat. Mi a valdszintisége, hogy talalkoznak, ha Juliska
nem egy tiirelmes természet, és maximum tiz percet hajland6 varni?

Szimmetrikus eloszlasfiiggvények

Egy X valoszintiségi valtozot szimmetrikus eloszlastinak neveziink, ha van olyan p € R, hogy X — p és
u — X valoszintiségi valtozok eloszlasa megegyezik. Jelellje F' az X eloszlasfiiggvényét.

(a) Mennyi F(u)? (Vigyazat, beugratos kérdeés!)
(b) Mennyi f’”{f F(x)dz?

-
Jelolje X eloszlasfliggvényét F, és tegyiik fel, hogy F' szigortian monoton névé és folytonos. Legyen —X
eloszlasfliggvénye G. Bizonyitsa be, hogy X akkor és csak akkor szimmetrikus eloszlasi, ha az

r—x— G (F(x))

fliggvény konstans.

Mely ¢ > 0 esetén lesz F(z) = Pf—:c egy szimmetrikus eloszlasi valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye?

Geometriai problémak

Egy [ hosszisagn ropit taldlomra vélasztott pontban kettétoriink. Mi az igy keletkezett darabok koziil a
rovidebb eloszlasfiiggvénye?

Valasszunk két pontot fiiggetleniil és egyenletesen az egységkor keriiletén. Hatarozzuk meg a tavolsaguk
eloszlasfliggvényét.

Valasszunk az egységnégyzetben egy pontot véletlenszertien (egyenletes eloszlassal). Jeldlje € e pontnak a
tavolsagat a négyzet legkozelebbi oldalatol. Hatarozzuk meg a £ valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét.

Az x tengely [0,1] intervallumaban véletlenszertien kivalasztunk egy pontot. Jeldlje € e pont tavolsagat
a sfk (0,1) koordinataju pontjatol. Hatarozzuk meg a & valoszintiségi valtozo eloszlasanak strtségfiige-
vényét.

Egy téglalap oldalainak hossza legyen 1 ill a. A két szemkozti 1 hosszi oldalon egymastol fiiggetleniil és
egyenletes eloszlassal kijeloliink egy-egy véletlen pontot. Jelolje X e pontok tavolsdgat. Meghatarozando
X stirtiségfiiggvénye.
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6.17.

6.18.

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

Valasszunk az egységnégyzetben véletlenszertien (egyenletes eloszlassal) egy pontot. Jeldlje £ e pontnak
a négyzet legkdzelebbi csticsatol valo tavolsdgat. Hatarozzuk meg a £ valoszintiségi valtozo eloszlasanak
strtségfliggvényét.
(a) A [0,1] intervallumban jeloljiink ki taldlomra (azaz egymastol fiiggetleniil és egyenletes eloszlassal)
harom pontot. Hatarozzuk meg a kozéps6 pont abszcisszédjanak eloszlasfiiggvényét.

(b) A [0,1] intervallumban jel6ljiink ki taldlomra (azaz egyméastol fliggetleniil és egyenletes eloszlassal)
n pontot. Hatarozzuk meg a k-adik pont abszcisszajanak eloszlasfiiggvényét és siirtiségfiiggvényét.

Valészintiségi valtozok fiiggvényei, egydimenzids eloszlastranszfor-
maciok
X ~ POI()\) Poisson-eloszlast valoszintiségi valtozo. Irjuk fel az Y := 2X + 1 valoszintiségi véltozo

eloszlasat, és szamitsuk ki az E(Y) varhato értéket és a D?(Y) szorasnégyzetet.

Legyen X a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozo. Hatarozzuk meg az Y := X !
ésa Z:= X(1+ X)~! valoszintiségi valtozok eloszlasfiiggvényét és stirtiségfiigvényét.

Legyen X standard normaélis eloszlast valoszintiségi valtozo. (Azaz X normalis eloszlasi, amelynek var-
hato értéke 0, szorasnégyzete 1.) Hatarozzuk meg az Y := 2+|X| valoszintségi valtozo eloszlasfiiggvényét
és sirtségfiiggvényét.

Legyen X ~ N(m,o) normalis eloszlasti valoszintiségi valtozo (E(X) = m, D?(X) = o?).

(a) Hatarozzuk meg az Y := a - X + b strliségfliggvényét, varhato értékét, szorasat.

(b) Hatarozzuk meg az Z := X? valoszintiségi véltozo eloszlasanak stirtiségfiiggvényét m = 0 esetén.

(c) Hatarozzuk meg a U := eX lognormalis eloszlast valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét és stirt-
ségfliggvényét.

Legyen X folytonos eloszlasu valoszintségi valtozo, melynek eloszlasfiggvénye F(x).

(a) Hatarozzuk meg az Y := F(X) és a Z := —log(F (X)) valoszintiségi valtozok eloszlasfiiggvényét.

(b) Bizonyitsuk be, hogy ha G : R — [0, 1] eloszlasfiiggvény és G~ : [0,1] — R-et a kovetkezdképpen
értelmezziik: G71(u) := sup{z € R : G(x) < u}, akkor az Y := G~}(F (X)) valoszintiségi véltozo
eloszlasfliggvénye pontosan G.

Legyen U a [0, 1]-en egyenletes eloszlastu valoszintiségi valtoz6. Adjunk példat olyan ¥ transzformaciora,
hogy ¥(U) = V eloszlasa A paraméterii exponencialis, valamint

(a) ¥ monoton csokkend.
(b) Minden 0 < v-ra a ¥~!({v}) halmaz két elembsl 4ll.

Legyen X egy valoszintiségi véaltozo, amelyre P(X = 0) = 0 és Y := X 1. Mi a feltétele annak, hogy X
és Y azonos eloszlasuak legyenek?

Legyen X ~ LN(m, o) lognormalis eloszlast valoszintiségi valtozo, melynek stirtiségfiiggvénye

(logrf—m)"’}'

202

1
f(z) = ﬂ(o,oo)(fﬂ)m €xXp {

Bizonyitsuk be (lehet8leg szamolas nélkiil), hogy ha C' > 0 és a # 0 rogzitett konstansok, akkor a
Y := CX® valoszintiségi valtozo6 szintén lognormaélis eloszlast, melynek paraméterei m’ = am + log C és
o' = |alo.

A kovetkezd feladatokban adott a £ valoszintségi valtozo eloszlasfiiggvénye ill. stirtiségfiiggvénye. Meg
kell hatarozni az & fiiggvényeként értelmezett X, Y, Z, ... valoszintiségi valtozok strtiségfiiggvényét.

(a) £ egyenletes eloszlast a [—1,1] intervallumban; X := &2,V := £, Z := tan(3¢), U := sin(n€).
(b) ¢ exponencialis eloszlasti A paraméterrel; X := 3£ +2, Y 1= £2, Z := /€.

(c) ¢ standard normélis eloszlast; X = €2, Y 1= £2.
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7.10.

7.11.

7.12.

7.13.

7.14.

7.15.

7.16.

7.17.

8.1.
8.2.

(d) ¢ egyenletes eloszlasi a [—2, 1] intervallumban; X := £2, Z := ctg(27¢), U := cos(rf).

(e) ¢ exponencidlis eloszlast A paraméterrel; X := —3¢ +2, Y = ef.

(f) ¢ stirtiségfiiggvénye 2z a [0, 1] intervallumon, egyébként 0, Y := £=2.
Tekintsiik az (x,y)-sikon a (0,r) kdzéppontt r sugara kort. Sorsoljunk egyenletes eloszlassal egy pontot

a kor keriiletén. Vetitsiik ezt a véletlen pontot a (0,2r) pontbol az vizszintes koordinatatengelyre. Mi a
vetiilet strtségfiiggvénye?

Bizonyitsuk be, hogy ha ¢ Cauchy-eloszlast valoszintiségi valtozo, melynek strtségfiiggvénye f(z) =
Lol s X :=1/6, Y :=2¢6/(1 — €2), Z := (3¢ — €3)/(1 — 3¢2), akkor X, Y és Z szintén Cauchy-

T 1422
eloszlasu.

Utmutatés: Hasznaljuk a kovetkez trigonometriai azonossagokat: ha & = tg(a), akkor 1/¢ = tg(Z — a),

26/(1 - €%) = tg(2a) & (3¢ — €%)/(1 - 36?) = tg(3a).

Legyen X siirtiségfliggvénye ﬁu—% a [0,1] intervallumon és 0 egyébként. Mi lesz % tortrészének strd-
ségfiiggvénye?

(a) Legyen X standard Cauchy-eloszlast valoszintiségi valtozo. Bizonyitsuk be, hogy ekkor X és 1/X
azonos eloszlastuak.

(b) Mutassuk meg, hogy a fenti tulajdonsag az

1/4 ha |¢] < 1
fY(y):{ 1/(422) halt]| > 1

stirtiségfiiggvényd YV valoszintiségi valtozora is igaz, vagyis 1/Y eloszlasa megegyezik Y eloszlaséaval.

Legyen X normaélis eloszlasu valészintiségi valtozo, aminek a stirtiségfiiggvénye

flz) = % exp (~(x +1)?),

valamint U(x) = ax + b egy affin linearis transzformécio, aminek az egyiitthatoit nem ismerjiik, de azt
tudjuk, hogy az Y = ¥(X) transzformalt valoszintségi valtozo strtségfiiggvénye

9(y) = % exp (—4y” +4y —1).

Egyértelmien megmondhato-e ebbdl a és b értéke? Karakterizalja a lehetséges (a,b) parok halmazat.
Egy [ hosszu ropit talalomra (egyenletes eloszlassal valasztott pontban) kettétoriink.

(a) Jeloljik X-szel az igy kapott két rész hosszainak négyzetosszegét. Hatérozzuk meg az X valoszintségi
valtozo eloszlasanak strtségfiiggvényét.

(b) Jeldljik Y-nal a két részbol képezett téglalap tertiletét. Hatérozzuk meg az Y valdszintségi valtozo
eloszlasanak stirtiségfiiggvényét.

Egy egységnyi hosszisagu ropit véletlenszertien (egyenletes eloszlas szerint) kettétoriink, jelolje X a két
rész hosszainak kobosszegét. Hatarozzuk meg az X valoszintiségi valtozo stirtiségfiiggvényét.
Legyen X egyenletes eloszlast a [—3,4] intervallumon, és legyen ¥ (z) = |z — 1| + |z + 1|. Hatarozza

meg az Y = U(X) valoszintiségi valtozo G(y) eloszlasfiiggvényét. Abszolut folytonos eloszlasi-e Y7 Adja
meg a G eloszlasfiiggvény Lebesgue-féle felbontasat diszkrét, abszolit folytonos és folytonos de szinguléris
eloszlasfiiggvények Osszegére.

Varhato érték, szoras, kovariancia
Szamolja ki az exponencialis eloszlas szorasat.

Legyenek X és Y fliggetlen azonos eloszlasi nemnegativ valoszintségi valtozok. E( XL_H,) =?
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8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

8.7.
8.8.

8.9.

8.10.

8.11.

8.12.

8.13.

8.14.

8.15.

Legyenek X és Y olyan valoszintségi valtozok, amelyek csak két értéket vehetnek fel. (Ran(X) =
{z1,22},Ran(Y) = {y1,y2}.) Bizonyitsuk be, hogy ha E(XY) = E(X)E(Y) (azaz X és Y korrela-
latlanok), akkor X és Y fiiggetlenek is. (A korreldlatlansag altaldban nem implikilja a fliggetlenséget!)

Dobokockaval dobunk. Jeldlje X azt a szamot, ahanyadik dobéasra el6szor jon ki a hatos, Y pedig azt,
ahanyadikra masodszor. Hatarozzuk meg az E(X), E(Y), D?(X), D?(Y) é¢s Cov(X,Y) mennyiségeket.

Egy urnaban N goly6 van, 1-t6l N-ig szamozva. Visszatevéssel htizunk golydkat az urndbol mindaddig,
amig mindegyik golyot legalabb egyszer ki nem htizzuk. Jelolje X a sziikséges hiizasok szamat. Hatarozzuk
meg E(X)-et és D?(X)-et.

(a) Hatszor dobunk egy kockaval. Hatarozzuk meg a kiilonbézd eredmények szamanak varhato értékét
és szorasnégyzetét.

(b) Addig dobunk egy kockaval. amig négy kilénbozé eredményt nem latunk. Hatarozzuk meg a sziik-
séges dobasok szamanak varhato értékét és szorasnégyzetét.

(¢) Addig dobunk egy kockaval. amig két egymas utani dobasnak ugyanaz az eredménye. Hatarozzuk
meg a sziikséges dobéasok szamanak varhato értékét és szorasnégyzetét.

Legyen az (X,Y) pont egyenletes eloszlasu az (1,1) kézépponti, 1 sugara kéron. Mennyi Cov(X,Y)?

32 lapos magyarkartya-paklit gy keverek, hogy a legfels§ lapot egyenletes eloszléssal valasztott helyre
dugom a tobbi lap kozé (akar alulra is), majd ezt ismételgetem. Varhatéan hany lépés mulva keriil az
eredetileg legalso lap legfeliilre?

Adjon példat olyan X abszolut folytonos eloszlast valoszintiségi valtozora, amelynek

(a) nem létezik a varhato értéke,

(b) létezik a varhato értéke, de nem létezik szorasa,

(c) létezik a E(X*) tn. k-adik momentuma, ha k = 1,2,..., K, de nem létezik, hak = K +1, K +2,....
AJ= fol g(z) dz integral kiszamitasahoz (ahol 0 < g(z) < 1) a kovetkezd un. Monte Carlo-modszert
hasznalhatjuk: legyen X ésY két fliggetlen egyenletes eloszlasa valoszintiségi valtozo a [0, 1] intervallumon.
Legyen U = 1(Y < g(X)), vagyis U értéke 1, ha Y < g(X), egyébként 0, tovabba V = ¢g(X), és W =
1(9(X) + g(1 — X)). Mutassuk meg, hogy E(U) = E(V) = E(W) = J, illetve D(W) < D(V) < D(U),
vagyis J-nek W a harom koziil a leghatasosabb becslése.

Utmutatés: Hasznaljuk a Schwarz-egyenl6tlenséget.

(a) Legyen X > 0 abszolut folytonos eloszlasu valoszintiségi valtozo. Mutassuk meg, hogy
o0
E(X) :/ P(X >z)dz
0
(b) Szamoljuk ki két fiiggetlen A = % paramétert exponencialis eloszlasu valoszintiségi valtozé maximu-
méanak varhato értékét a fenti képlet segitségével.

Konstrudlhaté-e olyan folytonos g : [0,1] — [0, 00) fiiggvény, amelyre fol g(x)dz =1, fol z - g(x)dr = a,
fol 2?2 g(r)dz = a??
Rogzitsiik az A és B pontokat a sikon, valamint valasszuk a P pontot egyenletes eloszlassal az S halmazbol,

melynek silypontja G, és teljes egészében az A és B altal meghatarozott egyenes egyik oldalan helyezkedik
el. Lassuk be, hogy ekkor E|ABP| = |ABG].

Egzisztenciabizonyitasok
Legyen (2, F,P) valoszintiségi mez6 és X € L1(2,P) (azaz legyen E(|X|) < o0). Lassa be, hogy

P(E(X) < X) > 0.

Bizonyitsa be, hogy tetsz6leges véges graf ponthalmazat fel lehet tgy bontani két diszjunkt részhalmazra,
hogy a graf éleinek legalabb fele ekozott a két ponthalmaz kézott menjen.
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8.16.

8.17.

8.18.

8.19.

8.20.

8.21.

8.22.

8.23.

8.24.

8.25.

8.26.

8.27.

8.28.

Legyenek vi,. .., Vv, egység hosszi vektorok RF-bol. Mutassuk meg, hogy van olyan e1,...,¢, eljelezés
(azaz ; = 1 vagy ¢; = —1 ), hogy

n
i=1

Egy egységkor alaka ketrecben van egy 37 + ¢ hosszusagu kigyd. Bizonyitsuk be, hogy ra lehet 16ni tgy
egy puskéval a ketrecen kiviilrél a kigyora, hogy legalabb négyszer iisse at a golyo.

Indikatorok oOsszege

Egy tarsasdgban 60 ember van. Hatérozzuk meg azon napok szamanak varhato értéket, amelyeken a
tarsasag 0,1, 2, 3, ill. 4 tagjanak van sziiletésnapja.

Egy | = 3.5 cm hossza tiit dobunk véletlenszertien egy 1 cm vonaltavolsagi négyzethélora. Hataroz-
zuk meg a ledobott td altal dtmetszett halovonalak szaméanak varhato értékét. (Hasznaljuk fel Buffon
tiproblémajanak megoldasat.)

Véletlenszerien elhelyeziink egy huszart egy iires sakktablara. Mennyi a lehetséges lépései szamanak a
varhato értéke?

Egy hibatlan kockéval dobunk tizszer. Jelolje X azt a szdmot, ahdnyszor paros dobast paratlan kovet.
Mennyi X varhato értéke és szorasa?

Lassa be a kovetkezd azonossagot oly modon, hogy valoszintiségszamitasi jelentést ad neki:

k=0

Legyen (9, F,P) valoszintiségi mez6 és A; € F i =1,...,n tetsz6leges események. Legyen 1(w € A;) az
i-edik esemény indikatora, vagyis 1 ha w € A; és 0 egyébként. Roviden indokolja az alabbi azonossédgokat:
(a) 1—1(we A) =1(we A),
(b) T Lw € A)) = Lw € NI, Ay),
(c) E(L(w € 4;)) =P(A)).

Ezek felhasznalaséval szamitsa ki kétféleképpen a

E <f[ 1-l(we Ai))>

i=1
varhato értéket, és vezesse le ebbdl a szitaformulat.

n-szer dobunk egy kockaval. Jelolje X ill. Y a dobott egyesek, illetve hatosok szamat. Szamoljuk ki
Cov(X,Y)-t.

Egy hibatlan érmével dobunk tizszer. Jelolje X ill. Y a dobott fejek illetve irdsok szamét. Szamoljuk ki
a Z := XY valoszintiségi valtozo varhato értékét és szorasat.

Tizenkét ember beszall egy liftbe a foldszinten. Egyméastol fiiggetleniil valasztanak célallomast az épiilet
tiz emelete koziil egyenletes eloszlassal. Hatarozzuk meg a lift megallasai szamanak varhato értékét és
szOrasnégyzetét.

Az asztrologusok kerekasztala hiisz emberbdl all. A csillagok torvényeit vizsgélva azt allapitjak meg,
hogy egy oroszlannak szerencsét hoz, ha a jobbjan egy mérleg iil. Hatérozza meg a szerencsés oroszlanok
szaméanak varhato értékét és szorasnégyzetét.

A Lettorszagi Lotto szabalyai: akarcsak nalunk, a lottéurna kilencven golyot tartalmaz, de a szelvényen
tiz szamot lehet megjeldlni, és harminc nyerészamot hiiznak. Bizonyitsa be, hogy egy szelvény tetszéleges

kitoltése esetén a talalatok szaménak varhatoértéke 10 - % és szorasnégyzete

20 30-29

—10.
9 + 89
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8.29.

8.30.

8.31.

8.32.

8.33.

8.34.

8.35.

8.36.

8.37.

8.38.

8.39.

50 egyforma felkésziiltségl didk mindegyike 5 vizsgaval probalkozik a vizsgaidgszakban. Mindegyik (go-
nosz) vizsgaztato eleve elhatérozta, hogy pontosan 5-5 didkot megbuktat, dldozataikat véletlenszertien és
egymastol fiiggetleniil valasztva ki. (Egy peches didk, persze tobb vizsgan is elhasalhat.) Mennyi a vizsga-
id6szak soran sikeres (azaz egyik vizsgajan sem buko) didkok szaménak varhato értéke és szorasnégyzete?

Ot ember szall egy tizemeletes haz liftjébe. Egymastol fiiggetleniil és egyenletesen valasztanak célallomast
a tiz koziil. Jeldlje X azon emeletek szaméat, ahol megall a lift, és Y az 6t6dik emeleten kiszallo emberek
szaméat. Szamitsa ki X és Y kovariancidjat.

Egymas utan tizszer dobunk egy egy hamis érmével, ami p valoszintiséggel fej és 1 — p valoszintiséggel
irds. Legyen X az egymas utani egyforma kimenetelekbdl allo sorozatok szama, vagyis pl. csupa fej esetén
X =1, a FFIIIFIFF sorozatnal pedig X = 5. Hatarozzuk meg X varhat6 értékét és szorasat!

Egy bortéonben 100 rabot 6riznek kiilon celldkban. A borténdr hatalmas kulcscsomojan 1évs 100 kules
mindegyike egy-egy cella ajtajat nyitja. Minden celldhoz van kulcsa, és minden kulcs pontosan egy ajtot
nyit, de a kulcsokat kinézet alapjan nem lehet megkiilonboztetni. J6 magaviseletért a bortondér koérbejar,
és véletlenszertien kiosztja a kulcsokat a rabok kozott. Ha egy rab ki tudja nyitni a kulcsaval a cellaajtot,
akkor szabadul.

(a) Mi a valosziniisége, hogy az els6 rab kiszabadul? (1 pont)

(b) Mennyi az igy kiszabadulo rabok varhaté szama? (1 pont)

(¢) Mennyi a kiszabadul6 rabok szaménak szorasnégyzete? (2 pont)
Véletlenszertien elhelyeziink 8 bastyat egy sakktablara. (Egy mezdre legfeljebb egy bastya keriilhet.)
Jelolje X azon bastydk szaméat, amiket méasik bastya nem tud leiitni, Y pedig az iires oszlopok szamét.

Szamoljuk ki E(X), E(Y),D?(X),D?(Y), Cov(X,Y) értékét! (Egy bastya azokat a babukat tudja leiitni,
amelyek vele egy sorban vagy oszlopban vannak.)

Legyen az i-edik haremholgy szépsége X;, ahol X1, Xo,..., X, fiiggetlenek és egyenletes eloszlasuak a
[0, 1] intervallumon. Jeldlje Y azon holgyek szamét, akik szebbek a kozvetlentil el6ttiik elvonuld holgynél.
Hatarozzuk meg Y varhato értékét és szorasnégyzetét.

Valo6szintiségi valtozok fiiggvényeinek varhato értéke

Szamoljuk ki az E(—1,1), N(m, o), EXP()) eloszlasok momentumait. (Adjunk zart formulat k& € N-re.)
Kommentaljuk a momentumok aszimptotikus viselkedését, mikor k — oo.

Valasszunk két pontot fliggetleniil és egyenletesen az egységkor keriiletén. Hatarozzuk meg a tavolsaguk
varhato értékét és szorasat.
Meghatéarozandé az X és Y véletlen vektorok altal definilt parallelogramma teriiletének varhato értéke
a kovetkezd két esetben:
(a) X = 0_1'47 Y = O_B, ahol A és B a sik egységkorének keriiletén egymaéstol fiiggetleniil és egyenletes
eloszléassal kijelolt véletlen pontok.
(b) X = O_A, Y = O_B, ahol A és B a tér egységgdombjének felszinén egymastol fiiggetleniil és egyenletes
eloszlassal kijelolt véletlen pontok.

1
1+z2°

E(]X|) = oo, de barmely ¢ > 0-ra E(|X|'7°) < oco. Szamoljuk ki a lim._ {5E(|X|1’5)} hatéarérté-

ket (pl. a renddrelv segitségével).

Legyen X standard Cauchy-eloszlast, melynek striségfiiggvénye f(z) = % Nyilvanval6, hogy

Egy N-értékd X valoszintiségi valtozo generdtorfiigguénye
gx : [-1,1] = R, gx(2):=E(z¥) = szP(X =k).
k=0

(A generatrofiiggvény analitikusan kiterjesztheté a komplex sik {z € C : |z| < 1} nyilt egységkoreére.)
Szamoljuk ki a binomialis, Poisson- és geometriai eloszlasok generatorfiiggvényét.
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8.40. Egy N-értékii X valoszintségi valtozo k-adik faktoridlis momentuma E (X (X — 1)(X —2)... (X —k+1)).
Sok esetben a faktorialis momentumokat kénnyebb kiszdmolni, mint a momentumokat, de nyilvanvalo,
hogy minden k£ € N-re a k-adik momentum kifejezhet6 az els§ k faktoridlis momentum segitségével.
Szamoljuk ki a binomiélis, Poisson- és geometriai eloszlasok faktoridlis momentumait. (Adjunk zart
kifejezést tetszdleges k € N-re.)

8.41. Egy tetszleges X valoszintiségi valtozod karakterisztikus fiigguénye px : R — C, ox(t) := E(e!X) =
ffooo e dFx (x). (Az integral abszoltt konvergens — ergo: a karakterisztikus fiiggvény jol értelmezett —

barmely valoszintiségi valtozora.) Szamoljuk ki a BIN(p,n), POI(A), GEO(p), E(a,b), N(m, o), EXP(}),
CAU(m, b) eloszlasok karakterisztikus fliggvényét.

8.42. Legyen X Poisson-eloszlast valoszintiségi valtozo, melynek varhato értéke E(X,) = A. Szamoljuk ki az
Yy = VX valoszintiségi valtozo szorasanak hatarértékét, amint A — oco. Segitség: A Poisson eloszlas
korlatlanul oszthato.

Feltételes varhato érték

8.43. Szamitsa ki a geometriai eloszlas varhato értékét az orokifja tulajdonsag segitségével.

8.44. Legyen X ~ BIN(n, p) binomiilis eloszlast. Adjon szemléletes jelentést a kovetkezs képletnek:

1 1— n+1
()
X+1) (m+1p
8.45. Egy véletlen pontot a a kdvetkezGképpen valasztunk ki a sikon. Feldobunk egy érmét. Ha az eredmény fej,
egyenletes eloszlassal valasztunk egy pontot a [0, 1] x [0, 1] négyzetbdl. Ha az érmedobas eredménye iras,

egyenletes eloszlassal valasztunk pontot a [—1,0] x [—1, 0] négyzetbsl. A kivalaszott pont Descartes-féle
koordinatait jeldljiik (X,Y)-nal. Hatdrozzuk meg E(X)-et, E(Y)-t, D?(X)-et, D?(Y)-t és Cov(X,Y)-t.

8.46. Aladar, Béla, Cili és Domotor kockdznak: mindannyian egyszer dobnak két kockaval, és az a személy,
aki a legnagyobb Gsszeget dobja, nyer 120 petédkot. Ha tobben dobjak ugyanazt a legnagyobb 0Osszeget,
egyenlen osztoznak a 120 petakon. Ha Aladar dobott szamainak Osszege 9, mennyi a nyereményének
(feltételes) varhato értéke? (Van szép megoldas!)

8.47. Egy urndban a darab fehér és b darab piros golyd van. Visszatevés nélkiil addig huzunk, amig fehér golyot
nem taldlunk. Mennyi az addig kihtuzott piros golyok szaméanak varhato értéke és szorésnégyzete?

8.48. Legyenek X1, Xs,..., X, fiiggetlen és azonos eloszlasu diszkrét valdszintiségi valtozok, legyen m < n
esetén S, = Y i~ X;. Lassa be, hogy

m-k

B(SinlS = k) = =~

Bernstein-polinom

8.49. Egy f : [0,1] — R folytonos fiiggvény n-edrendii Bernstein-polinomjanak nevezziik azt a g : [0,1] — R
fiiggvényt, aminek a helyettesitési értéke a p € [0, 1] helyen

9(p) = (f (ﬂ”))

ahol X,, , ~ BIN(n,p). Hatarozza meg a kovetkezd fliggvények 100-adrendid Bernstein-polinomjat, és
supy<p<1 |f(p) — 9(p)| értéket:

(a) f(p)=2p+1
(b) f(p) =p?

8.50. Hatérozza meg az f(p) = e” fliggvény n-edrendt Bernstein-polinomjat és adjon becslést supg<,<1 [f(p) — g(p)|
értékére a logaritmusfiiggvény sorfejtésének segitségével.

8.51. Lassa be valoszintiségszamitasi modszerekkel, hogy monoton nové fiiggvény Bernstein-polinomja is mo-
noton nové.
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8.52.

8.53.

8.54.

9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

9.6.

Csebisev-egyenlGtlenség
Mikor éles az P(|X — E(X)| > A\) < D?(X)/\? egyenl6tlenség?

A TV /b osztaly tanuloi karacsonykor megajandékozzak egymast: mindenki felirja a nevét egy cetlire, amit
beletesznek egy kalapba és jol megkevernek, majd mindenki kihtz egy cetlit, és ajandékot ad annak,
akinek a nevét a cetlin latja. Jelolje X azon didkok szamat, akik 6nmagukat hiztak. Lassa be a Csebisev-
egyenlGtlenség segiségével, hogy

P(X -1>2) <

N

Feldobunk egy érmét hatvanszor, jeldlje a fejek szamat X. Adjunk fels6 becslést a P(|X — 30| > 20)
valoszintiségre a Csebisev-egyenlGtlenség segitségével! Jobb becslés is adhaté az exponencialis Markov-
egyenlGtlenség segitségével:

(a) Legyen Yz = €% ahol 0 < 3. Lassa be, hogy E(Y3) = 2760(1 + ¢7)60,

(b) Adjon felss becslést a P(X > 50) valoszintiségre olymodon, hogy a Markov-egyenlStlenséget alkal-
mazza az Yg nemnegativ valoszintiségi valtozora.

(c) Keresse meg azt a (-t, amelyikre az el6bbi becslés a legélesebb. (A feladat visszavezethets az
f(B) =log(1 + ¢€?) — %5 konvex fiiggvény minimalizalasara.)

(d) Lassa be, hogy P(|X — 30| > 20) <2-350.5750 <106

Tobbdimenzibs egyiittes eloszlasok

Tobbdimenzids eloszlasfiiggvény definicidja, peremeloszlasok

Altalanositsuk a kétdimenzios valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasarol tanultakat (kiilonos tekintettel
a monotonsagra és a limeszekre), és adjuk meg n > 2 valdszintségi valtozo egyiittes eloszlasfiiggvényének
tulajdonsagait.

Mutassunk példat olyan kétvaltozos F(x,y) fliggvényre, amely rendelkezik az eloszlasfiiggvények tulaj-
donséagaival az erés monotonitast kivéve (balrol folytonos és +oo-ben a megfelels hatarértéke van), de
mindkét valtozdjaban kiilon-kiilon monoton nemcsdkkend. Miért nem lehet egy ilyen fiiggvény egyiittes
eloszlasfliggvény?

Egyiittes eloszlasfiiggvény-e a kovetkezd két fiiggvény:

F(x,y) = exp(—e” ")), G(z,y) =exp(—e " —e™¥)?

Legyenek F'(z) és G(y) egydimenzios valoszintiségi eloszlasfiiggvények és o € [—1, 1] rogzitett. Bizonyitsuk
be, hogy
H(z,y) = F(z)G(y) 1+ a(l - F(z))(1 - G(y)))

egylittes eloszlasfiiggvény, amelynek marginalisai F(z), illetve G(y).

Utmutatas: Kénnyebb belatni, ha feltessziik, hogy a valoszintiségi valtozoink abszolit folytonosak.

Legyen az X és Y valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasanak stirtiségfiiggvénye:

4
hw,y) = s(r+zy+y) ha,(),<m<1, O0<y<l,
0 egyébként.

Hatéarozzuk meg a peremeloszlasokat.

Legyen (X,Y) az {(z,y) : 2% + y? < 1} egységkdrben véletlenszeriien (egyenletes eloszlassal) valasztott
pont koordinataparja. Hatarozzuk meg a peremeloszlasok strtiségfiiggvényét.
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9.7.

9.8.

9.9.

9.10.

9.11.

9.12.

9.13.

9.14.

9.15.

9.16.

9.17.

9.18.

Valo6szintiségi vektorvaltozok kovarinanciamatrixa

Legyen X egy n dimenzios véletlen vektor, aminek varhato érték vektora m és kovarianciaméatrixa C, és
legyen A egy k-szor m-es méatrix. Hatarozza meg az ¥ = AX k-dimenziés vektorvaltozoé varhatod érték
vektorat és kovarianciamatrixat.

Vezesse le a Schwarz-egyenlGtlenséget a két valoszintiségi valtozd kovarianciamatrixanak determinétsara
nézve.

Léassa be, hogy valészintiségi valtozok kovarianciaméatrixa akkor és csak akkor szingularis, ha majdnem
biztosan linearis Gsszefiiggés van a valoszintiségi valtozok kozott.

Legyenek X és Y fliggetlenek és egyenletes eloszlasuak a [—1,1] intervallumon. Legyenek Uy = cos(6) -
X +sin(0) Y és Vy = —sin(f) - X 4+ cos(9) - Y.

(a) Hatarozza meg X és Y kovarianciamétrixat!

(b) A 6 paraméter mely értékei esetén lesznek Uy és Vp korellalatlanok?

(¢) A 0 paraméter mely értékei esetén lesznek Uy és Vj fiiggetlenek?

Hatarozzuk meg X és Y kovarianciamatrixat, ahol X egy A = 2 paraméterd exponenciilis eloszlasi
valoszintiségi valtozo és Y = 2X + 1.
Legyenek W és Z olyan valoszintségi valtozok, amikre E(W) = 1 és E(Z) = —2, valamint legyen a

kovarianciamatrixuk (_11 _11> Mutassuk meg, hogy van olyan ¢ : R — R, amire
P(Z - ¢(W)=0)=1.

Legyen az (X,Y) pont egyenletes eloszlasa a (—1,0), (0,0), (0, —1) pontok &altal meghatarozott harom-
szogben.
(a) Mi lesz az (X,Y) kétdimenzios eloszlas kovarianciaméatrixa?

(b) Legyen Z = X +2Y. Mi lesz az (X, Z) kétdimenzios eloszlas kovarianciamatrixa?

Valészintiségi vektorvaltozok fiiggvényei, tobbdimenziés eloszlastranszforma-
ciok
Legyen X és Y két fiiggetlen \ paramétert exponencidlis eloszlast valészintiségi valtozo. Bizonyitsuk be,

hogy az U:=X +Y és V := X/(X +Y) valoszintiségi valtozok fiiggetlenek.

Az X ésY valosziniségi valtozok egyiittes eloszlasanak strtiségfiiggvénye legyen h(x,y) = f(z) f(y) alakq,
ahol f(z) egydimenzios stirtségfiiggvény. Legyen U = max{X,Y} és V = min{X,Y}. Hatarozzuk meg
U és V egylittes eloszlasfiiggvényét és ennek stirtiségfiiggvényét.

Legyenek X, Y és Z fiiggetlen valoszintségi valtozok. Legyen X, ill. Y eloszlasfiiggvénye F(z), ill. G(x),
és legyen P(Z = 1) = p =1 — P(Z = 0). Hatérozzuk meg a kévetkezs valoszintségi valtozok eloszlas-
fliggvényeit:

T=2X+(1-2)Y, U:=2zX+(1-2Z)max{X,Y}, V:i=2ZX+(1—-2Z)min{X, YV}

Legyenek X, Y és Z fiiggetlen A\ paramétert exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozok.

(a) Hatarozzuk meg az S:=Y — X és T := Z — Y valoszintiségi valtozok egyiittes stirtiségfiiggvényét.
(b) Hatarozzuk meg az U := [X] és V := X — [X] valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasat.
Legyenek X és Y fiiggetlen CAU(0, 1) eloszlasa valoszintiségi valtozok. Bizonyitsuk be, hogy Z := (X +
Y)/(1—-XY)is CAU(0,1) eloszlasu.
Utmutatas: Hasznaljuk a tg(a + 3) = (tga + tg 3)/(1 — tgatg ) azonossagot, és azt a tényt, hogy ha &

egyenletes eloszlast a [—7, 7] intervallumon, akkor tg¢ standard Cauchy-eloszlast.
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9.19.

9.20.

9.21.

9.22.

9.23.

9.24.

9.25.

9.26.

9.27.

Legyen X és Y két fiiggetlen egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozo a [0, 1] intervallumon. Hatarozza
meg az XY szorzatként elGallo 0j valtozo stirtiségfiiggvényét.

Legyenek X, Y és Z fiiggetlenek és egyenletes eloszlasiak a [0, 1] intervallumon. Legyen U = X + Y és
V =Y + Z. Szamitsa ki U és V egyiittes stirtiségfiiggvényének értékét az (u = 0.9,v = 1.2) pontban.

(a) A [0,1] intervallumban egymastol fiiggetleniil és egyenletes eloszlassal kijeloliink két véletlen pontot.
Meghatarozandoé tavolsdguk eloszlas- és stirtiségfiiggvénye.
(b) Egységnyi oldalhosszti négyzet belsejében egymastol fiiggetleniil és egyenletes eloszlassal kijel6liink

két véletlen pontot. Meghatarozandé tavolsdguk eloszlas- és stirtségfiiggvénye.

Az o paraméterd standard gamma eloszlas strtiségfiiggvénye

R
0 egyébként

ha o = 1,2,... egész paraméter. Legyen Gy és Go két fiiggetlen « ill. § paraméteri gamma eloszlastu
valoszintségi valtozo. Képezzikk az X = G1+ G4 ésY = G1/(G1+G2) valoszintségi valtozokat. Mutassuk
meg, hogy

(a) X ekkor o + [ paraméterd gamma eloszlast,

(b) Y un. béta eloszlast, melynek striiségfliggvénye

(- DIF-1)!

_ )81
@t A—1) (1—2x) ha 0<z <1,

fly) =

(¢) X ésY fiiggetlenek.

Legyenek X és Y fliggetlen, abszolut folytonos eloszlasu valdszintiségi valtozok, strtiségfiiggvényeiket
jelolje f és g. Legyen Z := X/Y | és jelolje Z stirtiségliiggvényét h.

(a) Mutassuk meg, hogy
ne) = [ ) blow) d

(b) Milyen eloszlast lesz Z, ha X és Y standard normaélis eloszlasaak?

Feltételes varhato érték

Legyen X egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozo a [0, 1] intervallumon, Y pedig egyenletes eloszlasu a
[0, X] intervallumon. Szamitsuk ki a E(Y|X = z) és E(X|Y = y) feltételes varhato értékeket.

Jelélje D az origé kézéppontt egységkérlap és a (2,1) kozépponttd 3 sugarti kérlap uni6jat. Legyen
(X,Y) a D-ben egyenletes eloszlas szerint valasztott véletlen pont koordinataparja. Hatarozzuk meg a

peremeloszlasok strtiségfliggvényét, tovabba X és Y varhato értékét.

Dobok egy dobokockaval. Ha az eredmény i, akkor folytonos egyenletes eloszlas szerint vélasztok egy
szdmot a (0,%) intervallumon.

(a) Mi lesz a kapott szam eloszlasfiiggvénye, els6 és masodik momentuma?

(b) Ha a kisérletet tizszer megismétlem, mi lesz a kapott szdmok maximumaénak eloszlasfiiggvénye?
Egység hossztusagu autok véletlenszertien parkolnak egymés utan az utcan ugy, hogy amikor egy 1j kocsi
érkezik és leparkol valahova, akkor a kozéppontja a rendelkezésre allo poziciok halmazan (ez néhany

intervallum uni6ja) egyenletes eloszlasu. Jelolje m(x) az igy elhelyezhets autok szaméanak varhato értékeét
egy x hosszusagi utcaszakaszon. Mutassa meg, hogy

1

m(z+1)x/0$(m(y)+m(xy)+l) dy.
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10.

10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

10.5.

10.6.

10.7.

10.8.

Normalis eloszlas

Egydimenziés normalis eloszlas

Legyen X ~ N(0, 1), azaz standard normaélis eloszlast valoszintségi valtozo. Az alabbi valészintségpéarok
koziil melyik a nagyobb?
(a) p1 =P(|X[<0.7), po=P(X|>0.7).
(b) ¢t =P(-05< X < —0.1), g2 =P(1 <X <2).
Egy ember vonattal és tavolsagi autébusszal utazik a munkahelyére. Menetrend szerint a vonat 7:30-kor
érkezik, a busz pedig 7:37-kor indul. Az atszallas két percet vesz igénybe. A vonat valodi érkezési
ideje normdlis eloszldsu valoszintiségi valtozo, melynek varhato értéke 7:30-kor van és szérésa 4 perc.
Az autobusz valodi indulasi ideje a vonat érkezésétdl fiiggetlen, szintén normaélis eloszlast valdszintiségi

valtozo, melynek varhaté értéke 7:37-kor van, szérasa pedig 3 perc. Mennyi annak a valészintisége, hogy
emberiink a hét 6t munkanapja koziil legfeljebb egy alkalommal késse le a buszcsatlakozast?

(a) Tudva, hogy [*°_ exp(—a?/2)dz = /2, szdmoljuk ki a kivetkezs integralt

/ exp(—ax? + bz + ¢) dz

— 00

ahol a valos és pozitiv, b és ¢ pedig tetszsleges valos (vagy komplex) konstansok.

(b) Ennek segitségével szamoljuk ki a lognormalis eloszlas momentumait. (Ha X ~ N(m, o), akkor
eX ~ LN(m, o) lognormalis eloszlasi.)

Valamely homokfajta részecskéi gomb alaktak, melyeknek atmérdje (milliméterben mérve) lognormaélis
eloszlasit m = —0.5 és o := 0.3 paraméterekkel. Az egész homokmennyiség hany sulyszdzaléka all 0.5
mm-nél kisebb atmérsji szemesékbsl? Adjon explicit numerikus valaszt a normaélis eloszlés eloszlasfiigg-
vényének felhasznalasaval!

Legyenek X ~ LN(mj,01) és Y ~ LN(mag,09) fiiggetlen lognormalis eloszlast valoszintiségi valtozok.
Milyen eloszlasa XY?

Szamoljuk ki a normalis eloszlas alabb definialt abszolit momentumait:

Ak ::/ ¢(y)|y‘kdya k:1a2’37""

—0o0

Utmutatas: Paros k = 2l-re szamoljuk ki és hasznaljuk a kovetkezo kifejezést:

eV /2 dy

W\/Q’]T /_oo

Paratlan k = 21 + 1-re hajtsuk végre a z = y? véltozocserét az Aj-t definialé integralban.

A=1

Ellendrizziik a kovetkezs két hatvanysorfejtés érvényességét, és mutassuk ki, hogy konvergenciasugaruk
végtelen:

L, - f1'2’€ 1
_ - /2 2k71,
<I>()—1—|— 1 1 3+ 1 2° 1 :C7+
Ve T e \" T3 T4 837 )

Legyen X nulla varhato értékd és o szorasi normalis eloszlast valészintiségi véaltozo. Bizonyitsuk be,
hogy tetszdleges x > 0 esetén fennallnak a kovetkezs egyenlStlenségek:

1 2 2 g 0'3 1 2 2\ O
- (/207 (2 _ T - o (%/20%) 2
e — < P(X>=x < e .
V2 (:E x?’) ( ) Vor x

Utmutatas: Differencialjuk az egyenlétlenséglanc mindharom tagjat, és hasonlitsuk Gssze a derivaltakat.
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10.9. A kobor kutyak atlagos testsilya 40 kg, a testsilyok szorasa pedig 20 kg. A sintérek altal a kutyak
elfogasara hasznalt halo elszakad, ha a kutya 60 kilésnal nehezebb, és a 20 kilosnal kisebb kutyak pedig
ki tudnak bujni bel6le. Hatarozzuk meg annak a valészintiségét, hogy a kutya teststulya az atlagtol nem
tér el 20 kg-nél tobbel, és igy biztonsaggal el lehet kapni a haléval, ha

(a) a teststly N(40,20) normalis eloszlasu,

(b) a testsuly LN(m, o) lognormalis eloszlasi.
A két modell kozil melyik valoszertibb?

10.10. Legyen X valoszintségi valtozo N(0,1) (azaz standard normalis) eloszlasi. Hatarozzuk meg a kovetkezo
varhato értékeket és szorasnégyzeteket:

(a) B(X cos(X)), E(X/(1+ X?)), E(sin(X))
(b) E(cos(X)), D?(cos(X)), D?(sin(X)).
10.11. Legyen X ésY egymastol fiiggetlen standard normaélis valoszintségi valtozo. Szamoljuk ki Cov (cosh(X), sinh(X))
értéket.
10.12. Legyen X N(0, 1) eloszlasa valoszintiségi valtozo és Y :=sign(l — |X]) - X.

(a) Hatéarozzuk meg az Y valoszintiségi valtozo eloszlasat.

(b) Z:= X +Y eloszlasa normalis-e?

Tobbdimenziés normalis eloszlas

10.13. (a) Legyen (X1, Xa,...,X4) € R? (egyiittesen) normalis eloszlasi valoszintiségi vektorvaltozo. Bizo-
nyitsuk be, hogy ha korrelalatlanok (azaz paronkénti kovarianciajuk nulla), akkor (teljesen) fiigget-
lenek is. (Azaz egyiittes Gauss-eloszlas + korrelalatlansidg = fliggetlenség.)

(b) Bizonyitsa be, hogy ha X és Y fiiggetlen standard normalis eloszlasu valoszintiségi valtozok, vala-
mint a és b valés szamok, akkor U = a X +0Y és V = bX —aY valdszintiségi valtozok is fiiggetlenek.
Milyen eloszlasi lesz U és V7?7

10.14. Legyenek X, Xs,..., X, fliggetlen standard normaélis eloszlasa valdszintiségi valtozok. Legyen Y; :=
2?21 b; ; - X;. Mit mondhatunk a b; ; elemekbdl alkotott B matrixrol, ha Y7,Ys, ... Y, val.valtozok is
fliggetlenek és standard normalis eloszlasaak?

10.15. Legyenek X1, X5 fiiggetlenek és standard normaélis eloszlasiak. Legyeni = 1,2 esetén Y; := 2321 bij-X;.
A b; ; elemekbdl alkotott B matrixrol tudjuk, hogy szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, valamint tudjuk,

. e e g pes . 1250 _ xT Ax _ 1300 —900 ,
hogy Y1,Y> egyiittes stirtiségfiiggvénye == exp ( 5 ), ahol A = (900 1825 |- Hatéarozzuk meg

A sajatértékeit és egy ortonormalt sajatbazisat. Irjuk fel az A matrixot A = UT DU alakban, ahol U
ortogonélis és D diagonalis. Hatarozzuk meg ebbdl a B métrixot!

10.16. Legyenek X és Y fiiggetlen és azonos N(0,1) eloszlast valoszintiségi valtozok. Hatarozzuk meg a
7 = e(X2+Y2)/2(1 + X2 —|—Y2)_3/2
valoszintiségi valtozo varhato értékét és szorasat.

10.17. Legyenek X és Y fiiggetlen N(0,1) illetve N(0,2) eloszlasu valoszintségi valtozok és M egy véletlensze-
rtien kivalasztott pont az R? sikon, melynek koordinatéi (X,Y'). Hatérozzuk meg a kovetkezd események

valészintiségét:
(a) M € {(x,y) € R?:[a] < 1,]y] < 2},
(b) M e {(z,y) eR*:0 <z <2yl <2},

ER?:zx+y <0,z <1,y> -2}

) Y)
) (z,y)
c) Me{(z,y) eR?:0<2<2,0<y <4},
) (z,y)
) (z,y) € R? 12 + (y*/4) < 1},
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10.18.

10.19.

10.20.

10.21.

10.22.

10.23.

10.24.

10.25.

(f) M € {(x,y) € R?: 22 + (y?/4) < 2}

Egy foly6 feletti hid téglalap alakd, melynek koordinatai Descartes-féle koordinatarendszerben eleget
tesznek a kovetkezd feltételeknek: |z| < 10, |y| < 100 (valamilyen hosszegységekben). Tiizérségi tamadas
esetén a lovedék beesésének (X, Y) pontja (ugyanabban a koordinatarendszerben) kétdimenzios normaélis
eloszlasu fliggetlen komponensekkel és ox = 10, oy = 40 szorasokkal. Az (E(X),E(Y)) koordinataja
pontot célpontnak nevezziik. Hatarozzuk meg annak a valoszintiségét, hogy a lovedék eltalalja a hidat,
ha a célpont:

(a) (0,0),
(b) (10,0),
() (5,20).

Legyen (X,Y) kétdimenzios normalis eloszlast (0,0) varhato értékkel és (é 2) kovarianciamatrixszal.

Hatarozzuk meg annak az eseménynek a valoszintségét, hogy az (X,Y) koordinataja véletlen pont a
(0,3), (4,0), (1.8,5.4), (5.8,2.4) csticsu téglalapba esik.

Legyen (X,Y) kétdimenzios normalis eloszlast (0,0) varhato értékkel és ((1) (1)> kovarianciaméatrixszal.

Hatarozzuk meg annak az események a valoszintiségét, hogy az (X,Y) koordinataju véletlen pont az
ABC haromszogbe essék, a kivetkezs esetekben:

(a) A= (0,0), B= (1, 1)7 C = (2,0).
(b) A= (072)v B = (2a0)7 C= (272)
() A=(1,0), B = (2,0), C = (1,1).

Utmutatas: Hasznaljunk szimmetriakat!

Legyen (X,Y) kétdimenzios normalis eloszlast (0,0) varhato értékkel és ((1) (1)> kovarianciaméatrixszal.

Hatarozzuk meg az (X,Y’) Descartes-koordinataju pont (R, ©) poldrkoordindtdinak egyiittes eloszlasat.

Meghatarozandé az X és Y véletlen vektorok altal definialt parallelogramma teriiletének varhato értéke,
ha X és Y egymastol fliggetlen standard Gauss-eloszlastu kétdimenzios vektorvaltozo. (Azaz az X, Xo,
Y7 és Y; fiiggetlenek és N(0,1) eloszlasuak.)

Legyen X és Y két fiiggetlen standard normalis eloszlast valdszintiségi valtozo.

(a) Tekintsiik az (X,Y") véletlen pontot a sikon, és tekintsiik az (U,V) transzformalt valoszintségi
véltozokat, ahol U = X2 +Y? é¢s V = Y/X. Bizonyitsuk be, hogy U eloszldsa exponencialis, V
eloszlasa pedig standard Cauchy, és a két valosziniiségi valtozo fiiggetlen.

(b) Szamitsuk ki a E(X?/R?) és a

e (ZnXLY))Y
max(| X[, [Y])

varhato értékeket.

Legyen Uy, Us két fliggetlen egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozo a [0, 1]-en. Bizonyitsuk be, hogy
ha X = /—2InU; cos(2nU3) ¢s Y = /—2In U sin(27U3), akkor az (X,Y") par kétdimenzios normaélis
eloszlasu.

Legyen X = (X1, X2, X3) haromdimenziés véletlen vektor, amelynek komponensei fiiggetlen N(0,1)
eloszlasuak. Definialjuk a kovetkezd véltozokat:

0:= X12+X22+X§7 Ez :Xz/ga 1217273

(a) Hatéarozzuk meg o strtiségfiiggvényét.

(b) Bizonyitsuk be, hogy o és a £ = (&1, &, &3) vektorvaltozo egymastol fiiggetlenek, tovabba azt, hogy
a & véletlen vektor egyenletes eloszlasi az egységgémb felszinén.
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:)1 2 kovarianciamétrixszal.
Hatarozzuk meg annak a valoszintiségét, hogy az (X,Y') koordinatajua véletlen pont beleesik az

(a) {(z,y) € R?:2 < /22 + y2 < 3} korgyfirtibe;

(b) {(z,) € R? : 2 < min(jal, ly]) < max(|z], |y]) < 3} tartomanyba;

(c) {(z,y) € R? : 2 < |z| + |y| < 3} tartomanyba.

10.26. Legyen (X,Y") kétdimenzios normaélis eloszlasi (0, 0) varhato értékkel és (

10.27. Az (X,Y) € R? valoszintiségi vektorvaltozo legyen kétdimenzios normalis eloszldst m = (—1, 1) varhatoérték-

vektorral és C = (g) g) kovarianciaméatrixszal. Szamitsuk ki a P(X > —1,Y > 1) valoszintiséget!

Segitség: C = B2, ahol B = <} ;)
10.28. Legyenek X7, Xs,...,X,,... figgetlen és azonos N(0, 1) eloszlast valoszintiségi valtozok. Hatarozzuk
meg k-nak azt a miniméalis értékét, amelyre P(max(| X1/, [ Xzl ..., |Xk|) > 2) > 1/2.

11. De Moivre—Laplace centralis hatareloszlas-tétel

11.1. Feldobunk egy szabalyos érmét kétmillioszor. Lassa be a Stirling-formula felhasznélaséval, hogy

1

P (ugyanannyi fejet dobtunk, mint irast) = W
™

11.2. Legyen S, ~ BIN(n,p = 3). Lassa be Stirling-formula felhasznaldsaval, hogy

n—oo

1 1
lim 5\/ﬁP (Sn = Lg + 2\/ﬁxj> = p(z),
ahol ¢ jeloli a standard normaélis eloszlas stirtiségfiiggvényét.

11.3. A bimomialis eloszlas normalis de Moivre —Laplace-féle approximaciéjanak felhasznalasaval szamoljuk
ki a kovetkezs kifejezés numerikus kozelitését:

3600
642376() 361224
(2376) 0.6 0.36

11.4. Mennyi annak a valoszintisége, hogy 10.000 véletlen szamjegy kozott legfeljebb 968 darab 7-es fordul
els?

11.5. Mennyi annak a valdszintisége. hogy 12.000 kockadobas soran el6forduld hatosok szama 1900 és 2150
kozé esik?

11.6. Hatarozzuk meg azt a k egész szamot, amelyre igaz, hogy annak a valészintisége, hogy 1000 érmedobas
soran a fejek szama 490 és k kozé esik, kb. 0.5.

11.7. 10.000 érmedobés soran 5.400-szor volt fej az eredmény. Indokolt-e gyanakodnunk arra, hogy a hasznalt
érme hamis?

11.8. Hanyszor kell egy érmével dobnunk ahhoz, hogy 0.99-nal nagyobb valdszintiséggel a fej eredmények
szama, a dobasok szamanak 49%-a és 51%-a kozé essen?

11.9. D6motor rulettezik a kaszindéban. Minden egyes korben 10 petékot tesz pirosra. 100 jaték utéan 300
petdk a vesztesége. Jogos-e a gyanija, hogy svindliz a krupié? (A rulettkoron sszesen 37 mez§ van
0-t6] 36-ig szamozva. Ezek kozil egy (a 0 jeld) zold, a fennmarads 36-bol pedig 18 piros és 18 fekete.)

11.10. Becsiiljiikk meg annak a valoszintiségét, hogy 100.000 pokerleosztas soran a fullok szama 128 és 158 kozé
essen.

11.11. Tekintsiik a kavics-apritas kdvetkezs egyszertisitett modelljét: veszek egy harom kilés kévet, és ezerszer
raiitok egy kalapaccsal. Minden kalapacsiitésnél 0.064 valoszintiséggel le sikeriil pattintanom a meg-
maradt k&darab % részét (és 0.936 valoszintséggel ép marad a k§). Mekkora az apritds utan kapott
kavics sulyanak varhato értéke (grammban kifejezve)? Adjunk kozelits formulat a kavics nagysaganak

eloszlasfliggvényére!
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11.12.

11.13.

11.14.

11.15.

11.16.

11.17.

11.18.

Egy nagyvaros lakossdganak dltalunk ismeretlen p hanyada dohényzik. Ezt a p hanyadot akarjuk koze-
lit6leg meghatarozni egy mintdban megfigyelt relativ gyakorisaggal a kovetkez6 moédon: Megkérdeziink
n véletlenszerten kivalasztott lakost és megallapitjuk, hogy ezek kozott k allitja, hogy dohanyzik. A
NSZT-bél tudjuk, hogy ha n elég nagy, akkor az empirikusan megfigyelt p’ := k/n relativ gyakorisag
igen nagy valészintiséggel jol kozeliti az igazi p hanyadot. Milyen nagynak kell n-et vilasztanunk, ha
azt akarjuk elérni, hogy az empirikusan megfigyelt p’ relativ gyakorisag legalabb 0.95 valoszintiségggel
0.005 hibahataron beliil kozelitse a valodi (ismeretlen) p hanyadot? Mas szoval hatarozzuk meg azt a
legkisebb ng természetes szdmot, amelyre igaz, hogy barmely p € (0,1)-re és n > ng-ra

P(|p’ — p| < 0.005) > 0.95.

Amerikai elnokvalasztas el6tt a Gallup kozvéleménykutatd tarsasag meg akarja becsiilni a demokrata
parti szavazok aranyat New Hempshire és Texas allamokban. Eleve tudjak, hogy mindkét allamban a
demokrata parti szavazok aranya 40% és 60% kozott van. Céljuk, hogy mindkét 4llamban az aranyokat
0.99-nél nagyobb valoszintséggel, 2% hibahataron beliil allapitsak meg. New Hempshire allamban 1.2
milli6 polgar jugosult szavazni, mig Texas allamban 12 milli6. E szdmok alapjan statisztikusuk azt
allitja, hogy Texasban kb. tizszer akkora mintéat kell megfigyelni, mint New Hempshire-ben. Jo6-e ez az
okoskodas, vagy ragjak ki a statisztikust? Az utébbi esetben kb. hanyszor nagyobb mintat kell Texasban
megfigyelni, mint New Hempshireben?

Jaték elstt Aladar és Béla ellendrizni akarjak, hogy a hasznélt dobokocka nem hamis-e. Jeldljiik p-vel a
hatos dobas (ismeretlen!) valoszintségét. Hanyszor kell a jatékosoknak proba-dobast végeznilik, ahhoz,
hogy az ismeretlen p értéket 0.97-nél nagyobb valdszintiséggel, 0.01 hibahataron beliill megbecsiiljék?
Hogyan moédosul a sziikséges probadobésok szama, ha eleve tudjak, hogy 0.1 < p < 0.27

Az an. Monte Carlo-integralas lényege a kovetkezs: legyen az egyszertiség kedvéert f : [0,1] — [0,1]
folytonos fiiggvény, és az

I= /01 F(x)dz

integral értékét becsiiljiik. Ha U és V két fiiggetlen [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasi valoszintiségi
valtozo, akkor az (U, V) par a [0,1]? egységnégyzet egy véletlen pontjat adja. Fiiggetleniil generdlva n
véletlen pontot az egységnégyzetben, jeldlje X, azon pontok szamét, amelyek az f fiiggvény grafikonja ala
estek, vagyis amelyekre V' < f(U). Ekkor I becslését az X, /n hanyados adja. Mekkoranak valasszuk n
értékét, ha azt szeretnénk, hogy az f(z) = 22 fiiggvényre alkalmazva a Monte Carlo-integralas modszerét,
legfeljebb 0.02 valoészintiséggel kapjunk 0.1-nél nagyobb hibét?

Van két egyforma biztositotarsasag, egyenként tizezer tigyféllel. A 2007-es év elején minden tligyfél befizet
a biztositojanak 6tvenezer forintot, és az év folyamén minden {igyfél egyméstol fliggetlentil % valoszint-
séggel nyujt be karigényt, amely minden esetben 150 ezer forintos. Mindkét biztositotarsasagnak van
ezen feliil 5 milli6 forint félretett pénze az el6z6 évrél. Egy biztositotarsasag cs6dbe megy, ha nem tudja
kifizetni a beérkez§ karigényeket.

Erdemes-e egyesiilnie a két biztositotarsasagnak? Legyen p; annak a valoszintsége, hogy a két biztosito-
tarsasag koziil legalabb egy tonkremegy, és po annak a valoszintisége, hogy az egyesiilt biztositotarsasag
tonkremegy. Hatarozza meg p; és po (kozelits) értékét, és vonja le a kovetkeztetést!

(a) Az ellenfél gondol egy X ~ BIN(15, %) eloszlasa valoszintiségi valtozora. Ki akarjuk talalni X-et.
Mindossze egyszer tippelhetiink. Mi legyen az?

(b) Az ellenfél gondol egy X ~ BIN(15000, %) eloszlasu valoszintiségi valtozora. Most k-szor tippelhe-
tiink. Koriilbeliil mekkora legyen k, hogy kiegyenlitett legyen a jaték?

Poisson-eloszlas normalis approximécidja: Bizonyitsuk be, hogy A — oo esetén

exp(—22/2) + O(A\71/2),

1
V(A + VA (A =

p([ Ji A) N
és a hibatag egyenletesen kicsi, ha = egy korlatos halmazban marad. Koévetkezményként lassuk be, hogy

B8
> N [ ey =) - o)

AavV/A<k<A+6VA

amint A — oo.
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