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Ajanlott irodalom

Az elsddleges forras, amit az el6dasok beosztdsa is viszonylag pontosan kovet, a Balazs Marton — Téth Balint jegyzet.
Mas konyvjavaslatokkal egyiitt a kurzus honlapjan megtaldlhaté:
http://www.math.bme.hu/~gabor/oktatas/Vsz2013/Vsz2013.html.

HF feladatsor témak

Ez csak koriilbeliili irdnymutatd. Az el6adds menetétdl fliggden a témdk esetleg vandorolhatnak, régebbi témdk mindig
visszatérhetnek, a f6 csapasiranytol eltéré érdekességek folbukkanhatnak.
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10.
11.
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Alapvetd kombinatorika, szita-formula

Eseménytér, egyenld valdszinliségli események

Feltételes val., Bayes tétel, (feltételes) fiiggetlenség

Diszkrét valvéltozok 1. Binomidlis, geometriai, negativ binom, hipergeom.

Diszkrét valvaltozok 2. Varhato érték és szoras, Poisson eloszlas

Eloszlasfiiggvény, stirtiségfiiggvény, egyenletes eloszlas

Egyenletes eo, normadlis eloszlds, binomidlis és Poisson eloszlds normadlis approximdcidja, deMoivre-Laplace
Exponenciilis eloszlds, Poisson folyamat megint, Cauchy és lognormalis eloszlas, eloszlastranszformacidk
Diszkrét és folytonos egyiittes eloszldsok, tobbdimenzids eloszlastranszformaciok, tobbdimenziés normalis

Tobbdimenzids eloszlastranszformaciok, fiiggetlenség és konvolicid, feltételes eloszldsok

C)sszegek varhat6 értéke €s szorasa, kovarianciak, korrelaciok, tobbdimenzidés normalis korrelacioi


http://www.math.bme.hu/~gabor/oktatas/Vsz2013/Vsz2013.html

Hazi feladatok
Val6szinliségszamitds matematikusoknak €s fizikusoknak, 2013 sz

Minden héten lesz kb 15 db feladat, ezek koziil néhany pontokkal (6sszesen 10 ponttal) megjeldlve, mindegyikiik 1
(*) vagy 2 pontos (*®) beadandé hazi feladat. Természetesen gyakorldsképpen javasoljuk a tobbi feladat beadas nélkiili
megoldasat is. Egyes heteken szerepelnek bénusz feladatok, ezek darabonként 2 pontot érnek. Fiiggetleniil a tobbi
feladattdl ezek az adott héten minden esetben beadhatdk, és mindig kijavitjuk éket. A hazi feladatok beaddsi hatarideje
az elsd oldalon szerepel.

Részpontszamokat adunk, de védlaszokat csak indokldssal fogadunk el. Az igazi csoportmunka hasznos, ebben az
esetben is mindenki sajit maga irja le a megoldast a sajat szavaival (képleteivel). A passziv mdsolds viszont haszonta-
lan: tapasztalatunk szerint az igy szerzett hazi feladat pontszamok tobbszorosen elvesznek ZH-kon és a vizsgan, amikor
kideriil, hogy a masolt hazi feladat nem hozta meg a kivant fejlédést.

1. HF:
1.1

1.2

1.3

14

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

1.10

Janos, Jakab, J6zsef, Joli és Jend egy egyiittest alkotnak, mely 6t hangszeren jatszik. Ha mindegyikiik tud mind
az 6t hangszeren jdtszani, hanyféle elrendezés lehetséges? Es ha Janos, Jakab és Joli mind az 6t hangszeren
jatszhat, de J6zsef és Jend mindketten csak dobolni és zongorazni tudnak?

*® Hanyféle (esetleg értelmetlen, de kiilonbozd) sz6t lehet kirakni a MISSISSIPPI bettiib6l (mindegyik bettit
pontosan egyszer felhaszndlva)? Héat az ABRAKADABRA sz6 betiib6l? Mi annak a valészindsége, hogy
ha felirjuk a betiiket egy-egy kartyara, akkor j6l megkeverve a paklit, a két sz6 egymdst kdvetve, értelmesen
kiolvashaté lesz (abrakadabramississippi vagy forditva)?

Hényféle rendszamot lehet kiadni a mai magyar rendszerben? Es ha kihagynak 5 harom betiis ronda sz6t? Es
a régi rendszerben (pl.: PI-47-05) hanyféle rendszdm volt lehetséges?
a) Hanyféleképpen iilhet le egy sorban négy lany és harom fia?

b) Hanyféleképpen iilhet le egy sorban négy lany és hdrom fid, hogy ha a lanyok egymads mellett iilnek, és a
fiuk is egymas mellett {ilnek?

¢) Es ha csak a fitik kell, hogy egymds mellett iiljenek?

d) Hanyféleképpen iilhetnek le, ha azonos nemiiek nem iilhetnek egymas mellé?
Azt irta a szomszédasszony, hogy a gyerek kapott harom kiilonboz6 butort, melyeket egy hét alatt a harmadik
féleképpen rendez el a szobdjaban. Nyugtassuk meg, hogy ez nem sok: hanyféle elrendezés lehetséges, ha
feltessziik, hogy mindegyik butor a négy fal valamelyikéhez keriilhet, és egy falhoz legfeljebb egy biitor me-
het? Es ha nem vessziik figyelembe a biitor-konfiguraci6 tajoldsat, azaz egy elrendezést nem kiilonboztetiink
meg a 90°, 180°, 270°-os elforgatottjatol?

* Egy tanciskoldba 12 holgy és 13 tdriember jar. Ha 6 holgyet és 6 uriembert kell kivdlasztanunk és parba
rendezniink, hanyféle elrendezés lehetséges?

Egy tdrsasdg 8 n6bdl és 7 férfibdl all. Beldliik kell egy 4 nébdl és 3 férfibdl 4llé bizottsdgot alakitanunk.
Hényféle kiillonb6z6 bizottsag lehetséges, ha

a) a férfiak koziil 2 nem hajlandé egy bizottsdgban dolgozni,
b) andk koziil 2 nem hajlandé egy bizottsdgban dolgozni,
¢) egy nd és egy férfi nem hajlandé egy bizottsagban dolgozni?

Az aldbbi racson hanyféleképpen lehet A-bdl B-be eljutni csak jobbra vagy felfelé 1épésekkel?

o o o B B B
o o B o B B
o B B B B B
A o . o B B

Egy arverésen 4 miigytijté vasarolt osszesen 5 Dalit, 6 van Goghot, és 7 Picass6t. Ha egy tuddsité csak
annyit jegyez fel, hogy melyik gy(ijté hany Dalit, van Goghot, és Picassét vasarolt, akkor hanyféle kiilonb6z6
feljegyzés sziilethet?

** Apukdmmal fagyizni megyiink. En hirom, 6 négygombécos fagyikelyhet eszik. Hanyféle fagyikehely

allithat6 6ssze nekem, €s hanyféle neki, ha a Zsitvay cukrdszddban kondérban taroljdk a fagyit, ezért mindig
csak hétféle van: puncs, csoki, vanilia, gesztenye, &szibarack, eper, fahé;j?



1.11 a) *® Tekintsiik a kdvetkezd kombinatorikus azonossagot:

Y k n =n-2" L
()
k=1

Adjunk egy részletes kombinatorikai érvelést a fenti egyenldség igaz voltdra olymddon, hogy n emberbdl
kivalasztunk egy tetszSleges 1étszamu bizottsagot és annak elnokét, illetve az elnokot és hozza a bizott-
sagot.

b) °® Ellendrizziik a

3o (Z) =n(n+1)-2"2

k=1
azonossagot n = 1, 2, 3, 4 esetén. Ismét adjunk részletes kombinatorikai érvelést az azonossagra: n
emberbdl valasszunk egy tetszéleges méretii bizottsdgot, annak elnokét és titkarat (ez a kettd lehet egy
személy is), illetve
- valasszunk egy elnokot, aki egyben a titkdr is lesz, majd a bizottsdg tobbi tagjat,
- valasszunk egy elnokot, egy tole kiilonboz6 titkart, majd a bizottsag tobbi tagjat.
¢) * A fentiekhez hasonl6an mutassuk meg, hogy

>k (Z) =n?(n+3)-2"%.
k=1

1.12 ** Egy 100000 lakosu vdrosban harom ujsdg jelenik meg: I, II, és III. A varoslakdk kovetkezd ardnya olvassa
az egyes djsdgokat:

1:26% 1és II: 6% TésIIésIll: 2%
II: 18% I1és1II: 9%
III: 22% IIés III: 5%

(Azaz példaul 6000 ember olvassa az I és II tjsagokat (koziilik 2000 a IIT djsdgot is).)

a) Hatdrozzuk meg hdnyan nem olvassdk a fenti djsdgok egyikét sem.

b) Hanyan olvasnak pontosan egy tjsagot?

¢) Hényan olvasnak legalabb kettd Gjsagot?

d) Halés Il reggeli djsdgok és II egy esti 1ijsdg, akkor hdnyan olvasnak legaldbb egy reggeli ijsdgot plusz
egy esti Ujsagot?

e) Hanyan olvasnak pontosan egy reggeli Gjsdgot plusz egy esti Ujsagot?

1.13 a) Legyen A és B két esemény. Bizonyitsuk be, hogy
haP{A} > 0.8 és P{B} > 0.6, akkor P{AN B} > 0.4.
b) Bizonyitsuk be, hogy tetszSleges Ay, Ao, ..., A, eseményekre fenndll a kvetkez$ egyenlStlenség:

P{AiNAyNn---NA} >P{A} +P{As} +- -+ P{A,} — (n—1).

1.14 n goly6t helyeziink véletlen médon k urndba. Mi a valdszintisége, hogy pontosan egy urna marad tires, ha
a) a golyok megkiilonboztethetdek,
b) a golyok megkiilonboztethetetlenek?

1.15 Egy sportklubban 36-an teniszeznek, 28-an fallabddznak, 18-an tollasoznak 0sszesen. 22-en teniszeznek és
fallabddznak, 12-en teniszeznek és tollasoznak, 9-en fallabddznak és tollasoznak. 4-en mindhdtom sportot
lizik. Hanyan jatszanak legaldbb egy ilyen labdasportot?

1.16 Egy régi vagasu szinhdzban a fogasra akasztjak az érkezd urak a kalapjaikat. Kifelé menet minden udr vélet-
lenszertien levesz egy kalapot a fogasrél, és tavozik.

a) Mi annak a valészinlisége, hogy senki nem megy haza a sajat kalapjaban?
b) Mi annak a valdsziniisége, hogy pontosan k ember megy haza a sajat kalapjaban?

2. HF:

2.1 8 bastyat véletlenszeriien elhelyeziink a sakktdblan. Mi a valdsziniisége, hogy egyik sem {iti a mdsikat (azaz
semelyik sor és semelyik oszlop nem tartalmaz egynél tobb béstyat)? Es ha csak 6 bastyat helyeziink el
véletlenszertien, akkor mennyi ez az esély?



2.2

23

24

25

2.6

Bonusz:

2.1

2.8

29

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

Egy kozosségben 20 csalad van: 6 csalddban egy gyerek van, 8 csalddban kett6, 3 csaladban harom, 2 csalad-
ban négy, 1 csaladban &t.

a) Ha egy csalddot véletlenszer(ien kivalasztunk, mi a valdsziniisége, hogy abban a csalddban 7 gyerek vsan,
1=1, 2,3, 4,57

b) Ha egy gyereket véletlenszertien kivalasztunk, mi a valszindsége, hogy 6 egy ¢ gyerekes csaladbol jott,
1=1, 2,3, 4,57

Aladir és Béla beszallnak egy liftbe egy tizenegy emeletes hidz foldszintjén. Feltéve, hogy semmi koziik
egymdshoz, és mindketten teljesen egyenletesen valasztanak emeletet, mi a valdsziniisége, hogy Aladar ma-
gasabbra megy mint Béla? Es Cili az utolsé pillanatban betoppan, mi a valdsziniisége, hogy magasabbra
megy, mint a két fia?

** Egy urndban 4 piros és 5 zold goly6 van. A és B visszatevés nélkiil felvéltva hiznak az urnab6l egészen
addig, amikor el8szor piros golyo keriil el6. Ha A hidzott elGszor, mi a valdszintisége, hogy & hiz el8szor piros
golyé6t?

Egy erd6ben 19 6z lakik, koziilik 6 meg van jelolve. Ha véletlenszertien 5-t befognak, mi a valdszinisége,
hogy a befogottak koziil pontosan 2 megjelolt lesz?

Egy kisvarosban pontosan négy TV-szerel6 dolgozik. Egy napon négyen hivnak szerel6t. Mi a valdszindisége,
hogy pontosan 7 szerel8 kap hivast: =1, 2, 3, 47
Egy kisvarosban n TV-szerel6 dolgozik. Egy napon k helyre hivnak szerel6t. Mi a valdsziniisége, hogy
pontosan ¢ szereld kap hivast: =1, 2, ..., n?
Bardtaink, név szerint A, B, C, D, E, F, G, heten vannak mint a gonoszok. Egyszer felsorakoznak egymas
mellé nagyon gonosz arcot vagni, vletlenszeren. Mi a valdszinisége, hogy A és B k6zott pontosan 4 ember
ul,i=0,1, 2, 3, 4, 5?
*¢ Jelolje f,, azt a szdmot, ahdny n hosszi fej-irds sorozat van gy, hogy nincs benniik egymads utani két fej.
Jelolje P, ennek az eseménynek a valdszintiségét szabalyos érmedobds esetén.

a) Mutassuk meg, hogy n > 2-re f,, = f,—1 + fn—2, ahol fo = 1, fi = 2. (Héany ilyen sorozat indul fejjel,

és hany irdssal?)

b) Hatdrozzuk meg P,,-t f,, segitségével, és ezek alapjan szamoljuk ki P értékét.
Egy urndban van 5 piros, 7 z6ld, és 8 sarga golyd. Otot visszatevés nélkiil hiizva mi a valdszintisége, hogy
mindhdrom szindi goly6t hiztunk?
*® Anna, Bori és Cili egyforma erejii ping-pong jatékosok. A kovetkezd mddon jatszanak: Anna és Bori
mérik elészor Ossze az erejiiket. Ezutdn a vesztes kidll és a varakoz6 Cili 4ll be a helyére, hogy 6sszemérje
tudésat az el6z6 nyertessel. .. Minden egyes meccs utdn a vesztes dtadja a helyét a varakozénak. Folytatjdk
ezt mindaddig, amig valamelyikiik kétszer egymasutan nem nyer és a kormérkézés gy6ztesévé van kikialtva.
Irjuk le a kormérk6zés eseményterét. Az n paros csata utdn véget érd sorozatok valészintisége legyen 27".
(Miért?) Mi a valdszintisége annak, hogy Anna, ill. Bori, ill. Cili nyeri a kormérk6zést?
Anna, Bori s Cili most érmét dobdlnak, felvaltva egymds utdn, Anna kezd, majd Bea dob, aztdn Cili, majd
megint Anna, és igy tovabb. Csindljdk ezt mindaddig, mig valaki fejet dob.

a) Irjuk le az eseményteret!

b) Irjuk le az aldbbi eseményeket az eseménytéren: A = { Anna nyer }, B = { Bori nyer }, (A|J B)¢ !
A léversenyen 7 16 indul. Jelolje C' azt az eseményt, hogy Csillag az elsé harom befuté kozott van, R pedig
azt, hogy Rér6 péros helyen végez. Mennyi C' | J R valdszinlisége? Hany elemi eseményt tartalmaz C' | J R?
Kiosztunk egy pakli j6l megkevert franciakartydt. Mi a valdszintisége, hogy

a) °® apikk asz a 7. kiosztott lap?
b) * az els6 kiosztott 4sz a 7.-ként kiosztott lap?
¢) * az els6 négy lap kiillonboz6 szini?
d) * az els6 négy lap kiilonboz6 figurdja?
Van két kockank, amiket azonos médon szineztiink ki: két lapot pirosra, kettét zoldre, egyet pedig sargéra, a

maradék fehér. Ha feldobjuk Sket egyszerre, mi a valészintisége, hogy ugyanolyan szinre esnek? Mi a val6-
szinlisége annak, hogy az elsd két feldobasra kiilonbozd szinek lesznek, majd harmadszorra ugyanolyanok?

Mi a val6szintisége, hogy 20 véletleniil kivalasztott ember sziiletési honapjait tekintve, az év honapjai koziil
pontosan 5 lesz, melyben pontosan ketten sziilettek, és masik 3 honap, melyben pontosan harman sziilettek?
(Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy mindenki, egymastdl fiiggetleniil, egyforma, 1/12 eséllyel sziiletik
az év barmelyik hénapjdban!)



2.16
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3.1

3.2

33

34

3.5

3.6

3.7

3.8

39

3.10

6 férfit és 6 nbt véletlenszertien két csoportba osztunk. Mi a valészinfisége, hogy a két csoportban 3-3 nd,
illetve férfi lesz?

Egy szekrényben n par cip6 van. Véletlenszertien kivalasztunk 2r cip6t (2r < n). Mi a valdszintisége annak,
hogy a kivalasztott cipdk kozott

a) nincsen teljes pér,

b) pontosan egy teljes par van,

¢) pontosan két teljes par van?

Harom kockat feldobunk. Feltéve, hogy a dobott szamok kozott nincs két egyforma, mennyi a valészinlisége
annak, hogy legaldbb az egyiken hatos van?

Egy piros, egy kék, és egy sdrga szabélyos kockaval dobunk. Legyen az altaluk mutatott harom szdm rendre
P K,S.

a) Mi a valdszinilisége, hogy mindhdrom dobas kiilonb6z6?

b) Feltéve, hogy mindhdrom dobas kiilonb6z6, mi a valészintisége, hogy P < K < S?

¢) Mennyi P{P < K < S}?

a) En kétgyerekes csalddbdl szdarmazom. Mi a valészintisége, hogy a testvérem lany?

b) A kiraly kétgyerekes csaladbdl szarmazik. Mi a valésziniisége, hogy a testvére lany?

**® Két goly6 mindegyike egymastol fiiggetleniil 1/2-1/2 valészinliséggel feketére vagy aranyszintre lett festve,
majd egy urndba helyezték oket.

a) Tegyiik fel, hogy tudomdsunkra jut, hogy az aranyszin{i festéket hasznaltdk, azaz legalabb az egyik golyo
aranyszind lett. Ekkor mi a feltételes val6szintisége, hogy mindkét goly6 aranyszinii?
b) Most tegyiik fel, hogy az urna megbillent, az egyik goly6 kigurult belble, és azt latjuk, hogy ez a goly6
aranyszind. Ekkor mi a valészintisége, hogy mindkét goly6 aranyszin(i?
Magyardzzuk meg a valaszunkat.
Harom szakécs, A, B és C, egy specidlis siiteményt siitnek, melyek azonban sajnos rendre 0.02, 0.03, 0.05
val6szintiséggel nem kelnek meg rendesen a harom szakacs keze alatt. Az étteremben ahol dolgoznak, A siiti
a siitemények 50%-at, B a 30%-at, C pedig a 20%-at. A rossz stitemények hany szazalékat siitotte A?

27z z7z

*® Egy elsd- és masodévesek altal latogatott targyat 8 elsGéves fid, 6 elsGéves lany, 4 masodéves fid vett fel.
Hany masodéves lany vette fel a targyat, ha tudjuk, hogy egy, a targy hallgat6i kozil véletleniil valasztott
hallgaté neme €s évfolyama fiiggetlen egymastol?

Egy genetikai rendellenesség a magzatok fél szdzalékat érinti. Egy ,,megbizhaténak szdmitd” diagnosztikai
eljaras a meglévo rendellenességet biztosan detektdlja, mig rendellenesség hidnyaban 95% valdszintiséggel a
helyes negativ vélaszt adja, 5% valdszintiséggel pedig a hibas pozitiv valaszt. Ha az eljaras erdeménye pozitiv,
mi a valészinfisége, hogy magzatunknak tényleg megvan a rendellenessége?

Tegyiik fel, hogy szabdlyos fej-iras dobast szeretnénk generalni, de csak egy cinkelt érme all rendelkezéstinkre,
amely altalunk ismeretlen p valészintiséggel mutat fejet. Tekintsiik a kovetkezd eljarast.

(a) Feldobjuk az érmét.

(b) Megint feldobjuk az érmét.

(c¢) Ha mindkét dobds eredménye fej, vagy mindkét dobds eredménye iras, akkor Ujrakezd;jiik az elsd 1épéssel.
(d) Ha viszont a két dobds eredménye kiilonbozd, akkor az utolsé eredmény lesz az algoritmus kimenete.

a) Mutassuk meg, hogy az algoritmus egyforma valdsziniiséggel szolgéltat fejet vagy irast.

b) Lehetne-e Ggy egyszeriisiteni az eljarast, hogy addig dobjuk az érmét, amig két egymast kovetd dobds
kiilonbozd lesz, és az utolsé dobast tekintjiik?

Egy n elemi halmazbdl az A és B véletlen részhalmazokat egymastdl fiiggetleniil egyenletes eloszldssal
vélasztjuk ki a 2" lehetséges részhalmaz koziil.

a) Mutassuk meg, hogy P{A C B} = (%) . (Tipp: tekintsiik az eredeti halmaz minden egyes elemét.)
b) Mutassuk meg, hogy P{AN B =0} = (%) .

*® Egy szabdlyos érmét kétszer feldobunk. Legyen A az az esemény, hogy az els6 dobds eredménye fej, B az
az esemény, hogy a masodik dobds eredménye fej, és C az az esemény, hogy a két dobds eredménye egyezik.
Mutassuk meg, hogy A, B és C paronként fiiggetlenek, de nem fiiggetlenek.
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*® Az id6jaras-elorejelzés egyszerti modelljeként tegyiik fel, hogy az id6 vagy esds, vagy napos, és p annak a
valdszintisége, hogy holnap ugyanolyan lesz mint ma, a kordbbi napokt6l fiiggetleniil. Ha az id6 napos januar
elsején, legyen P,, annak valészintisége, hogy n nap milva szintén napos. Mutassuk meg, hogy P, kielégiti a

P,=2p—1)P,_1 + (1 —p), n>1; P=1

rekurziét. Bizonyitsuk be, hogy P, = 1 + 1(2p — 1)" minden n > 0 esetén.

Egy vadasz 30 méter tdvolsagban felfedez egy rokat €s rdl6. Ha a roka ezt tiléli, akkor 10 m/s sebességgel
probal menekiilni. A vaddsz 3 masodpercenként djratolt és 16 a rékara, mindaddig, amig meg nem oli, vagy
(szerencsés esetben) a réka el nem tiinik a latéhatdron. A vadasz taldlati valészintisége a tavolsag négyzetével
forditottan ardnyos, a kovetkezd képlet szerint:

P{a vadisz eltaldlja az 2 méter tdvolsigban levs rékét} = 675z 2 (x > 30).

Ha taldlat is éri a rékdt, nem biztos, hogy fatélis: az egyes taldlatokat (fiiggetleniil azok szdméatdl) a réka 1/4
valdszintiséggel tiléli. Mi a val6szinlisége annak, hogy a réka tuléli ezt a kellemetlen kalandot?

Megjegyzés: A feladatot nyilvan matematikusok talaltdk ki matematikus didkoknak. Miért rossz modellje ez
a rokavaddszatnak?

*¢ Iszédkos Ivédn a nap 2/3 részét kocsmdban t5lti. Mivel a faluban 5 kocsma van, és Ivdn nem vdlogatds, azonos
eséllyel tartézkodik barmelyikben. Egyszer elindulunk, hogy megkeressiik. Négy kocsmat mar végigjartunk,
de nem taldltuk. Mi a val6szintisége annak, hogy az 6todikben ott lesz?

Moricka és Pistike pingpongoznak. Minden jatszmat a tobbitdl fiiggetleniil Mdricka p, Pistike pedig g valo-
szintiséggel nyer meg, aholp > 0, ¢ > 0és p + g = 1. A jaték akkor ér véget, ha valaki két egymads utani
jatszmdt megnyer.

a) Mi a val6szintisége, hogy Mdricka nyeri az utolsé jatszmat?

b) Mi a valészintisége, hogy ugyanaz nyeri az elsd jatszmat, mint az utols6t?

¢) Ha tudjuk, hogy az utolsé jatszmat Moéricka nyerte, mennyi a valészinidsége, hogy az els6t is?

Egy televizios vetélkedSben a jatékosnak harom ajt6 koziil kell valasztania, és a mogotte elrejtett nyereményt
kapja jutalmul. Az egyik ajté mogott egy luxusautd taldlhatd, a masik kettd mogott pedig egy-egy kecske.
Mikor a jatékos kivélasztott egyet a hdrombdl, a jatékvezetd a masik két ajt6 koziil kinyit egyet, ami mogott
kecske van, és felajanlja, hogy a jitékos még megvaltoztathatja a dontését. Erdemes-e attérni a masik ki nem
nyitott ajtéra? Mekkora valészintiséggel nyerjiik meg igy az aut6t?

n dobozban elhelyeziink N golyét tigy, hogy mind az n” elhelyezés egyenlSen val6szini. Feltéve, hogy egy
adott dobozba esik goly6, mennyi a valészintisége annak, hogy K goly6 esik bele?

Aladir, Béla, Cili és Domotor hazudésak: dtlagosan az esetek 2/3-dban hazudnak mind a négyen, egymastol
fliggetleniil, véletlenszer(en.

Aladdr azt dllitja, hogy Béla tagadja, hogy Cili azt mondta, hogy Dométor hazudott.

Mi a valésziniisége annak, hogy Domotor igazat mondott? (Feltételezziik, hogy Aladar tudja, hogy mit min-
dott Béla, Béla tudja, hogy mit mindott Cili, Cili tudja, hogy mit mindott Démétor. Tovabba, hogy Cili azt is
el tudja donteni, hogy Domotor hazudott-e vagy sem.)

Adott egy (végtelen térfogatd) urndnk és végtelen sok, az NT = {1, 2, 3, ...} elemeivel szdmozott, golydnk.
Az urna eredetileg iires. Ejfél el6tt egy perccel fogjuk az 1, 2, ..., 10 szamu golydkat, behelyezziik Sket
az urndba, az urndt jol dsszerdzzuk, majd véletlenszerien kihizunk az urndbél egy goly6t, amit elhajitunk.
Ejfél el6tt fél perccel fogjuk a 11, 12, ..., 20 szamii golydkat, behelyezziik Sket is az urnaba, az urnat j6l
osszerdzzuk, majd véletlenszertien kihizunk az urnbél egy goly6t, amit elhajitunk. Ejfél el6tt 2—™ perccel
fogjuk az 10n + 1, 10n + 2, ..., 10(n + 1) szdmu golydkat, behelyezziik Gket is az urndba, az urndt jol
osszerdzzuk, majd véletlenszertien kihtizunk az urnabdl egy golyét, amit elhajitunk. Es ezt igy folytatjuk
éjfélig. Bizonyitando, hogy éjfélkor az urna 1 valészintiséggel iires lesz.

(Tipp: Analizisbdl tudjuk, hogy ha 0 < e, < 1 minden n-re, akkor HZO:1(1 — &n) > 0 pontosan akkor, ha
ZZO:1 ep < 00.)

Al4bb egy dramkor, ahol mindegyik kapcsolé egymastdl fiiggetleniil 1/2 — 1/2 valdszintiséggel van nyitva
vagy zarva.
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Mi a valdszintisége, hogy A-t6l B-ig aram folyhat ezen az dramkoron? (Ezért itt kiilon nem jar pont, de
érdekes: valaszoljunk szdmolds nélkiil is, szimmetridk segitségével! (Persze ha valaki ezt helyesen meg-
csindlja és nem szdmol, az is teljes értékli megoldas.))

*® 50 szazalék az esélye, hogy a kirdlyn6 hordozza a hemofilidért felelés gént. Ha hordozd, akkor mindegyik
hercegnek 50-50 szazalék az esélye arra, hogy hemofilids legyen. Ha a kirdlynd harom fia nem hemofilids,
mekkora az esélye annak, hogy a kirdlynd hordoz6? Ha sziiletik egy negyedik herceg is, mekkora az esélye
annak, hogy hemofilids lesz?

5 férfit és 5 n6t rangsorolnak egy vizsgan. Tegyiik fel, hogy nincs két egyforma pontszdm, és mind a 10!
elrendezés egyforman valészind. Legyen X a legjobb nd helyezése (példaul X = 1 azt jelenti, hogy a legjobb
vizsgdzé egy nd). Hatdrozzuk meg X eloszldsat és varhat6 értékét.

Ot jatékos, A, B, C, D, E kozott véletlenszeriien szétosztjuk a szamokat 1-t61 5-ig, ismétlédés nélkiil. E-
16szor A és B mérkdzik: akinek magasabb a szdma, tovabbjut. Az igy tovabbjuté most C-vel mérkézik,
azutdn a koziilik tovabbjuté D-vel, majd az itt nyertes E-vel. Legyen X az a szdm, ahdany mérkdzést A nyer.
Hatdrozzuk meg X eloszldsat.

Egy csalddban n > 1 gyermek ap™ valészintiséggel van, ahol o < (1 — p)/p.

a) A csalddok hdnyadrészében nincs gyermek?

b) Ha a gyermekek egymadstol fiiggetleniil egyforma eséllyel fidk és lanyok, akkor a csalddok hanyadrészé-
ben lesz pontosan k fit (és tetsz6leges szamu lany)?

Hamis érmével dobunk, de nem tudjuk, hogy mennyire torzit az érme. El6zetesen annyit eldrult nekiink a
torz-érme gyér, hogy egyenletesen torzitjdk az érméket, vagyis mindenféle p € [0, 1] egyenletesen fordul
el6. Az elso irast n.-szerre dobtuk (addig csupa fejet). Mit tippeliink, mekkora a p? (Mi a legvaldszintibb
p?) Alulrdl illetve feliilrdl (0-t6l c-ig illetve c-tdl 1-ig) mekkora intervallumnak van mér elég nagy (mondjuk

0.95-6s) valészintisége, hogy oda esik a p?

Az « kockédnak 4 piros és 2 fehér, mig a 0 kockanak 2 piros és 4 fehér lapja van. Feldobunk egy érmét.
Ha fej a dobds eredménye, akkor a tovdbbiakban az a kockdt haszndljuk, ha pedig irds akkor a 3-t. Az igy
kivélasztott kockdval egymdsutin n-szer dobunk.

a) Mi annak a valészinlisége, hogy a k-adik dobasndl az eredmény piros? (k = 1,2,...,n)
b) Feltéve, hogy mind az els6 k& — 1 kockadobds eredménye piros, mi annak a valészintisége, hogy a k-adik
dobas eredménye is piros lesz? (k =1, 2, ..., n)

*® Egy ketyere két kiilonb6z6 okbdl romolhatott el. Az elsé ok ellendrzése F; forintba keriilne, és ha valéban
az a probléma, akkor a javitdsa J; forint. Hasonl6an, a masodik ok ellen6rzése F'5 forintba keriil, és ha az a
probléma, akkor a javitas .J, forint. (Ha viszont az el6szor ellendrzott okndl nincs probléma, akkor a masik
lehetséges okot eldszor ellendrizniink kell, majd javitanunk.) Legyen p és 1 — p annak val6szintiségei, hogy a
ketyere az els illetve a masodik okbdl romlott el. Hatdrozzuk meg, mely E;, Fo, Ji, Ja, p értékek mellett
érdemesebb varhatdan az elsé okkal kezdeni az ellendrzést, és melyeknél a masodik okkal.

A Magyar Etikett Intézet felmérése szerint Magyarorszdgon a fiik két kategdridba oszthatéak: 2/3-uk ud-
varias, 1/3-uk udvariatlan. Az udvarias fiik az esetek 90%-dban engedik el6re a lanyokat az ajtéban, az
udvariatlanok viszont csak az esetek 20%-aban. Lattam, hogy Jancsi elére engedte Juliskat, Jutkat viszont
nem.

a) Mennyi annak a valészintisége, hogy Jancsi az udvariatlan kategéridba tartozik?

b) Mennyi annak a val6szintisége, hogy ezek utan Jancsi Erzsit is el6re fogja engedni?

6
Pn = ( > 07771037
n—1

Sarkanyfoldon az n fejii sarkany

valdszintiséggel fordul el6 (n = 1, 2, ..., 7). Egy sarkdny fejeinek levagdsa veszélyes miivelet: az ember
minden fejét egymastdl fiiggetleniil 90% eséllyel tudja levégni, és ha ez nem sikeriil, akkor a sarkdny megeszi
az embert.
a) * Elém keriil egy sarkdny, de a nagy kodben nem latom, hogy hanyfejd. Mi az esélye, hogy tilélem a
taldlkozast?
b) *® Tegyiik fel, hogy épp most vigtam le a hatodik fejét, de még mindig nem latom, hogy maradt-e feje.
Ilyen helyzetbdl mekkora valdszintiséggel élem tdl a harcot?
¢) * Csata utdn taldlkozom a cimbordmmal, aki szintén legy6zott egy sarkanyt. Ezt figyelembe véve mi a
valésziniisége, hogy hétfejilivel volt dolga?
Két dobdkockdt dobalunk, és mindig az dsszeget tekintjiik.

a) Addig dobunk, mig a két kockan 1év6 pottyok osszege 7 nem lesz. Mi a valdszintisége, hogy nem dobtunk
el6tte 11-et?
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b) Most addig dobunk, mig a dobott 6sszeg 7 vagy 11 nem lesz. Mi a valészintisége, hogy amikor megéallunk,
7 az 6sszeg?

¢) Lassuk be, hogy a dobasok szdma a b) feladatban és az, hogy mennyi az 6sszeg megallaskor, fiiggetlenek.

* Amerikaban egy eskiidtszék elitéli a vadlottat, ha a 12 eskiidtbdl legaldbb 8 biinosnek szavazza a vadlottat.
Ha minden eskiidt 6 valdszintiséggel dont helyesen, akkor mi a val6szintisége a helyes dontésnek? Tegyiik
fel, hogy a vadlott p valoszinlséggel blinds valdjaban.

Kaszinéban az alabbi jitékot jatszuk: Minden 1épésben fogadunk elére az ¢« = 1, 2, ..., 6 szdmok vala-
melyikére, majd feldobnak 3 kockat. Ahdnyszor kijott a fogadott szimunk, annyi petdkot kapunk, ellenben
fizetniink kell 1 petdkot, ha egyszer sem jott ki a fogadott szam. Fair-e a jaték?

** Egy n komponensi rendszer alkatrészei egymastdl €s a multjuktdl is fiiggetleniil minden nap p valészin(i-
séggel meghibasodnak, de ezeket esténként kijavitjuk. A rendszer ledll, ha legaldbb k alkatrész meghibasodott.
Mi annak a valdsziniisége, hogy el6szor a t. napon all le a rendszer?

*® Polya urna: Egy urndban kezdetben a piros és b kék golyd van. Minden egyes 1épésben kihtizunk egy
golyot, megnézzilk, milyen szinfi, majd &t és egy vele megyegyezd szind goly6t visszatesziink. (Vagyis a
golydk szdma az urndban minden 1épésben eggyel nd). A t. 1épéskor mi annak a valészintisége, hogy kék
golyét hizunk?

A Gomboéc Artiir csokigyar nagyon sok csokit gyart, és egy kampanyukban szabalyos dobdkockaval dontot-
ték el, hogy a csokik hanyadrésze (mindegyik, fele, harmada, ..., hatoda) nyer. Persze az eredményt nem
hoztdk nyilvdnossdgra. A haverommal vesziink egy-egy Gombdc Artir csokit. O bontja ki elészor, és nyer a
csokijaval. Mi az esélye, hogy én is nyerni fogok a magaméval?

** Egymas utdn nyolcszor dobunk egy szabdlyos érmével. Legyen X az egymds utdni egyforma kimenete-
lekbdl 4ll6 sorozatok szdma, vagyis pl. csupa fej esetén X = 1, a FFIIIIFI sorozatndl pedig X = 4.
Hatarozzuk meg X eloszlasat.

*® 5 buszon 6sszesen 180 tanul6 utazik. Az egyes buszok rendre 38, 33, 27, 53 es 29 tanulét szallitanak. Va-
lasszunk ki véletlenszertien egy tanuldt; ekkor jelolje X azt, hogy hany tanulé utazik azon a buszon, amelyik
a kivalasztott tanulét széllitja. Valasszunk véletlenszeriien egy sofért. Y jeldlje azt, hogy a sofér buszan hany
tanul6 utazik.

a) Mit gondolunk, X vagy Y vérhat6 értéke nagyobb? Miért?

b) Szamoljuk ki E(X)-et és E(Y)-t!

¢) Szamoljuk ki D?(X)-et és D?(Y)-tis!
Véletlenszertien elhelyeziink egy huszart egy iires sakktablara. Mennyi a lehetséges 1épései szamanak a var-
hato értéke?

7 vz

A és B a kovetkezd jatékot jatssza: A gondol 1-re vagy 2-re, ezt leirja, majd B-nek ki kell talalnia, melyik
szamra gondolt A. Ha az A dltal leirt szdm ¢ és B jOl tippelt, akkor B i egységet kap A-t6l. Ha B melléfog,
akkor 6 fizet A-nak %—t. Ha B randomizalja tippjét, azaz p valészintiséggel tippel 1-re és 1 —p valészintiséggel
2-re, hatdrozzuk meg nyereménye varhaté értékét, amennyiben

a) az A altal leirt szam az 1,

b) az A altal leirt szdm a 2.
Milyen p érték maximalizdlja B minimdlis varhaté nyereményét, €s mi ez a maximin érték? (Figyeljiik meg,
hogy B vérhat6 nyereménye nem csak p-tol fiigg, hanem attdl is, hogy mit csindl A.)
Tekintsiik most az A jatékost. Tegyiik fel, hogy 6 is randomizalja a dontését, és ¢ valdszintiséggel gondol 1-re.
Mennyi A vérhaté vesztesége,

a) ha B 1-re tippel, ill.

b) ha B 2-re tippel?
Mely ¢ értékkel tudja A minimalizdlni a maximdlis varhatd veszteségét? Mutassuk meg, hogy A maximadlis
varhat6 veszteségének minimuma egyenlé B minimadlis varhatd nyereségének maximumadval! Ezt az ered-

ményt hivjadk minimax tételnek, ami a jatékelmélet egyik alapvetd eredménye, és altaldnosan el6szor Neumann
Janos fogalmazta meg. A koz0s értéket a jaték értékének hivjak (B szdmadra).

Egy gép véletlenszerien valaszt 1 és 10 kozotti szamot, amit nekiink kell kitaldlni, dgy, hogy kérdéseket
tesziink fel, amire a gép igennel vagy nemmel valaszol. Szamoljuk ki, varhat6an hany kérdést kell a gépnek
feltenniink,

a) ha csak rakérdezhetiink, azaz azt kérdezziik, hogy ,,A gondolt szdm 7’ ¢ = 1, 2, ..., 10, illetve

b) ha kérdéseinkkel mindig megprébaljuk megfelezni a fennmaradé lehetséges szamok korét.

(Szentpétervari paradoxon) Egy érmével addig dobunk, mig a fej oldaldra nem esik. Ha az n-edik feldobas
eredménye fej, akkor a jatékos 2™ forintot nyer. Mutassuk meg, hogy a nyeremény vérhat6 értéke végtelen!
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a) Megéri-e egy jatékért 1 millié forintot fizetni?
b) Megéri-e jatékonként 1 milli6 forintot fizetni, ha annyiszor jatszunk, ahdnyszor csak akarunk, és csak az
Osszes jaték befejezése utdn van elszamolds?

*® Minden este tobb killonb6zd meteorolégus jésolja meg, mekkora valészintiséggel fog holnap esni az esé.
Hogy megitéljiikk, mennyire jok a meteorolégusok, a kovetkez&képpen pontozzuk dket: ha egy meteorolégus
p valészintiséggel jésolt esot, akkor

1—(1—p)? pontot kap, ha valéban esik méasnap,
1—p? pontot kap, ha nem esik.

Ezek utdn egy rogzitett idészakban mérjiik az egyes meteorologusok dtlagpontszamat, és a legjobb eldrejelz6
a legmagasabb pontszdmot kapott meteorolégus lesz. Tegyiik fel, hogy az egyik meteoroldgus tudja ezt, és
maximalizalni szeretné atlagat. Ha azt gondolja, hogy p* valészintiséggel fog esni holnap, mekkora p értéket
érdemes jelentenie?

Egy embernek n kulcsa van, amelyek koziil egyetlen egy nyit egy bizonyos ajtét. Emberiink véletlenszertien
probalkozik a kulcsokkal mindaddig, amig ra nem taldl a megfeleld kulcsra. Hatdrozzuk meg a prébalkozdsok
szdmanak vdarhat6 értékét, ha

a) a sikertelen kulcsokat nem zdrja ki a tovabbi prébalkozasok sordn (visszatevéses hiizdsok),

b) a sikertelen kulcsokat kizdrja a tovabbi prébalkozasok sordn (visszatevés nélkiili hizasok).
Egy csiitortoki buliba az n meghivott mindegyike a tobbiektd] fiiggetleniil 1/2 valdszintiséggel jon el. Mennyi
a valésziniisége, hogy a meghivottak legaldbb fele eljon? Es, ha a hénap négy csiitortokjén szervezek bulit,
mennyi annak a valdszintisége, hogy lesz legalabb ketts, amin elegen lesziink (azaz a meghivottak legalabb
fele eljon)?

*® Két kockaval (egyik piros, masik z6ld) dobva, mennyi a dobott szimok maximumanak ill. minimumaénak
vérhat6 értéke? Dobtam a két kockdval, haromszor: az egyik kockét, a pirosat mindig meglestem, hihetetlen,
de mindhdromszor 3-as szerepelt rajta. Mi a valdsziniisége, hogy legaldbb egyszer nagyobb volt, mint a z6ldon
1évé, éppen akkor dobott szdm?

n darab k-lapu ,.kockaval” dobva mennyi a dobott szamok maximumanak ill. minimumanak vérhat6 értéke?
a) Hdromszor dobunk egy hamis érmével, amin a fej val6szintisége 3/8. Jelolje X a fej dobdsok szdmiét.
Szamoljuk ki X varhat6 értékét és szoérasat!
b) Héromszor dobunk egy hamis érmével, amin a fej val6szintisége 3/8. Jelolje U azt a szdmot, ahdnyszor

P

sikeriil az el6z6 dobast megismételniink. (igy U értéke 0, 1 vagy 2 lehet.) Szamoljuk ki U varhat6 értékét
és szorasat!

** Legyen E(X) = 1 és D?(X) = 5, szdmoljuk ki
a) E(3+5X)%-tés
b) D?(2 + 7X)-t.

N egy nemnegativ egész értékii valosziniiségi valtoz6. Mutassuk meg, hogy
o0
=Y P(N >i).
i=1

(Tipp: S.P(N >i) =Y 3. P(N = k). Es most szummacsere!)
i=1 i=1k=i

N egy nemnegativ egész értékl valdszinliségi valtoz6. Mutassuk meg, hogy

oo

> iP(N > i) =

i=1

(E(N?) — E(N)).

N =

Egy m csalddbdl 4116 kozosségben n,; csalddban van i gyerek (3 n; = m). Legyen X egy véletlenszertien
i=1

vélasztott csalddban a gyerekek szdma. Vdlasszunk ki véletlenszerfien a Z in; gyerek koziil egyet; jelolje Y

azt, hogy a kivalasztott gyerek csalddjdban hany gyerek van. Mutassuk meg, hogy E(Y) > E(X).

Tegyiik fel, hogy repiilés kozben egy repiil6gép motorjai egymastdl (teljesen) fiiggetleniil 1 — p valészinliség-
gel hibasodnak meg. Ha egy repiilének a repiiléshez a motorjainak legaldbb felére van sziiksége, milyen p
értékekre biztonsdgosabb egy dtmotoros repiilégép, mint egy hdrommotoros?
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6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

Bonusz:

6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

Legyen X Binom(n, p) eloszldsd valdszintiségi vdltoz6. Milyen p értékre lesz maximdlis P{X = k}, k =
0,1,...,n? Ez arra példa, hogy a statisztikidban hogyan becsiilik meg p értékét, ha egy Binom(n, p) eloszlasi
valészintiségi valtozé megfigyelt értéke k. Ha feltessziik, hogy n ismert, akkor p-t azzal a p értékkel becsiiljiik,
amire P{X = k} maximadlis. Ezt a médszert hivjdk maximum likelihood becslésnek.

6-szor feldobunk egy hamis pénzérmét, ami 70% valdszintiséggel ad fejet. Ha tudjuk, hogy 6sszesen 3-szor
lett fej az eredmény, mi a val6szintisége, hogy

a) az elsd dobas fej;

b) azels6 3 eredmény rendre F|, I, I (azaz az elsé fej, a masodik és a harmadik iras);

¢) azelsé 3 eredmény rendre I, F', I;

d) azelsd 3 eredmény rendre I, I, I volt?
*® Egy bulvarlapban oldalanként varhatéan 0.2 nyomtatasi hiba van. Mi a valdszintisége annak, hogy a kovet-
kez6 oldalon

a) 0,

b) 2 vagy tobb hiba van?
Indokoljuk a vélaszt!

Egy allamban az 6ngyilkossagi rata 1 ongyilkossdg per 100 000 lakos per honap. Vizsgiljuk meg az dllam
egy 300 000 lakost varosat!

a) Mi a valdszintisége annak, hogy egy adott hénapban legaldbb 7 ember lesz 6ngyilkos?
b) Mi a valészintisége annak, hogy egy adott évben legalabb 2 hénapban lesz legalabb 7 ongyilkossag?
¢) Legyen a mostani hénap az 1., mi a valdszintisége annak, hogy el6szor az i. hénapban lesz legalabb 7
ongyilkossag? (i > 1)
Milyen feltevésekkel éltiink?

Legyen X )\ paraméterti Poisson eloszldsi valészintiségi valtozé. Mutassuk meg, hogy P{X = i} i no-
vekedésével elGszor nd, majd monoton csokken, a maximumat a ¢ = |\|-nél veszi fel. (Tipp: tekintsiik
P{X =i}/P{X =i—1}-er.)

Legyen X A paraméteri Poisson eloszlast val6szintiségi valtoz6. Mutassuk meg, hogy

1
P{Xpdros} = 5(1 +e ).
Atlagosan hdny mazsoldnak kell egy siitiben lennie, ha azt kivanjuk elérni, hogy egy véletlenszertien vilasztott
siitiben legaldbb 0.99 valdszintiséggel legyen (legaldbb egy szem) mazsola?

7 z

Egy erd6 dtlagos siirisége: 16 fa 100 m2-enként. A fik torzse teljesen szabdlyos, 20 cm atmérdii kor alapi
henger. Egy puskagoly6t 16viink ki célzds nélkiil, az erdd sz€létdl 120 m-re, kifelé az erd6bdl. Mennyi annak
a val6szintisége, hogy eltaldlunk egy fatdrzset?

(Tekintsiink el attdl az apré zavard tényez6tdl, hogy a fak alapkoreinek kozéppontjai min. 20 cm tadvolsdgban

vannak.)

Szdmitsuk ki az (1 + X))~ val6szintiségi valtoz6 varhaté értékét a kovetkezd esetekben:
a) ha X Binom(n, p) eloszlasu;
b) ha X Poi()) eloszlasu.

(Tipp: integrdljunk valami szépet.)

**® Lovas gatversenyen a lovasok korpalyan versenyeznek, €s a 16 a palyan elhelyezett sok akaddly mindegyikét
egymastol fiiggetleniil azonos valészintiséggel veri le. Ha 5% annak valdszintisége, hogy a lovas hibatlanul
teljesit egy kort, mennyi az esélye, hogy egy korben legfeljebb harom akadalyt ver le?

London kozponti keriiletében bekovetkezd autdbalesetek szdma szdraz napos idében A = 10 paraméteri
Poisson-eloszlasd, mig nedves esds iddben p = 20 paraméter(i Poisson-eloszlasi. Kora novemberben Lon-
donban p = 0.6 valdszinfiséggel van ronda es6s id6 (egész nap), ¢ = 0.4 a valdszinlisége annak, hogy ve-
r6fényes napsiités van (szintén egész nap). Azt olvastam a Times-ban, hogy milt csiitortokon 17 autdbaleset
tortént London kozpontjdban. Mennyi a valészinlisége annak, hogy esett az es§?
*® Egy nagy virdgdgydsba sok virdgmagot szérunk egyenletesen. Késébb a virdgdgyast sok kis egyenld méreti
darabra osztjuk. Azt tapasztaljuk, hogy a kis darabok 10%-dba nem Kkeriilt egyetlen mag sem.

a) Hany magot szértunk ki folddarabonként atlagosan?

b) A folddarabok hany szdzalékdban lesz egynél tobb mag?
Legyenek p € (0,1),n € Nés A = pn € (0, oo) rogzitve. Tovdbba: aj := Pginom(n, p)(k)/Proi(r) (k).
Bizonyitsuk be, hogy amint £ = 0, 1, 2, ... novekszik
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6.14

6.15

6.16

6.17

6.18

6.19

6.20

6.21

a) ay el8szor novekszik, majd csokken, és a maximalis értékét |\ + 1]-nél éri el.

b) aj eldszor kisebb, mint 1, majd 1 f61é nd, majd Gjbdl 1 ala csokken.
Egy tjsdgkihord6 100 forintért veszi és 150 forintért adja el az djsdgokat. Az el nem adott lapokat nem
vésaroljak t6le vissza. Ha az djsdgokra a napi igény binomidlis eloszlasu véletlen valtozé, n = 10 p = %
értékekkel, koriilbeliil hany lapot vegyen, ha varhat6 profitjat szeretné maximalizalni?
Tegyiik fel, hogy egy adott idSben tortént események szdma A\ paraméterd Poisson valdszintiségi valtozo.
Mutassuk meg, hogy ha minden eseményt p valdszinliséggel szdmolunk, fiiggetleniil a tobbi eseménytdl,
akkor a megszamolt események szama A\p paraméterd Poisson valészintiségi valtozé! Emellett adjunk intuitiv
érvelést arra, hogy miért kell ennek igy lennie.
Az el8z6ek alkalmazésdra példa: Tegyiik fel, hogy egy adott teriilet urdnlelShelyeinek szdma Poi(10) eloszldsu
véletlen véltozé. Minden lelShelyet a tobbit6l fiiggetleniil % val6szintiséggel fedeznek fel. Szdmoljuk ki
annak a val6sziniiségét, hogy (a) pontosan 1, (b) legaldbb 1 és (c) legfeljebb 1 lel6helyet fedeznek fel az adott
idd alatt.

A “Kocogj veliink!” mozgalom keretében tavaly futoversenyt rendeztek a Duna-kanyarban. A palyat sajnos
kullanccsal fertézott teriileten at vezették. Kideriilt, hogy a versenyzdk koziil 300-an taldltak magukban egy,
75-en pedig két kullancsot. Ennek alapjdn becsiiljiik meg, hogy koriilbeliil hdnyan indultak a versenyen!

Adott egy hamis érménk, mely p valdszintiséggel mutat fejet. Ezt az érmét O id6pontban feldobjuk, és azt
latjuk, hogy fejre esik. Egy A\ paraméterti Poisson folyamat altal megadott idSpillanatokban az érmét djra és
ujra feldobjuk, mig egyéb id6pontokban nem nytlunk az érméhez. Mi a valdszintisége, hogy ¢-kor az érme
fejet mutat?

Egy orszdgban a hdzasparok az elsd fidig véllalnak gyereket. Mi a nemek ardnya ebben az orszdgban? Igaz-e,
hogy az egy csalddban sziiletett gyerekek neme fiiggetlen egymastol?

*¢ Tegyiik fel, hogy X eloszlasfiiggvénye, F' a kovetkez6képpen adott:

0 hab <0

Z ha0<b<1
F(b) = %er% hal<b<2

% ha2 <b<3

1 ha3 <b

a) Szdmoljuk ki P{X =i}-t,i=1,2,3.

b) Mennyi P{1 < X < 2}?
Egy urnaban 4 piros és 4 kék goly6 van. Véletlenszerlien kivalasztunk 4 golyét. Ha 2 koziiliik piros és 2
kék, akkor megallunk. Kiilonben visszarakjuk a goly6kat az urndba és djra valasztunk 4 goly6t. Az egészet
mindaddig folytatjuk, amig 4 hiizott goly6bdl pontosan 2 piros lesz. Mi a valészintisége, hogy pontosan n-szer
hidzunk?

a) Egy rendszer a bekapcsoldstdl szamitva X hoénapig miikodik. Hatdrozzuk meg X varhaté értékét, és
annak valészinlségét, hogy a rendszer legaldbb 5 hénapig miikodik, ha X stirtiségfiiggvénye:

f(x) Cre */? haz >0,
xT) =
0 haz <0.
b) Legyen
5
C(2x—2%) ha0<z< =,
fz) = 2
0 kiilonben,
és
9 5
C2xr—2°) ha0<z< _,
g(x) = 2

0 kiilonben.

2

Lehet-e f ill. g stirtiségfiiggvény? Ha igen, hatarozzuk meg C-t €s az f ill. g dltal meghatdrozott eloszla-
sok varhatoértékét!

¢) Milyen « és c értékekre lesz eloszlasfiiggvény a kovetkezd fiiggvény?

F(z) = exp(—ce
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6.22

7. HF:
7.1

7.2

7.3

74

7.5

7.6

7.7

*¢ Egy benzinktit hetente egyszer kap benzint. Hogyha a heti eladas (ezer literben mérve) egy val6szintiségi
véltoz6

o) 5(1—x)% ha0<z<1,
€Tr) =
0, egyébként
stirliségfiiggvénnyel, akkor mekkora méreti tartdly sziikséges ahhoz, hogy egy adott héten a benzinkdit 0.01-
nél kisebb valdszintiséggel fogyjon ki a benzinbd1?

Tudjuk, hogy minden Y nemnegativ valdsziniiségi valtozéra
o0

E(Y) = /P{Y > t}dt.

0

Mutassuk meg, hogy egy X nemnegativ val6szinliségi valtozéra
E(X") = /n:c"flP{X > x}de
0

teljesiil. (Tipp: kezdjiik azzal, hogy

E(X") = /P{X" > t}dt,
0
majd cseréljiink vdltozot (t : = x™).)
a) Legyen X valészintiségi véltoz6 varhat6 értéke i, szordsnégyzete o2, és legyen g egy kétszer differenci-
alhato fiiggvény. Mutassuk meg, hogy

(Tipp: fejtsiik g-t p koriil 3 tagig Taylor sorba, és hanyagoljuk el a megmarado részt!)
b) Legyen X egy A varhat6 érték{i Poisson eloszldsu valdszintiségi valtozé. Mutassuk meg, hogy ha A nem
tal kicsi, akkor
D?*(VX) ~ 0.25.
Lepddjiink meg. (Tipp: haszndljuk fel az el676 feladatot E(v/ X) kozelitésére!)
Ketten céllovésben versenyeznek, a két versenyzd p1, illetve po valdszintiséggel ér el taldlatot (p; < p2). Az
tigyetlenebb kezd, majd felvaltva 16nek. Aki elszor taldl, az nyer.
a) Mennyi a valdszintisége annak, hogy az iigyesebb nyer?
b) Mennyi a jaték varhat6 id6tartama, ha percenként egy 16vést végeznek?
¢) A viarhat6 id6tartam azonnal adédik, ha p; = po (miért?). Ellendrizziik le, hogy az el6z6 kérdésre adott
valaszunk ebben az esetben az, ami azonnal adodik.

** Legyen F'(x) folytonos eloszlasfiiggvény, és F'(0) = 0. Mutassuk meg, hogy

() 0, ha —oo <2 <1,
x) =
F(z) — F(z™'), hal<az <oo

is eloszlasfiiggvény. Adjunk valésziniiségszamitasi értelmet a fenti formuldnak.

1
* Konstrudlhat6-e olyan folytonos g : [0, 1] — [0, co) fiiggvény, amelyre [ g(z)dz =1, [z - g(z)dz = a,
0

1
[2? - g(x)dz = a*?
0

** Egyenletesen vélasztunk egy pontot a (0, 1) intervallumbdl, jelolje ezt X. Mi annak a valdszintiség, hogy
X, 1 — X és 1/2 hdaromszoget alkot?

Az arokugrd versenyfutds szabdlyai a kovetkez6k: A futdpélya egyenes, és van rajta végtelen sok egyforma
arok. Két egyforma képességii versenyzd méri Ossze az erejét arokfutasbol, akik fej fej mellett futnak. Egy
versenyz0 egymds utdn at probalja ugrani az drkokat, végiil egyszer tul kicsit ugrik és beleesik valamelyik-
be. Tegyiik fel, hogy egy versenyzé sohasem farad el, és az 4rkokat egymastdl fiiggetleniil, egyenként 2~
valdszintiséggel tudja atugorni, ahol L az arok hossza. Ha az egyikiik beleesett egy arokba, akkor véget ért a
verseny.
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8. HF:

7.8

7.9

7.10

7.11

7.12

7.13

7.14

7.15

8.1

a) Mutassuk meg, hogy a dontetlen valdszintisége pontosan akkor kisebb e-ndl, ha

1
L < log, (1ji>

b) Ha dontetlen, akkor visszakiildjiik Sket a startvonalhoz és tjra kezdddik a verseny. Ezt ismételjiik egészen
addig, amig gy&ztest nem hirdethetiink. Mekkora legyen L, ha a versenyzok ugrdsainak szimanak varhaté
értékét akarjuk minimalizalni?

teljestil.

2

Hipergeometriai eloszlds tart a Binomidlishoz Madarat gy(riiziink: N madarbdl m gy(rlizott van. Képzeljiik
el, hogy a madargyftirtizést évek o6ta csinaljuk, a madarpopulacid is nd, és dtlagosan a madarak egy bizonyos
hdnyadét vagyunk képesek befogni. Pontosabban, legyen most N — oo, % — p! Bizonyitsuk be, hogy
ekkor, ha (fix) n elem{ mintét vesziink a populaciébdl, és X jeloli a gy(irizott madarak szdmdt az n elem(
mintaban, akkor X eloszldsa binomialishoz tart, azaz
lim P(X =1i) —» P(Bin(n,p) =1)!

N—oco,m/N—p ( ) ( ( p) )
* Egy egységhosszii ropin van egy sddarab, rogzitett s helyen. Mire hazaériink a boltbdl, a tdskdnkban vé-
letlenszerien (egyenletes eloszldssal) kettétorik a ropi a csomagban. Mi a sddarabot tartalmazé ropidarab
hosszanak vérhat6 értéke?
Ha egy taldlkozoéra s € R perccel kordbban érkezem a megbeszéltnél, a - s petdkot fizetek, ha s percet kések,
b - s-t fietek. Az utazds a mai kaotikus kozlekedési feltételek miatt meglehetsen véletlen ideig tart, melynek

2

stiriségfiiggvénye f(x). Mikor induljak, ha a vérhat6 koltséget szeretném minimalizédlni?

*® A buszok rendre minden 6ra egészkor, 15-kor, 30-kor és 45-kor indulnak a megallobol. Ha véletlenszeriien
érkezem 7:00 és 7:30 kozt, mi annak a valésziniisége, hogy

a) 5 percnél kevesebet varok?

b) 8 percnél tobbet varok?

¢) Ugyanez a két kérdés, ha 7:08 és 7:38 kozt érkezem egyenletesen.

d) Es ha 7:00 és 7:25 kozt érkezem egyenletesen?

Bulgéridban tortént, hogy egymds utdni két héten kihiztdk pontosan ugyanazokat a nyerészdmokat a lotton.
Maradjunk hazai vizeken: a hazai, 90-b&l 5-6t hiizés lottén

a) mi annak a valészintsége, hogy jov héten ugyanazokat a szdmokat hizzak, mint ezen a héten?

b) kicsit enyhitsiik a kérdést: mi annak a valészinfisége, hogy a lotté 50 éves torténetében (minden héten
egy hizast feltételezve, sziinet nélkiil, évi 52 héttel szdmolva) valaha eléfordul az, hogy két egymas utani
héten ugyanazt az 6t szimot huizzak?

¢) még egy kicsit enyhitsiik a kérdést: mi annak a valdsziniisége, hogy a lotté 50 éves torténetében (minden
héten egy huzast feltételezve, sziinet nélkiil, évi 52 héttel szdmolva) valaha el6fordul az, hogy olyan 5-0st
hiznak ki, ami mér egyszer volt?

Adjunk numerikus értéket is.

Informatikus haverom az {1,2,...,n}-en egyenletes eloszldst szeretne generdlni. Ezért a random-genera-
torabdl vesz egy [0, 1]-en egyenletes eloszlast, felszorozza n-nel, majd hozzdad 1-et, végiil veszi az egészré-
szét. Szamoljuk ki a kapott valdsziniiségi valtozé eloszldsat! Ez alapjan mondjuk meg, j6-¢ az eljardsa.
A felé a vonatok 20 percenként indulnak 7:00-t6l kezdve, mig B felé 20 percenként indulnak 7:05-t61 kezdve.
a) Ha egy utas 7:00 és 8:00 kozotti egyenletes eloszlast idében érkezik az dllomdsra, majd felszall arra a
vonatra amelyik hamarabb indul, az esetek hdnyadrészében megy A felé, és hanyadrészében B felé?
b) Es ha az utas 7:10 és 8:10 kozotti egyenletes eloszldsu idében érkezik az dllomdsra?
¢) Mi a helyzet akkor, ha B felé gyakrabban, vagyis 7:05-t6]1 kezdve 15 percenként indulnak a buszok?

vz

Szamoljuk ki az el6z6 két kérdés valdszinliségét erre az esetre is.

*® Egy busz A és B virosok kozott jar, mely varosok 100 kilométerre vannak egymadstdl. Ha a busz lerobban,
akkor azt egyenletes eloszlasi helyen teszi a két varos kozotti tton. Pillanatnyilag egy buszszerviz taldlhaté az
A vdrosban, egy a B vdrosban, és egy a két varos kozott féliton. Egy javaslat szerint ehelyett gazdasdgosabb
lenne a harom szervizt az A vérostdl 25, 50, és 75 kilométerre elhelyezni. Egyetértiink-e a javaslattal? Miért?
Mi lenne a szervizek legjobb elhelyezése? Milyen értelemben?

** Tegyiik fel, hogy X normadlis eloszldsu, 6 véarhaté értékkel. Ha P{X > 10} = 0.2, kozelit6leg mennyi X
szorasnégyzete?
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8.2

8.3

8.4

8.5

8.6

Boénusz:

8.7

8.8

8.9

8.10

Tegyiik fel, hogy a 25 éves fiatalemberek magassdga centiméterben mérve normadlis eloszlasd, p = 182 és
0% = 169 paraméterekkel. A 25 éves fiatalemberek hdny szdzaléka magasabb 2 méternél? A két méteres klub
tagjainak hany szdzaléka magasabb 2 méter 10 cm-nél?

Egy gyér két fajta érmét gyart: egy igazsdgosat, és egy hamisat ami 54% eséllyel mutat fejet. Van egy ilyen
érménk, de nem tudjuk igazsigos-e vagy pedig hamis. Ennek eldontésére a kovetkez$ statisztikai tesztet
hajtjuk végre: feldobjuk az érmét 1000-szer, ha legalabb 520-szor fejet mutat, akkor hamisnak nyilvanitjuk,
ha 520-nél kevesebb fej lesz a dobdsok kozott, akkor az érmét igazsdgosnak tekintjilk. Mi a valészinfisége,
hogy a tesztiink téved abban az esetben, ha az érme igazsdgos volt? Es ha hamis volt?

Mutassuk meg, hogy F(%) = /7. (Tipp: T(3) = fooo ez~ 2dx. Helyettesitsiink y = \/2x-et és hasonlitsuk
ossze az igy kapott kifejezést a normdlis eloszldssal!)

Szamoljuk ki a normalis eloszlas aldbb definidlt ,,abszolit momentumait” (¢ a standard normalis stirtiség):

o0

Ay = /go<y>|y|’fdy, k=1,2.3....

— 00

(Tipp: pdros k = 2L-re szamoljuk ki és haszndljuk a kovetkezd kifejezést:

@ 17

- - —xy?/2 4

AN \Jor / ‘ Y
-0 A=1

Pdratlan k = 20 + 1-re hajtsuk végre a z = y? vdltozécserét az Ayt definidld integrdlban.)

Legyen az X valdszintiségi valtozé normadlis eloszlast p varhato értékkel és o szérassal. Szamoljuk ki ¢ € R-
re az E(e!X) vérhat6 értéket! (Tipp: ez egy egyszer(i integral-helyettesitéssel visszavezethets a normalis
stirliségfiiggvény integraljara.)

Bizonyitsuk be, hogy az el6z6 feladatban kapott képlet akkor is érvényes marad, ha t tetsz6leges komplex

szam! (Vigydzat: a normdlis sliriségfiiggvény integraljat csak a valds szdmegyenesen tanultuk, hogy mennyi.
A bizonyitashoz kell valami komoly az analizisbdl.)

Legyen X nulla varhat6 értéki és o szorasu, normadlis eloszldsu valészintiségi valtoz6. Bizonyitsuk be, hogy
tetszéleges = > 0 esetén fenndllnak a kovetkez6 egyenlStlenségek:

1 202 [0 0 1 2,5 2\ O
—(z7/207) —(z”/207)
e - — < P{X>z < e —.
Vo (I Ig) { } V2w T

(Tipp: differencidljuk az egyenldtlenség-ldnc mindhdrom tagjdt és hasonlitsuk 0ssze a derivdltakat.)

*® Egy nagyvéros lakossaganak dltalunk ismeretlen p hanyada dohanyzik. Ezt a p hanyadot akarjuk koze-
lit6leg meghatdrozni egy mintdban megfigyelt relativ gyakorisdggal, a kovetkez6 médon: megkérdeziink n
véletlenszerfien kivalasztott lakost és megéllapitjuk, hogy ezek kozott k allitja, hogy dohdnyzik. A NSZT-bdl
tudjuk, hogy ha n elég nagy, akkor az empirikusan megfigyelt p’ : = k/n relativ gyakorisdg igen nagy valdszi-
niiséggel jol kozeliti az igazi p hanyadot. Milyen nagynak kell n-et vdlasztanunk, ha azt akarjuk elérni, hogy
az empirikusan megfigyelt p’ relativ gyakorisdg legaldbb 0.95 valdszintiséggel 0.005 hibahatédron beliil koze-
litse a valddi (ismeretlen) p hanyadot? Mads szdéval: hatdrozzuk meg azt a legkisebb ng természetes szamot,
amelyre igaz, hogy barmely p € (0,1)-re és n > ny-ra

P{|p’ — p| < 0.005} > 0.95.

Az el6z6 feladat kiforditva. ©
El6zetes informécidk alapjan tudjuk, hogy Budapest utcdin az emberek 42%-a tdmogatna, hogy kozteriileten
ne lehessen dohdnyozni. Kozelitsiik azt a valészintiséget, hogy n megkérdezett ember koziil legaldbb 40% a
betiltds mellett nyilatkozik, ha

a) n =11,

b) n =101,

¢) n =1001.

d) Hany embert kellene megkérdezniink, hogy legaldbb 95% eséllyel 40% felett legyenek a betiltést tdmo-

gatok?

*® Van két egyforma biztositétarsasdg, egyenként tizezer tigyféllel. A 2007-es év elején minden tigyfél befizet
a biztosit6janak otvenezer forintot, és az év folyaman minden tigyfél egymastol fiiggetleniil % val6szintiséggel
nyujt be karigényt, amely minden esetben 150 ezer forintos. Mindkét biztositétarsasdgnak van ezen feliil
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Bonusz:

8.11

8.12

8.13

8.14

8.15

8.16

8.17

8.18

5 milli6 forint félretett pénze az el6zd évrdl. Egy biztositétarsasidg csédbe megy, ha nem tudja kifizetni a
beérkez karigényeket. Erdemes-e egyesiilnie a két biztositétarsasagnak? Legyen p; annak a valészintisége,
hogy a két biztositétarsasag koziil legaldbb egy tonkremegy, €s po annak a valdszinlisége, hogy az egyesiilt
biztositotarsasag tonkremegy. Hatdrozzuk meg p; €s po (kozelitd) értékét, és vonjuk le a kovetkeztetést!

(A Poisson eloszlas normalis approximaciéja.) Bizonyitsuk be, hogy A — co-re

VA~ praicn (A + VA ) = %27 exp(—a?/2) + OA"12),

és a hibatag egyenletesen kicsi, ha = egy korldtos halmazban marad. Kovetkezményként lassuk be, hogy

B
S maw® > [ el ds=2(6) - o)
AaVA<kE<AFBVA a
amint A — oo.

A valszdmium radioaktiv bomlé részecske atlagos élettartama 3 év. Mennyi ennek a részecske-fajtdnak a
felezési ideje?

* A ,Fény az éjszakdban” tipusi villanykorte élettartama exponencidlis eloszlasi. A gyarté mérései szerint a
korték 95 szdzaléka birja legalabb egy évig. Mennyi id6re vallalhat a gyarté garanciat a korték miikodésére,
ha azt akarja, hogy a vevdknek legfeljebb 0.5 szdzaléka reklamaljon?

Reggel a foldalatti szerelvények kovetési ideje exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozé 3 perc vdrhatd
értékkel. Az egyik szerelvényt pont lekéstem.

a) Mennyi a valészintisége, hogy legalabb 5 percet varnom kell a kovetkez6re?
b) Mir 4 perce varok hidba. Mennyi a valészintisége, hogy még tovébbi 6 percig varnom kell?

(Veszélyrdta.) Egy pozitiv abszolit folytonos valészinliségi véltozé kockdzati ratafiiggvényének a A(t) =

1 /L ﬁ% fiiggvényt nevezziik.

a) Mi a kockdzati ratafiiggvény szemléletes jelentése?
b) Léssuk be, hogy ekkor
t
F(t)=1—exp{ — / At)de !
0
¢) Mi a A paraméter(i exponenencialis eloszlas ratafiiggvénye?
d) Es egy [0, a] intervallumon egyenletes eloszldsé?

Gyakran hallani, hogy a dohdnyosok halalozasi ratdja (azaz a kockazati ratdja a haldl idSpontjara vonatkoz6-
lag) minden életkorban kétszer akkora, mint az azonos kord nemdohdnyosoké. Igaza van-e annak a nemdoha-
nyosnak, aki erre azzal jon, hogy 6 akkor kétszer akkora valdszintiséggel fog még = évig élni, mint a dohdnyos

Py

osztalytarsa? Ha nem, mi a két valdszintiség viszonya? (Tipp: el6zd feladat.)
Egy nagyon gyors szamitégépen futé program, miutan elindult, minden drajel hatdsdra (vagyis nagyon gyak-
ran) megprébal lefagyni — feltéve, hogy ez kordbban nem sikeriilt neki — és valamilyen nagyon kicsi val6-
szinliséggel le is fagy. A tapasztalat szerint ez a program az inditds utdn atlagosan 1 6rdval fagy le. Mi a
lefagyasig eltel (6raban mért) id6 eloszlasa?
*¢ Pistike nydri estéken csillaghullast néz. Egy-egy nydri estén nagyon sok meteor éri el a Foldet, ezek
mindegyikének egymastdl fiiggetleniil, nagyon kis val6szintiséggel sikeriil Pistike szeme elé keriilni — vagyis
pont akkor és ott esni le, amikor és ahol Pistike latja. Igy & fél 6ra alatt dtlagosan harmat 14t lehullani.
Augusztus 19-én este 22:00-kor kezdi nézni az eget.

a) Mi a valdszintisége, hogy 22:00 és 22:25 kozott egyetlen hulléesillagot sem 14t?

b) Mi a valészintisége, hogy T perc alatt egyetlen hulldesillagot sem 14t, ahol T € R*?

¢) Az X valészinlségi valtoz6 legyen az az id6 (percben mérve), amennyit Pistikének az elsé hull6csillag

megpillantdsara varnia kell. Szamoljuk ki X eloszlasfiiggvényét és stirliségfiiggvényét!
d) Fogalmazzuk meg szépen a tanulsagot!

Legyen X egyenletes eloszldsu a [—3, 4] intervallumon, és legyen ¥ (z) = |x — 1| + |« + 1|. Hatdrozzuk meg
az Y = ¥ (X) val6sziniiségi véltoz6 G(y) eloszlasfiiggvényét. Abszoliit folytonos eloszldsi-e Y ? Adjuk meg
a (G eloszlasfiiggvény Lebesgue-féle felbontdsat diszkrét, abszolit folytonos €s folytonos de szinguldris nem
csokkend fiiggvények dsszegére.
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9. HF:

8.19

8.20

8.21

8.22

8.23

8.24

8.25

8.26

8.27

9.1

9.2

9.3

94

* Hatdrozzuk meg R = Asin(O) eloszldsit, ahol A egy rogzitett konstans, és O egyenletes eloszldsd
(—=m/2, w/2)-n. (Az ilyen valdsziniiségi valtozok ballisztikdndl jonnek els: a v sebességgel o szogben ki-
161t lovedék R = %2 - sin(2«) tdvolsdgban ér foldet.)

a) Legyen X )\ paraméter(i exponencialis eloszlasu valészinliségi valtozo, és ¢ > 0. Mutassuk meg, hogy
¢X szintén exponencidlis eloszldsd, A/c paraméterrel.

b) Most legyen X stir@iségfiiggvénye f(z). Miaz Y = aX + b val6szintiségi vdltozo siirliségfiiggvénye?

¢) Z eloszlasa megegyezik 2Z-jével. Miez a Z?

a) Legyen X normdlis eloszlast p vérhato értékkel és o szérdssal. Hatdrozzuk meg Y = eX

vényét. (Y eloszldasdt lognormdlisnak nevezik.)

stiriségfiigg-

b) Mutassuk meg, lehetSleg szamolds nélkiil, hogy ekkor C'Y® eloszldsa szintén lognormélis ¢/ = au +
log C és 0’? = a?0? paraméterekkel. (Tipp: tudjuk, hogy Y = e, ahol X normdlis. Irjuk fel CY *-t e?
alakban, taldljuk meg a kapcsolatot X és Z kozott, és haszndljuk tuddsunkat a normdlis valdsziniiségi
vdltozo linedris transzformdltjairol.)

¢) Valamely homokfajta részecskéi gomb alakiak, melyeknek dtméréje (milliméterben mérve) log-normalis
eloszlasd, 4 = —0.4 és 0 := 0.3 paraméterekkel. Az egész homokmennyiség hany silyszdzaléka 4ll 0.5

Py

mm-nél kisebb atmér6jli szemcsékbdl?
Legyen X folytonos eloszldsu valGszintiségi valtozd, F' eloszldsfiiggvénnyel. Legyen Y = F(X). Mutassuk
meg, hogy Y valdsziniiségi valtozé egyenletes eloszldsid a (0, 1) intervallumon.
Legyen X egy valoszintiségi vdltoz6, amelyre P{X = 0} = 0,és Y := X 1. Mi a feltétele annak, hogy X
és Y azonos eloszlasdak legyenek?

Bizonyitsuk be, hogy ha ¢ Cauchy eloszldsu valészintiségi véltozd, melynek siirliségfiiggvénye f(x) =
Lol & X :=1/6Y :=26/(1—¢€2),Z := (3¢ — €3)/(1 — 3¢?), akkor X, Y és Z szintén Cauchy elosz-

7 1422
lasd. (Tipp: Haszndljuk a kovetkezd trigonometriai azonossdgokat: ha § = tg(a), akkor 1/€ = tg(§ — a),

26/(1 - €%) = tg(2a) és (36 — £%)/(1 — 36%) = t5(3a).)
Legyen & az X pont tdvolsdga a sik (1, 1) koordindtdjd pontjdtdl, ha
a) X-et az z-tengely [0, 1] intervallumdn véletlenszeriien vélasztjuk;
b) X-et az z-tengely [0, 2] intervallumdn véletlenszertien vélasztjuk.
A két esetben hatdrozzuk meg a & valésziniiségi valtozo stirtiségfiiggvényét.

Vilasszunk egy pontot egyenletes eloszldssal egy egyenld oldald haromszog belsejében, mely haromszognek
minden oldala 1 hosszuisagu. Jelolje £ e pontnak a tdvolsagat a haromszog legkozelebbi oldalatél. Hatarozzuk

7z

meg a & val6szintiségi valtoz6 eloszlas- és siirliségfiiggvényét.
Egy ¢ hosszi ropit két egymastdl fiiggetleniil és egyenletes eloszldssal kivalasztott pontban eltoriink.

a) Mi az igy nyert harom darab koziil a legrovidebb hosszdnak a varhat6 értéke?
b) Mennyi a val6szinlisége annak, hogy a harom darabbdl haromszoget alkothatunk?

*® Két szabalyos kockdval dobunk. Hatdrozzuk meg X és Y egyiittes sulyfiiggvényét, ha

a) X a dobott szamok maximuma, Y a két dobott érték Gsszege;
b) X az els6 kocka eredménye, Y a dobott szamok maximuma;
¢) rendre X, Y a dobott szamok minimuma, ill. maximuma.
Legyenek X és Y fiiggetlen, p paraméter(i geometriai eloszldsd valdszintiségi valtozok. (Azaz: P{X =
LY =jt=Q0-p) " p-(L=pI " p i, j>0)
a) Sejtsik meg P{X =i | X +Y = n} értékét. (Tipp: tegyiik fel, hogy egy cinkelt érmét dobunk fel, egymds
utdn sokszor. Az érme p valdsziniiséggel ad fejet. Ha a mdsodik fej az n-edik feldobdsndl jon, mi az elsé
fej bekovetkezése idejének eloszldsa?)

b) Igazoljuk (a)-beli eredményiinket szamoldssal. (Tipp: ugye még emléksziink mi fiiggetlen geometriai
vdrakozdsi iddk osszegének az eloszldsa?)

Egyiittes eloszlasfiiggvény-e a kovetkez6 két fiiggvény (x, y € R)?
F(z,y) = exp(—e”“TY), G(z,y) = exp(—e™* —e7Y).

Legyen (X, Y) az {(x, y) : 2% +y? < 1} egységkorben véletlenszertien (egyenletes eloszldssal) valasztott
pont koordinata-parja. Hatdrozzuk meg a peremeloszlasok stirtiségfiiggvényét.
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9.5 ® Legyen az X és Y val6sziniségi valtozok egyiittes eloszlasanak stirtiségfiiggvénye:

4
hr.y) = s(x4+zy+y) hal<z<l, 0<y<l,
0 egyébként.

Hatérozzuk meg a peremeloszldsokat.

9.6 A patikdba egy ora alatt betéré emberek szdma Poisson eloszlasi A = 10 paraméterrel. Szdmoljuk ki annak
feltételes valoszintiségét, hogy legfeljebb 3 férfi tért be, feltéve, hogy 10 nd tért be a patikdba abban az 6rdban.
Milyen feltevésekkel €ltiink?

9.7 Egy férfi és egy nd taldlkoz6t beszélt meg 12:30-ra. Ha a férfi 12:15 és 12:45 kozott egyenletes eloszlasu
id6ben érkezik, és t6le fiiggetleniil a nd 12:00 és 13:00 kozott egyenletes eloszldsud idSben érkezik,

a) hatdrozzuk meg annak valdszintiségét, hogy aki el6szor érkezik, 5 percnél kevesebbet var.
b) Mi a valészintisége, hogy a férfi érkezik elsének?

9.8 n pontot fiiggetleniil egyenletesen elosztunk egy kor keriiletén, és szeretnénk meghatdrozni annak valdszin(i-
ségét, hogy mind egy félkorbe esnek (vagyis annak valdszinfiségét, hogy van egy olyan, a kor kozéppontjan

atmend egyenes, melynek az 6sszes pont az egyik oldaldn van). Jelolje Py, P, ..., P, a pontokat. Legyen
A az az esemény, hogy az Osszes pont egy félkorbe esik, és A; az az esemény, hogy az Gsszes pont abba a
félkorbe esik, amely P;-t6l indul az éramutaté jarasdval egyezd irdnyban, i =1, 2, ..., n.

a) Fejezziik ki A-t az A;-k segitségével.

b) Igaz-e, hogy az A;-k kolesonosen kizardak?

¢) Hatdrozzuk meg P{A}-t.

d) Most vélaszoljuk meg a kovetkezd kérdést: ha egy korlapon egymadstol fiiggetleniil n pontot egyenletes
eloszldssal elhelyeziink, mi a valésziniisége, hogy a kor kozéppontja benne lesz a pontok konvex kombi-
nécidiként el6allé halmazban?

9.9 Az X és Y val6sziniiségi valtozok kozos strtiségfiiggvénye

e v) ze” V) haz >0, y >0,
€T =
Y7790, egyébkeént,

Fiiggetlen-e X és Y'? Es ha a kozos siirtiség

ha0 <y <1, 0<x <y,

egyébként?

9.10 a) Legyenek X ~ E(0, 1),ésY ~ Exp(1) fiiggetlenek. Hatdrozzuk meg X + Y eloszldsit.

b) Legyenek X ~ E(0, 1), és Y ~ Exp(1) fiiggetlenek. Hatdrozzuk meg X /Y eloszldsdt.

¢) Legyenek X ~ Exp(A), és Y ~ Exp(u) fiiggetlenek. Hatdrozzuk meg X /Y eloszldsdt, ésa P{X < Y}
valdszintiséget.

d) Legyen X és Y két fiiggetlen A paraméterd exponencidlis eloszlasu valészintiségi valtozé. Bizonyitsuk
be,hogy azU := X + Y ésV := X/(X +Y) val6sziniiségi valtozok fiiggetlenek.

9.11 a) °*® Legyen X és Y a két koordinatdja annak a pontnak, melyet az origd kozéppontd, 1 sugard korlapon
egyenletesen valasztottunk. (Azaz: a kozos strtiségfiiggvény f(z, y) = 1/m, ha 2? + y? < 1.) Hatéroz-
zuk megaz R = v X2 +Y?2ésa@® = arctg Y/ X valészintiségi valtozok kozos stirliségfiiggvényét.

b) ¢ Legyen U;, Us két fiiggetlen egyenletes eloszldsu valészinliségi véltozé a [0, 1]-en. Bizonyitsuk be,
hogy ha X = /—2InUj cos(2nU3) és Y = +/—21In U, sin(27U3), akkor az (X,Y") par kétdimenzids
normélis eloszl4su.

9.12 Mutassuk meg szdmoldssal, hogy ha X;, i = 1, ..., n fliiggetlen azonos eloszldsu geometriai val6szintiségi
valtozdk, akkor X1 +- - -4 X, negativ binomidlis eloszlasd. Haszndljunk indukci6t. (A valészintiségszamitdsi
érvelést mar lattuk eléadason.)

9.13 ** Legyen X = (X1, X2, X3) hdromdimenziés véletlen vektor, amelynek komponensei fiiggetlen N(0, 1)
eloszlasuak. Definidljuk a kovetkezd véltozokat:

:\/X12+X22+X32, EIZXI/Q, 211,273

v

a) Hatdrozzuk meg p stiriségfiiggvényét.

b) Bizonyitsuk be, hogy 0 és a § = (&1, &2, &3) vektorvdltozé egymdstdl fiiggetlenek, tovdbba azt, hogy a £
véletlen vektor egyenletes eloszlast az egységgdmb felszinén.
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10. HF:

9.14

9.15

9.16

9.17

10.1

10.2

10.3

10.4

10.5

10.6

10.7

Legyenek X és Y fiiggetlen V(0, 1). illetve N (0, 4) eloszldsd val6szintiségi véltozok és M egy véletlensze-
rlien kivélasztott pont az R? sikon, melynek koordinétdi (X; Y). Hatdrozzuk meg a kivetkezd események
valdszintségét:

a) M e{(z,y) eR*: |2[ <1, [y] <2},

b) M € {(x,y) eR? : 0< <2, |yl <2},

o) Me{(r,y) eR?2: 0<2<2,0<y<4},

d Me{(r,y) eR? : 2+y <0, |z| <1, y> -2},

e) M e {(x,y) e R? : 22 + (y?/4) < 1},

f) M e {(z,y) e R? : 2% + (y?/4) < ?}.
** Egy ember vonattal és tdvolsagi autébusszal utazik a munkahelyére. Menetrer/ad szerint a vonat 7:30-kor
érkezik, a busz pedig 7:37-kor indul. Az 4tszallds hadrom percet vesz igénybe. Am a vonat valddi érkezési
ideje normdlis eloszldsi val6sziniiségi véltozé melynek varhat6 értéke 7:30-kor van és szérdsa 3 perc. Az
autobusz valédi indulési ideje a vonat érkezésétdl fliggetlen, szintén normadlis eloszlasu valdszintiségi valtozo,

melynek varhaté értéke 7:38-kor van, szérdsa pedig 4 perc. Mennyi annak a val6szintisége, hogy emberiink a
hét 6t munkanapja koziil legfeljebb egy alkalommal késse le a buszcsatlakozdst?

Legyenek X, Y és Z fiiggetlen, azonos Geom(p) eloszlasi valdsziniiségi valtozok.

a) Szamitsuk ki a kovetkezd valészintiségeket:
P{X =Y}, P{X > 2Y}, P{X+Y <Z}.

b) Legyen U := min{X,Y} és V := X — Y. Bizonyitsuk be, hogy U és V fiiggetlenek.

A fiiggetlenség szimmetridja. Legyenek X1, X5, ... fiiggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok az
F folytonos eloszlasbdl. (Probaként, lehet egyenletes.) Jelolje A,, azt az eseményt, hogy az X,, rekord, azaz
nagyobb, mint az dsszes addigi. Mennyi P{A,, }? Fiiggetlen-e A,, 1 A,-t61? Szamitsuk ki a P{A,, | Ay 1}
és P{A, 1| Ay} feltételes valészintiségeket.

** Legyenek X, Y fiiggetlen, [0, 1]-en egyenletes valGszintiségi valtozék. Mi a tdvolsdguk siirtiségfiiggvé-
nye?

Rendezett mintak. Leszérunk a [0, 1]-re egyenletesen n pontot. Mi a k. pont stirliségfiiggvénye? Révezets

Kicsit egyszeriibb kérdések: Mi a maximum eloszldsa? Mi a stirtiségfiiggvény? Es a 2. legnagyobbé? (Hogyan
kapjuk meg derivélas nélkiil, kozvetleniil?)

Ez egy gonosz feladat... A kébor kutydk 4tlagos testsilya 40 kg, a teststilyuk szordsa pedig 20 kg. A sintérek
altal a kutydk elfogdsara hasznalt halé elszakad, ha a kutya 60 kil6ésndl nehezebb, es a 20 kil6ésnal kisebb
kutydk pedig ki tudnak buijni belle. Hatdrozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a kutya testsilya az
atlagtol nem tér el 20 kg-mal tobbel, és igy biztonsdggal el lehet kapni a hdléval, ha

a) atestsily A (40, 400) normdlis eloszlasu;
b) atestsily lognormalis eloszlasud, melynek 40 kg a varhat6 értéke és 20 kg a szoérasa.

A két modell koziil melyik valdszeriibb?

*® Legyenek X ~ Poi()\), Y ~ Poi(u) eloszlasu fiiggetlen valdszintiségi véaltozok. Mi lesz X feltételes
eloszldsa X + Y ismeretében? Szamoljuk ki, majd ismerjiik fel az eloszlast és vonjuk le a tapasztalatot a
Poisson folyamatra gondolva.

Legyenek X, X5, X3, X4, X5 fiiggetlen azonos eloszlasu, folytonos valdsziniiségi véltozok, kozos elosz-
lasfuggvényiik legyen F', stirtiségfiiggvényiik legyen f, tovabba legyen
I:P{Xl <X2<X3<X4<X5}.
a) Mutassuk meg, hogy I nem fiigg F-t6l. (Tipp: Irjuk dt I-t étos integrdlld, és alkalmazzuk az u; =
F(x;), i =1,...,5vdltozdcserét.)
b) Szamoljuk ki I értékét!
¢) Adjunk szemléletes magyarazatot az el6z6 pontban kapott eredményre!

Két dobdkockaval dobunk, legyen X a kisebb, Y a nagyobb dobott szdm. Szamoljuk ki Y feltételes suly-
fliggvényét,az X =1, 1 =1, 2, ..., 6 feltétel mellett. Fiiggetlen egymastol X és Y ? Miért?

** X ésY egyiittes stirliségfiiggvénye
flay)=c(y®* —a*)e™ 0<y<oo, ~y<a<y.

Mi X feltételes eloszlasa, Y = y feltétel mellett?
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10.8 Legyenek X, Y és Z fiiggetlen valdszintiségi véltozok. Legyen X ill. Y eloszlasfiiggvénye F'(z), ill. G(z),
éslegyen P{Z = 1} = p = 1 — P{Z = 0}. Hatdrozzuk meg a kivetkez§ valdszintiségi valtozdk eloszlés-
fliggvényeit:

T:=ZX+(1-2)Y, U:=ZX +(1-Z)max{X, Y}, V:=ZX+(1-2Z)min{X, Y}.

10.9 Egy kinai boltban haromféle kompakt fénycsd kaphatd, a rendetlenség miatt jol osszekeveredve. Mindegyi-
kének élettartama exponencidlis eloszldsi, 4m a varhat6 élettartamok kiilonb6z8ek: a kupac 10%-a "selejtes",
be se kapcsol, a maradék 3000, 6000, ill. 8000 6rdig birjak, ezek egyenld ardnyban vannak jelen.

a) Vaktdban vélasztok. Mi lesz igy az dltalam hazavitt fénycs6 €lettartaménak stiriségfiiggvénye?
b) Vaktdban valasztok kett6t, majd hazaérve két kiilonb6z8 lampaban egyszerre kezdem el haszndlni Sket.

o

Mi lesz a hamarabb kiégd ég6 élettartaménak stiriségfiiggvénye?
10.10 X ésY legyen fiiggetlen azonos eloszlasi A paraméterti exponencidlis eloszlasu valészinliségi valtozo.

a) Mi X feltételes eloszldasa az X + Y = z feltétel mellett?
b) Nézziink vissza a[9.2}es feladatra!

10.11 *°® Egymastdl fiiggetleniil N ember érkezik egy iizleti vacsorara. Amikor megérkezik, minden ember koriilnéz,
hogy van-e a mar megjelentek kozott bardtja, majd vagy odaiil az egyik bardtjanak az asztaldhoz, vagy egy
tires asztalhoz iil, ha nem érkezett meg még egy baritja sem. Ha barmely két ember mindent6l fiiggetleniil
p valészinliséggel bardtja egymasnak, szdmoljuk ki az elfoglalt asztalok varhaté szamat! (Tipp: legyen X;
annak az indikdtora, hogy az i-edik megérkezd iires asztalhoz iil. (Azaz X; = 1, ha tires asztalhoz iil, és
X; =0, ha nem.))

10.12 Véletlenszertien sorbandll n férfi és n nd.

7 2z

a) Mennyi azon férfiak varhat6 szdma, akik mellett (azaz el6tt vagy mogott) nd all a sorban?
b) Mennyi lenne a véalasz, ha nem sorbanallndnak, hanem egy kerekasztal koré tilnének le?

10.13 ** Adott egy 100 emberbdl allé csoport.

a) Mennyi azon napok varhat6 szama, amikor legaldbb 3 embernek van koziiliik sziiletésnapja?
b) Viarhat6éan hany olyan nap van egy évben, amikor koziiliik valakinek sziiletésnapja van?

v

Bénusz: (hasonld, mint az el6z8, csak picit mashogy) Egy urndban van n golyénk, ebbdl hizunk a,, darabot ismétléssel.

a) Mi annak a valészinfisége, hogy az i. goly6t legalabb kétszer hiizom ki?

b) Milyen a,, értékre lesz a legalabb kétszer hizott golydk szamanak varhaté értéke C'n®, o € R nagysag-
rendli? Spec o = 0-ra mekkora az a,,?

¢) Mik a széba johet6 « kitevék?

10.14 Legyen X, X», ... fiiggetlen azonos eloszldsu folytonos valdsziniiségi valtozok sorozata, legyen N > 2
olyan, hogy
X1>2Xo2>-2>2Xno1, Xyo1<Xn.

Azaz az N-edik az els§ tagja a sorozatnak, ahol a sorozat novekvivé vélik. Mutassuk meg, hogy E(N) = e!
(Tipp: érdemes elbszor kiszamolni P{N > n}-t.)

11. HF:

11.1 a) Legyenek X és Y fiiggetlen, nemnegativ értéki folytonos valdszintiségi valtozok, melyekre EX < oo
és EY < oc. Bizonyitsuk be, hogy

Emin{X, Y} = /P{X >t} -P{Y >t} dt.
0
b) Az a) kérdés feltételei mellett bizonyitsuk be, hogy

Emax{X, Y} = / [1-P{X <t} -P{Y <t}] dt.

¢) Altaldnositsuk az el6bbi osszefiiggést tetszGleges k darab fiiggetlen, nemnegativ értéki folytonos X7,
Xo, ... X}, valészinliségi valtozora, melyekrdl feltessziik, hogy véges a varhat6 értékiik:

Xk
Emin{X;, Xo, ..., X3} :/HP{Xj >t} dt.
o J=t
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11.2

11.3

11.4

11.5

11.6

11.7

Boénusz:

11.8

11.9

11.10

11.11

d) Legyenek X1, X, ... X}, figgetlen, (0, 1)-en egyenletes eloszldsd valészintiségi véltozék. Hatdrozzuk
meg az
Emin{Xl, XQ, ey Xk}

varhato értéket.

n-szer feldobunk egy p valdszintiséggel fejet ad6 érmét. Szamoljuk ki az 1, 2, ..., k hosszu csupa fej rész-
sorozatok varhat6 szamat! (1 < k < n)

*¢® Tizszer feldobunk egy hamis érmét, amin a fej val6szintisége p. Jelolje X a tiszta sorozatok szamat (mint
az[5.T}es feladatban). Mennyi X vérhato értéke? (Vigydzat: az érme eziittal hamis.)

*® Dobodkockdval addig dobédlunk, amig 1-t6] 6-ig minden szam legaldbb egyszer el6 nem fordul. Mennyi a
sziikséges dobadsok szamanak varhato értéke?

(top-to-random shuffle) Egy kisgyerek kartyakeverésest jatszik. Kezdetben legalulra a pikk aszt teszi, majd
minden egyes 1épésben fogja a legfelsd lapot, és véletlen, egyenletes eloszlast helyre szirja be, azaz a lap
1...n-ig egyenletes helyre keriil, majd ezt ismétli. Varhatéan meddig kell ezt jatszania, mire a pikk 4sz
legfoliilre keriil? (Segitség: nézziik azokat a véletlen idéket, amit addig kell varni, mig eggyel feljebb maszik.)

Legyenek X, X, ..., X, fiiggetlen és azonos eloszldsu folytonos valdszinliségi véltozok. Azt mondjuk,
hogy egy rekord érték tiinik fel j-kor (j < n), ha X; > X; minden 1 <14 < j esetén. Mutassuk meg, hogy

a) E[rekord értékek szdma] = Z

n
1
i=1’

b) D?[rekord értékek szdma] = 3 L=
j=1

X _9
X+y —°

Hérom prébalkozasi lehetdségiink van, mindegyik probdlkozds azonos valdszintiséggel sikeres. Jelolje X a
sikeres prébdlkozdsok szdmét. Ha tudjuk, hogy E(X) = 1.8,

Legyenek X és Y fiiggetlen azonos eloszlasi nemnegativ val6sziniségi valtozok. E

a) mennyi P{X = 3} lehetséges legnagyobb értéke?

b) mennyi P{X = 3} lehetséges legkisebb értéke?
Mindkét esetben taldljunk ki egy valdszintiségi forgatGkonyvet, aminek eredménye P{X = 3}, és ez az érték
a lehet legnagyobb/legkisebb. (Tipp: a b) rész megolddsdt kezdhetjiik gy is, hogy legyen U a (0,1)-en
egyenletes valosziniiségi vdltozo, majd definidljuk a probdlkozdsokat U-val kifejezve.)
Pistike egy nagy doboz rossz mindségii villanykortét vasarolt, amiknek az élettartama fiiggetlen exponencialis
eloszlasd, mindossze 10 perc véarhat6 értékkel. Este 10-kor leiil valészinliségszamitast tanulni, becsavarja

az asztali lampdjaba az els6 kortét, és felkapcsolja. Ezutdn, amikor egy korte kiég, rogton kicseréli, és a
kovetkezd mellett tanul tovabb. Jeldlje 7, 7o, ... az egyes villanykorték élettartamat.

a) Jelolje 15 azt az idSpontot (este 10-tSl szamitva, percben), amikor a masodik korte kiég, vagyis 7o =
71 + 9. Mi T stiriségfiiggvénye? Szamoljuk ki kozvetlendil.
b) "Kitekint6": Mi/annak a valészintisége egy POI(1/10) folyamatban, hogy még nem érkezett meg ¢t-kor a
masodik pont? Es hogy mar megérkezett? Derivaljuk és hasonlitsuk 6ssze az els6 pontbeli eredménnyel.
¢) Jelolje T,, azt az id6pontot (este 10-t8l szamitva, percben), amikor az n-edik korte kiég, vagyis T,, =
T+ T2+ -+ 7. Mi T, stiriségfiiggvénye?
d) Minden n-re irjuk fel annak valészintiségét, hogy n darab kortével nem tudja kihtzni fél 6rdig — vagyis
hogy T, < 30. (A kapott kdzepesen cstinya integrél kiszdmoldsa nélkiil is tovabbléphetiink.)
e) Jelolje X a Pistike altal az els6 30 perc alatt elhasznalt korték szamat. Mi X eloszldsa?
f) Emlékezziink a[8.17}-os feladatra!
Lacika addig dobdl egy dobdkockat, amig nem sikeriil neki kétszer egymds utdn hatost dobni. Mennyi a
sziikséges dobdsok szdmdnak vdrhat6 értéke? (Segitség: nézziink feltételes varhato értékeket!)

a) Ha E(X) = 1és D?(X) = 5, hatdrozzuk meg E[(2 + X)?] és D?(4 + 3X) értékét.

b) Legyenek X és Y fiiggetlen azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok p varhaté értékkel és o szordssal.
Szamoljuk ki E[(X — Y)?] értékét.
10 hézaspdr iil le véletlen elhelyezéssel egy kerekasztalhoz. Szamitsuk ki
a) a varhatoértékét,
b) a szérasnégyzetét

annak, hogy héany férj iilt a felesége mellé.
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12. HF:

11.12

11.13

11.14

11.15

11.16
11.17

12.1

12.2

12.3

12.4

a) Legyen X az a szdm, ahdnyszor 1-est latunk, Y az a szdm, ahdnyszor 2-est latunk ha n-szer dobunk egy
szabdlyos kockaval. Szamoljuk ki e két val6sziniiségi valtoz6 korreldcids egylitthatéjat.

b) Egy dobokockdt kétszer feldobunk. Legyen X a dobasok Osszege, és Y az elsd dobas minusz a masodik
dobds. Szamoljuk ki Cov(X, Y)-t. Figgetlenek-¢ X és Y?

X ésY egyiittes strtiségfiiggvénye

1

—e Wte/Y)  hagz >0, y>0,
fla,y) =S¥

0, egyébként.

a) Hatdrozzuk meg E(X) és E(Y") értékét, valamint mutassuk meg, hogy Cov(X, V) = 1.

b) Szdmoljuk ki E(X?2|Y = y)-tis.

Egy grdf csiicsokbdl, és a csicsokat 0sszekotd élekbdl all. Tekintsiink egy grafot, melynek n cstcsét 1-
t6l n-ig megszdmoztuk, és tegyiik fel, hogy mind az (72’) csucspar kozott egymadstol fiiggetleniil van €1 p
valdszintiséggel, és nincs él 1 — p valdszintiséggel. (Ezt hivjak Erd6s-Rényi véletlen grafnak.) Az ¢ csics D;
fokszdma az i cstcsbdl kiindulé élek szama.

a) Mi a D, véletlen szam eloszlasa?

b) Hatdrozzuk meg a D; és D, valtozok o(D;, D;) korrelacids egyiitthatojat. (Tipp: definidljuk X;-t mint
az i-bol induld, de nem j-be érkezd élek szdmat, és I;;-t mint az i és j kozotti €l meglétének indikdtordt.
Fejezziik ki D;-t és Dj-t az X;, X, és I;; vdltozokkal, ezutdn szdmoljunk korreldciot.)

* Egy liftbe a foldszinten belép6é emberek szdma egy ismeretlen eloszlasi X valészinliségi valtoz6, 1-nél
nagyobb vdrhat6 értékkel. n emelet van és minden ember egymadstdl fiiggetleniil, azonos valdszintiséggel
szall ki az n emelet barmelyikén. Legyen Y az a valdsziniségi valtozd, hogy hanyszor 4all meg a lift, mig az
utolsé utast is kirakja. Bizonyitsuk be, hogy E(Y) < E(X).

** Az el&z6 feladatban tegyiik 61, hogy X eloszldsa Poisson, 10 varhat6 értékkel. Szdmoljuk ki E(Y)-t.

Egy ember autébaleseteinek szdma egy adott évben A paraméteri Poisson eloszlast valészinliségi véltozé. Ez
a A paraméter minden embernél mds és mas, a népesség 60 szazalékanal 2, 40 szazalékanal 3. Ha véletleniil
kivalasztunk egy embert, mi a valészinlisége annak, hogy

a) nem tortént vele baleset,

b) pontosan 3 balesetet szenvedett egy adott évben?

¢) Mi a feltételes valdszinfisége, hogy pontosan 3 balesetet szenvedett egy adott évben, feltéve, hogy el6z6
évben nem tortént vele baleset?

d) Ismételjiik meg az el6zbeket, ha az x-nél kisebb \ paraméterrel rendelkezd emberek ardnya a népességben
1—e™™.

Legyenek X és Y fiiggetlen valdszintiségi valtozok kozos p varhato értékkel, de kiillonbozd ox és oy szora-
sokkal. p értékét nem tudjuk, és egy mintavétel alapjdn az X és Y silyozott dtlagdval szeretnénk becsiilni.
Azaz: p értékére a AX + (1 — \)Y becslést fogjuk adni, valamilyen X paraméterrel. Hogyan vdlasszuk A-t,
hogy a becslésiink szérdsa minimalis legyen? Miért érdemes ezt a A-t hasznalnunk?

** Legyen az (X, Y') pont egyenletes eloszldsd a (—1, 0), (0, 0), (0, 1) pontok dltal meghatdrozott harom-
szogben.

a) Milesz az (X, ') kétdimenzids eloszlds kovarianciamadtrixa?
b) Legyen Z = X + 2Y. Milesz az (X, Z) kétdimenzids eloszlds kovarianciamétrixa?

Legyenek X1, Xo, ..., X, fiiggetlen és azonos eloszlast valészintiségi valtozok. Hatdrozzuk meg
E(Xl‘Xl +X2++Xn :.13)

értékét. (Tipp: E(Xl +Xo+ -+ X, |X1 +Xo+---+ X, = x))

*** Legyen X standard normdlis eloszldsu, és I X-t6l figgetlen, P{/ = 1} = P{I = 0} = 1/2 eloszldssal.
Definidljuk a kovetkezd valdszintiségi valtozot:

X, hal =1,
Y =
-X, hal =0.

Azaz: Y (X-t6l fiiggetleniil) egyenld eséllyel lesz X vagy —X.
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a) Mutassuk meg, hogy Y standard normalis eloszlasu.
b) Fiiggetlen-e I és Y?

¢) Fiiggetlen-e X és Y?

d) Mutassuk meg, hogy Cov(X, V) = 0.

12.5 ** Az (X, Y) € R? val6sziniiségi vektorvaltozo legyen kétdimenziés normdlis eloszldsi m = (—1, 1) vérha-

toérték-vektorral és g = (3 g) kovarianciamatrixszal. Szamitsuk ki a P{X > —1, Y > 1} valGszin{isé-

get! (Tipp: C = B, ahol B = G ;))

12.6 a) * A feltételes kovariancia a feltételes varhaté értékkel Ggy van definidlva, mint a kovariancia a varhat6
értékkel. Vezessiik le a feltételes kovariancia formuldt:

Cov(X,Y)=E(Cov(X, Y |Z)) + Cov(E(X | Z), E(Y | 2)).

b) *® Hamis érmével dobunk, melynél a fej valosziniisége p, az irdsé pedig ¢ = 1 — p. Jeloljiik X -szel és Y -
nal az elsd, illetve a masodik tiszta (fej vagy irds) sorozat hosszat. (P1. ha dobassorozatunk FFFIIF ...,
akkor X = 3,Y = 2; ha pedig dobassorozatunk I F'F'I ..., akkor X =1,Y = 2...) Hatdrozzuk meg a
kovetkezé mennyiségeket: EX, EY, EX?2, EY?, D2X, DY, Cov(X, Y).

Bonusz: Egy négyzetrdcsos papirra egy tintapaca csoppen. Mekkora a valészinlisége, hogy a paca nem metszi a vo-
nalakat, ha azok fél centire vannak egymadstdl, a tintafolt sugara pedig egyenletes eloszldsu a [0 cm, 1/3 cm]
intervallumon?
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12.7 Szindbadnak egyszer megadatott, hogy N haremholgy koziil kivdlassza a legszebbet a kovetkez6 jatékszabaly

szerint: az N hiremholgy egyenként vonult el elStte, azok valamelyikét kellett kivalasztania. A mar elvo-
nultak nem hivhaték vissza és azokrdl, akik még nem vonultak el, semmit sem tudott. Feltételezziik, hogy a
haremholgyeknek jol definidlt szépségfokozatuk van: van egy legszebb, egy masodik legszebb, egy harma-
dik legszebb, és végiil a legkevésbé szé€p kozottiik. Tovabba azt is feltételezziik, hogy véletlen sorrendben
vonulnak el Szindbdd el6tt: mind az N! lehetséges sorrendjiik egyforman valészind.
Szindbad a kovetkezd stratégiat valasztotta: k holgyet hagyott elvonulni, majd ezutdn kivalasztotta azt, ame-
lyik szebb volt az Osszes eldtte mar elvonultndl (és ha ilyen holgy nem akad, akkor Szindbdd magédnyosan
tdvozik). Mi a valdszinlisége annak, hogy ezzel a mddszerrel valdban a legszebb haremholgyet valasztotta?
Hatarozzuk meg azt a k-t, amely mellett a fenti stratégia optimdlis N — oo hatdresetben, és a stratégia-
hoz tartoz6 valdszintiséget is. (Tipp: haszndljunk teljes valosziniiség tételt aszerint, hogy a legszebb holgy
hanyadikként jon(ne) el Szindbdd elétt.)

12.8 Az el6z6 feladatban leirt feltételek mellett jelolje X, azt, hogy a sorban n-edik holgy hanyadik legszebb az
els6é n holgy koziil. Péld4ul ha az egymas utani holgyek egyre szebbek, akkor a sorozat 1, 1, ..., 1 lesz, ha
egyre cstinyabbak, akkor 1, 2, 3, ..., N. Bizonyitsuk be, hogy az X, X, ..., X valdszinfiségi valtozok
teljesen fiiggetlenek.

12.9 Legyen Y ~ N (i1, 1),és X |Y ~ N (Y, o2).

a) Mutassuk meg, hogy az (X, Y') pdr egyiittes eloszldsa ugyanaz, mint az (Y + Z, Y) péré, ahol Z egy
Y -t6l fiiggetlen standard normadlis valészinfiségi valtozo.
b) Ennek segitségével mutassuk meg, hogy az X, Y par kétdimenziés normalis eloszlasu.
¢) Szamitsuk ki az EX, D?X, Corr(X, Y) mennyiségeket.
d) Hatdrozzuk meg E(Y | X = z) értékét.
e) MiY feltételes eloszlasa az X = x feltétel mellett?
12.10 Egy hibatlan kockéval dobunk tizszer. Jelolje X azt a szdmot, ahdnyszor paros dobast paratlan kvet. Mennyi
X vérhato értéke és szordsa?

12.11 Egy urndban a darab fehér és b darab piros goly6 van. Visszatevés nélkiil addig hizunk, amig fehér golyot
nem taldlunk. Mennyi az addig kihtzott piros golydk szamanak varhat6 értéke és szérasnégyzete?
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