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MEGOLDASOK
Elm.1 (a) Miaz, hogy egy, F,P) valészinlségi még azaz mi ez a harom hozzavalo, mik a definiald

(b)
(©)
(d)

tulajdonsagaik?7 p)
Mi az, hogy diszkrét, és mi az, hogy (abszolut) folytomakszinliségi valtozo( p)
Mit jelent az, hogy aZ, Y : 2 — R val6szinliségi valtozok fuggetlenei®@p)

Igazold fliggetlen valoszinliségi valtozokra, hogyhedd értékilk 0sszeszorzodik, szérasnégyze-
tuk 6sszeadddiKE[XY] = (EX)(EY) ésD?[X + Y] = D®X + D?Y. Lehet diszkrétekre vagy
folytonosakra, ahogy tetszik7 p)

Megoldas: A Baladzs M. — Téth B. jegyzetben kdnnyen megkere$ékt valaszok. Amit kiemelnék:

(b)

(©)

Elm.2 (a)

(b)

©)

Nem vilagos, mi az, hogy ,csak diszkrét értékeket” vebievalami. Ha egy eloszlas tartéja az
0sszes racionalis szam, az is egy diszkrét eloszlas, medzamlalhato sok értéket vehet fol,
pedigQ nem egy diszkrét halmaz.

Folytonos eloszlason néha azt értik, hogy az eloszlasfgmdenhol folytonos, néha pedig azt,
hogy abszolut folytonos, ami azt jelenti, hogy egy nemniggaérheb fgv integraljaként all &.
Mindkettot elfogadtuk.

Arra csak részpontot adtunk, hoByXY] = P[X]P[Y], ugyanis ennek nincs értelme, méft
nem egy esemény, hanem egy valtoz6. Annak még kevésbé emeé&rthogyP[X NY] =
P[X]P[Y], ugyanis két véletlen szamnak nagyon nem lehet a metsanét.vApx y(z,y) =
px(z)py (y) vagy py|x(y|r) = py(y) formulak mar jobbak, ahol @ diszkrét sulyfuggvényt
vagy surlségfgvt is jelenthet, de egyrészt ezeket dé&firkéne (ami plane a folytonos esetben
nemitrivilalis), masrészt mi van, ha a valtozok se nem diszglk;, se nem folytonosak? Tehat az
kell, hogy F(x v)(z,y) = Fx(x)Fy(y) az eloszlasfgvekre, ahol érdemes definalni, mik ezek. De
a legjobb megoldas, hogy[X € AY € B] = P[X € A]P]Y € B tetsdlegesA, B € F
eseményekre, ugyanis ez tdileges értékkészletli valvaltozékra mikddik, nem csibsakra.

Definiald aBinom(n, p) eloszlast! Valamelyik tanult modszerrel szamold ki vadhéttékeét és
szorasat(7 p)

ird fol az N(y, 0?) normalis valtozé siirliségfiiggvényét, és igazold, hogylég egy siirliség-
fuggvény.(7 p)

Tekintstk a100-dimenziés egységoldalu hiperkocka cstcséit:1}1%° ¢ R, Valasszunk a
csucsok kozil egyet egyenletesen, legyety ekl korulbelll a valoszinlisége, ho@ylegalabb

kétszer olyan tavol van €, ...,0) ponttdl (az euklideszi metrikaban) mint @z, . .., 1)-t6l?
(Tipp: standard normalis tablazat a hatoldalor{9 p)

Megoldas: Az (a,b) részekhez megint csak lasd a jegyzetet. A (c)-hegyén az 1-es koordinatak szamaan
X. Persze eBinom(n, 1/2) eloszlasin = 100. Tovabbad|U — 0]]? = X és||U — 1||*> = n — X.
Tehat

B[|U - 0] > 2| - 1]|] = P[X > 4(n — X)] = B[X > 4n/5],

és ezutan normélis approximacitja binomnakl — ®(6) ~ 0 a végeredmény. (Ezt egy kicsit elron-
tottam: az el§ valtozat az volt, hogy aZ-t levetitjik meblegesen az — (z,z,...,z) diagonalis
egyenesre, €s a vetitett pont tavolsaga kétszer akkigemint 1-t6l, ekkor1 — ®(3.33) jon ki.)
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Elm. 3

Megoldas:

(a) lgazold, hogy aExp(X) eloszlas momentumgeneralo fliggvényeét) = = t,aholt € (—o0, A).
(5p)

(b) Szadmold ki a£xp(\) eloszlast-adik momentumat; = 0,1,2,.... (5p)

(@) M(t) = E[e™] = [T e Ae™ do = [25e"™V] ", amitoo, hat > ), és2;, hat < .

0 Y
(b) E[X*] = M(k)(t)‘tzo - (/\—k;))l\ﬂ+1 ‘t:O - %

Gyak. 1 (Karacsonyi feladat) Nagykovacsi folott ritkan, de azért szoktak latni Oldbkletve B6séghozo

Megoldas:

Angyalokat, két, egymastadl fliggetlen Poisson folyamatiszel 20 évente varhat6 értékben egyet-
egyet. Nagykovacsi dédnagyapam igen egészségesen éll4iiastes, és csak a kovetkeldokio
Angyal felbukkanasakor fog meghalini.

(a) Miavaloszinlsége, hogy dédnagyapam megéri a 20@téztbpjat?3 p)

(b) Varhaté értékben hanydéghozd Angyalt fog dédnagyapam a hatri@dkéetében 1atni?7 p)

(c) Dédnagyapam példamutato élete folkeltette az Ordogeliiggt, aki Gizletet ajanl a lelkéért:
ahany éves kordban meghal (ez lehet tértszam is), azt atikyiatvanyra emelik ahanyd®
séghozo Angyal elreplilt Nagykovacsi folott életének aise alatt, €s ennyi dukatot kap a

dédnagyapam altal meghatéarozott jotékony cél. Ha elfegazljizletet, varhato értékben mek-
kora 6sszeggel gazdagszik az a adiipp: hasznald aElm. 3feladatot.)(8 p)

(@ A = 1/120 intenzitasu Poisson folyamatokrél van szé. Mostantél siéamaz elé Oldokio
érkezésének idejE ~ Exp(\). EzértP[élet> 200 | élet> 147] = P[T > 53] = ¢~23/1%0,

(b) Egyik at: E[B] = E[E[B |T]] = E[E[Poi(\T) | T]] = E[A\T] = 1.
Figyelem! Sokan azt irtadk, lényegében, hdjYoi(\ET')]. Szavakkal: ,vilagos, hog¥[T |\
kell”. De ez csak véletlentl j6, csak méiPoi(\t)] linearist-ben. Altaldban, hg : R — R
nemlinearis, akkof (ET") # Ef(T), ezért |étezik pld a szoras fogalma.
Masik Ut: Vagy Boséghozdé vagy Oldoéljon elébb, 1/2-1/2 valszinnel. H&Béghozo, akkor
orokifjusag miatt megint vagy-vagy. Stb. Telfd3 = k] = 2-(*+1) pesszimista geometriai, és
E[B] = 1.

(c) Legyeng az utolsé évbeli Bséghozok szam&xp(u) eloszlasu, fgtle'-tol, aholy = A =
1/120, de tartsuk meg-nek a jeldlést, hogy vilagosabb legyen, mi torténik. Aéggég miatt:

o0

E[(147 + T)"] = Z E[(147 + T)*|P[

iM?—i—T s H
k=0

—F [ 147+T)M] 14GME[6MT] .

Az els) tényed €'*9/120 de a masodik-oo, hiszy = 1/120 éppen ' momentumgeneraloja-
nak konvergenciasugara. Végtelen a varhato érték — az Gagiégr rendes ajanlatot tett.

Megjegyzend, hogyE[T?] # E[T]®”, nagyon nem.

Gyak. 2 LegyenekXy, ..., X, fuggetlenEgyenletes|0, 1] eloszlasu pontok. SorbarendezZiket, kapjuk az

X <--- < X} sorozatot.

(a) Legyem = 2. Hatarozd medX; és.X; kovarianciajat(15 p)
(b) Most legyem = 2k + 1. ird fel a k6zépé X, pont strlségfuggvénydb p)

(c) lgazold, hogy minden > 0-ra, limy_.. P[| X}, —1/2| > €] = 0. (Tipp: hasznald a Bernoulli
Nagy Szamok Torvenyéfd) p)



Megoldas: (a) UgyebarE[X; X;] — (EXT)(EX;)-re van szikségink, és nyilvan pozitiv lesz az eredmény,
hiszen haX; nagy, azX;-t is noveli.
Egyik ut: vilagos, hogy( X}, X5) k6z0s slrlsegfgve(z, y) = 2 - 1jp<z<y<1}, €Qyenletes egy
haromszogon, pld mett< = < y < 1 esetén

PX] € (x,x + dx), X5 € (y,y + dy)] = PlugyanezX; < X,| 4+ PlugyanezX, < Xi]
=PIX; € (z,2+dx), X2 € (y,y + dy)] + P[X2 € (2,2 + dx), X1 € (y,y + dy)]
= 2dxdy.

Innen lehet integralgatni, marginalisokat kapni, stb.

Mésik at: P[X} > t] = IP’[Xl > t, Xy > t] = (1—1t)2 Innen slrliségfgve(1—t), de ez nem is
kell egyebre, mertE[ X fo [ X} > t]dt = 1/3. Szimmetria-okokbol akkdE[X ;] = 2/3.
EsE[X;X}] = E[XlXQ] = (EXl)(EXQ) — 1/4, hiszen{ X}, X;} = {X1,X,}. Aki ezt a
trikkot nem veszi észre, annak egy masik:

EX{X;] =E[EX]X; | X]]] = E[X{(X] +1)/2] = /1t(t +1)/2-2(1 —t)dt = 1/4.

Sokan folirtak olyasmiket, hogyE[ X | X1 < X5] = E[X; | Xi < X3] = E[X,], mert X,
és X, fgtelenek”. Ez nem igaz, mert gzX; < X,} feltétel nem fgtlenX;-tdl, miért lenne;
nyilvan csokkentiX; varhato értékét.

(b)
PIX.,, € (2,2 + dz)] ~ (2’f; 1) o (’f : 1) o (Z) 12

(c) Azert irtam, hogy Bernoulli NSZT, mert neij;-ket vagy X, ,-eket kell nekiallni 6sszeadni,
hanem Bernoulli valtozokat. Ugyanfs\; ., < 1/2 — e} = {Y. > k + 1}, ahol

=#{1<i<2k+1:X;<1/2—¢} ~Binom(2k+1,1/2—¢).

A Bernoulli NSZT szerinfP[Y, > k + 1] = P[Y./(2k+ 1) > (k+1)/(2k + 1)] — 0, hiszen
limy oo (k +1)/(2k +1) > 1/2 — e. HasonloarP[ X}, > 1/2 +¢] — 0.
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