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Valoszinliségszamitas Vizsga3, 2014. jan. 17.
Munkaidé: 100 perc. Kalkulator nem hasznalhaté.

Elm. 1. LegyenU egyenletes eloszlas(@ | intervallumon, ésX = sin(U).

(a) Irjuk le X eloszlasfiiggvényétsp)
(b) Szamoljuk kiX varhato értékét,5p)
(c) és szorasnégyzetéB)

Megoldas: (a) ) .
Fx(z) =PsinU < z] = P[|U| < arcsinz| = w, aholz € [0,1].
m

A 2-es szorz6t senki sem vette észre, pedig[egy] félkor dbra azonnal eléarulta volna. Az meg
sajnos kritik&n aluli, hogy a tébbség szerintazsin(z) értelmezési tartomanyac [0, 7.

Sokan a sirliségfgvre nyomultak, nem tudom, pontosart.nidérazért leiromg(u) = sin u,

u € [0, 7], ez nem injektiv, tehat vigyazni kell a szokasos formulavaim léteziky—!(z):

! 71_1 1 _g 1
fX(:c):u.g%:fo(uﬂg(u)\ = > RN

ug(u)=z

Utana ezt kéne integralni, hogy az eloszlasfgvt megkapjuk.
(b) En arra gondoltam, hogy

™1 1 2
EX = E[sinU] = / —sinudu = —[—cosu]_, = —
o T s s
Ehelyett lehet/ 21—+ dx-szel vespdni, de az nehezebb.

(c) Perszéd?X = E[X?] — (EX)?, majd én azt csinaltam volna, hogy:

™1 11/ (" " 1
E[X2]:E[sin2U]:/ Zsinfudu==-— </ sin2udu+/ COSQUdu) =—.
g 27 \Jo 0 2

Elm. 2. (a) Mondd ki a Cauchy-Schwarz egyétienséget a| X Y] bel€szorzasra. Igazold a segitségével,
hogy két valtozdg (X, Y') korrelaciés egydtthatdja mindigl és1 kdzott van. {p)

(b) Adjegy példat, hogy(X,Y) = 0, de X ésY nem flggetlenek.5p)
Megoldas: (a) Lasd jegyzet.

(b) Lasd pld jegyzet, de annyi csak a trukk, hogy EIY = 0 all barmilyen szimmetrikusra; (2)
E[XY] = O teljesul, haX # 0 = Y = 0, vagy akkor is teljesil, hXY" szimmetrikus; (3)
ne legyenek figgetlenek.

Elm. 3. (a) HaX ésY fiiggetlen valvaltozok, hogyan kaphatjuk meg\dz . y (£) momentumgeneralo fugg-
vényt azMx (t) és My (t) momentumgeneralok segitségével? (Bizonyitsd &) (
(b) ird f6l azN(u, 0%) normalis valtoz6 momentumgeneralo fliggvényét (bizosgl. 7p)

(c) Az (a) és (b) részek segitségével igazold, hogha N(ux, 0% ) ésY ~ N(uy, o2 ) fluggetle-
nek, akkorX + Y is normalis. Mekkora a varhat6 értéke és a szérasnéegyzeme? (



Megoldas: Lasd jegyzet. A lényeg: momgenfgv definicidja, fgtlenségznalata, normalis sirlségfgve, kibev
teljes négyzetté alakitasa (ami standard normalisra Kgrastan valtozotrafd).

Gyak. 1. A J6 Kenyér pékség kalacsaban szeletenként atlag 3, a Paknkafacsaban szeletenként atlag 2
mazsola van. Nagyjabdl minden masnap bemegyek valamefjikggbe, 1/2 valdszinliséggel az
egyikbe, 1/2-del a masikba, és veszek egy 16 sza@léthd egész kalacsot.

(@) Miavaloszinlisége, hogy van mazsola ad sizlet kalacsombar{2 p)
(b) Wolt benne mazsola. Mi a valoszinlisége, hogy a J6 Kepéiéségdl van a kalacs?5p)

(c) Ha az elé szeletben volt mazsola, mi a valoszinlisége, hogy a mdsatiegalabb keftis
lesz? {p)

Megoldas: (@) (1 —e 2)/2+ (1 —e3)/2.

ftal (1—e=3)/2
(b) Bayes tetels—=5r =73

Volt, aki ugy értette a ,volt benne mazsola” mondatot, hogynam az ditte, hanem az utana
Iévd mondatra vonatkozik, azaz a 16 szeletes kalacsban egltithazsola. Ekkor az ered-
mény(l_e,gf;)_/;;ij)_/i,48)/2 lenne, hiszen 16 szeletben a Poisson folyamat tulajdonséaat a
mazsolak szamBoi(16 - 3) illetve Poi(16 - 2).

(c) A két esemény nem fliggetlen, hiszen ad algeletbeli mazsolak szama informaciot ad arrdl,
hogy melyik péksédghl j6tt a kalacs:

PX; > 2[X1 2 1] =P[Xy = 2[J, Xi 2 1P[J[ X3 2 1]+ P[X> > 2| P, Xy = 1]P[P| X, > 1]
=P[X, > 2| J]P[J| X; > 1]+ P[X, > 2| P|P[P| X; > 1]
=(1—e?—=3e?)((b)rész + (1 — e —2¢?)(1 — (b) résa .

Gyak. 2. Az el6z6 feladatban leirt korilményekkel:

(a) Ha minden kalacsbdl négy szeletet eszek megdikiissen, ketht masnap, a tobbit a csala-
dom), atlagosan hany mazsolat kapok én, mekkora szordSsajtség: ®oi(\) szérdsa/\,
és ne feledkezziink el a feltételes szorasnégyzet formul@0 p)

(b) Ha egy év alatt 100-szor veszek kalacsot, mi a valosgéigé, hogy 1070-nél is tdbb mazsolat
fogok megenni¥Kellhet, hogyy/3.5 ~ 1.87, /3.55 ~ 1.88.) (7p)

Megoldas: Sajnos itt elemi szdvegértési problémai voltak sokaknak, &, 12, 16, 32, 48, 100 szamok elég
sajatos kombinacidit eredményezve.

(a) A feltételes szorasnégyzet formulat akkor hasznahukikor két forrasbol jon a véletlenség;
jelen esetben, hogy melyik pékséglibn a kalacs, és hogy az ezaltal megadott Poisson folya-
mat mennyi mazsolat is eredményez. TeRalegyen a mazsolak szadma 4 szelet kalacsban,
ez érdekel minkety” pedig az, hogy honnan j6tt a kalacs. Vilagos, h@igy | Y = J] = 12,
EX|Y =P =8D*X|Y =J]=12,D)X|Y = P| =8.

E[X] = E[E[X|Y]] = 12P[Y = J] + 8P[Y = P] = 10.

Persze ez a 10, ez jozan paraszti ésszel is nyilvanvalopaytsrabaly csak egy elegans absz-
trakt leirasi modja ennek.

D2[X] = E[D*[X|Y]] + D*[E[X|Y]]
= 12P[Y = J] +8P[Y = P] + D?*[1/2-del8, 1/2-del12]
=10+4.

Tehat a szorag/' 14.



(b) 100-szor térténik fiiggetlentiil az (a)-beli kisérlet,ilaem » = 10, ¢ = /14. Tehat a CHT-t
hasznalhatjuk:
Xy + -+ Xigg — 100p_ 1070.5 — 1004
100 100
7.05
~P [N(O, 1) > \/ﬁ}
~1—®(V3.55).

Gyak. 3. LegyenekX ésY fuggetlenExp(\) eloszlasu valvaltozok.

(a) Hatarozd megX, X + Y') egyuttes strlségfliggvényéip)
(b) Hatdrozd med( + Y sirliségfuggvényét7p)
(c) Foltéve, hogyX + Y = z, valamilyen fixz > 0-ra, milyen eloszlast aX? (7p)

(Figyeljunk a hatarokra!)

Megoldas: (a) Az(X,Y) egylttes slrliségfgvényét tudjuk, figgetlenség mfatt: (z, y) = A\2e~*@+¥), ahol
(z,y) € [0,00)%. Namarmost, egy szép linearis leképezéssel megkapHatjuk + Y)-t:

9(X.Y) = G (1]) (é) B (Xi(Y) '

Tehat a standard moédszerrel:

Fxxv(@,2) = fxy (97 (2, 2) - Hacy (g™ (2, 2)

= fxy(z,z —x)- 171 = N2,
Elsb ranézésre mintha nem fliggerntdl, pedig de: csak & < x < z sikrészen van ez.
(b) Az egyik lehebség az €z egyuttesbl integralassal megkapni a margindlist:

fxiy(2) = / Ne ™ dr = 2 %e
0

Egy masik lehdiség, amihez nem kell az (a), konvollicidval (integralasatwkra, milyen
valtozo szerint integralunk, tessék figyelni):

fxiv(2) = / e M NeTAETD) g = A2
0
Egy harmadik lehétség észrevenni, hogy egy PoisSbnpontfolyamat mésodik pontjarél van
sz0, igy,N, ,-vel jeldlve az érkezések szamat b)-ben,
fxiv(2)dz = P[Py € (2,2 4+ dz)] = P[Ny, = 1] - P[N, ,4a. = 1]
= P[Poi(\z) = 1] - P[Poi(\dz) = 1]
= Aze M Adze M 2 dz Ne M.

(c) Havalaki megcsinalta az (a) részt, a (b) nem is kell:

Sxxv(e,z)  2Ne <<y
T|z) = — = ——— =, 1ig<p<n -
fX‘XJrY( 2 Ifx+v(2) Ix4v(2) (ose=z)

Ez a slrliségfgv bizony konstansa [0, z| intervallumon, méshol nulla, széval ez az egyenletes
eloszlag0, z]-n, és persze csak = 1/z lehet. (Amit amugy (b)-6l is latunk.)
Egy masik lehdiség megint a Poissoh) pontfolyamatot hasznalni:
P[Now = 0] - P[Nooras = 1] - P[Norars = 0] - P[N, oz = 1]
P[No: = 1] - P[N. c1a: = 1]
e M \dxe M L g A=) _dx
Aze=A T

P[P € (z,2 +dx) | Py € (2,2 + dz)] =




