Valoszintiségszamitas potkurzushoz extra témak és feladatok, 2015. tavasz

I. Kovariancia és korrelaciés egyiitthaté, Cauchy-Schwarz egyenlétlenség.
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(a) Ha E(X) = 1 és D?(X) = 5, hatdrozzuk meg E[(2 + X)?] és D?(4 + 3X) értékét.
(b) Legyenek X és Y f. a. e. valvéltozok p varhaté értékkel és o széréssal. Szamoljuk ki E[(X — Y)?] értékét.

. Legyen az (X, Y') pont egyenletes eloszldsi a (—1, 0), (0, 0), (0, 1) pontok &ltal meghatdrozott haromszégben.

(a) Milesz az (X, Y') kétdimenziGs eloszlds kovarianciamdtrixa?

(b) Legyen Z = X +2Y. Mi lesz az (X, Z) kétdimenzi6s eloszlds kovarianciamdtrixa?

(a) Legyen X az a szam, ahdnyszor 1-est latunk, Y az a szdm, ahdnyszor 2-est latunk, ha n-szer dobunk egy szabalyos
kockaval. Szamoljuk ki e két valészintiségi valtozo korreldcids egyiitthatdjat.

(b) Egy dobdkockat kétszer feldobunk. Legyen X a dobdsok Osszege, és Y az els6 dobds minusz a mdsodik dobds.
Szamoljuk ki Cov(X, Y)-t. Fiiggetlenek-e X és Y?

. X ésY egyiittes siiriségfiiggvénye
1
—e Wt/ hagz >0, y>0,
fl,y)=qY
0, egyébként.

(a) Hatdrozzuk meg E(X) és E(Y") értékét, valamint mutassuk meg, hogy Cov(X, Y) = 1.
(b) Szémoljuk ki E(X?|Y = y)-tis.
. Legyenek 0 < a1 < ap < --- < a, szdmok. Igazoljuk a Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség segitségével az Otéves

Gyerek Lemmdjanak egyszer(ibb valtozatat: az {1,2,...,n} szdmok 7 permutdciéra az s(m) := Y. | a;a(;) Osszeget
maximalizalja a 7 = id valasztas.

. Legyenek X1,..., X, fiiggetlen Egyenletes|0, 1] eloszldsd pontok. Sorbarendezziik Gket, kapjuk az X7 < --- < X}
sorozatot.

(a) Legyen n = 2. Hatdrozd meg X és X3 kovariancidjat.

(b) Most legyen n = 2k + 1. Ird fel a k6zépsé X %1 pbont stirliségfiiggvényét.
(c) Igazold, hogy minden € > O-ra, limy_, IP>[|X,’C‘+1 —-1/2| > e] = 0. (Tipp: Bernoulli Nagy Szdmok Torvénye.)

. Indikator valtozok osszegének varhato értéke és szorasa.

(a) Mi a valdszinlisége, hogy n elem egy egyenletesen valasztott permuticidjdnak pontosan egy fixpontja van? Mi
torténik, ha n — 0o0?

(b) Mekkora a fixpontok szdmanak varhat6 értéke?
. Legyenek X és Y fiiggetlenek, Binom(n, p) illetve Binom(m, p) eloszlédssal.

(a) Szamoljuk ki az E[X | X + Y = k] feltételes varhato értéket.

(b) Mennyi P[X +Y = k]?

(c) Milyen ellendrzést csindlhatunk az (a) és (b) helyességérol a varhat6 érték toronyszabalyanak segitségével?
. 20 farkas mindegyike rdveti magat 20 nyul valamelyikére, teljesen véletlenszeriien, egy nyilra akér tobb farkas is.

(a) Varhat6 értékben hany nyul dssza meg a kalandot?

(b) Mekkora szérassal?

. Tekintsiik az Erd6s-Rényi G(n, p) véletlen grifot: n csics van, és az (Z) lehetséges él mindegyike egymadstdl fiigget-

leniil p € (0, 1) valészintiséggel van behizva. Legyen N a részgrafként jelenlévd haromszogek szdma.

(a) Adjuk meg NN vérhat6 értékét,
(b) és szoérasat!
(c) Igazoljuk, hogy ha p = p,-re np,, — 0 teljesiil, akkor 0-hoz tart6 valészintiséggel van a grafban haromszog.

(d) Mi torténik a haromszogtartalmazas valészindségével, ha np,, — co?
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Feltételes varhato érték és szoras.

Vilasztunk a szdmegyenesen egy véletlen X pontot, A varhaté értékdi exponencidlis eloszldssal, majd vessziik ennek
egészrészét: Y = | X |.
(a) Adjuk meg az Y viltozé eloszlasat,
(b) és varhato értékét!
(c) Igazoljuk (érveléssel vagy szdmoldssal), hogy az IE[X -Y | Y = k;] feltételes varhat6 érték nem fiigg k-tdl.
Mennyi az értéke?
A J6 Kenyér pékség kaldcsdban szeletenként atlag 3, a Prima Pék kaldcsdban szeletenként dtlag 2 mazsola van. Minden
mdsnap bemegyek valamelyik pékségbe, 1/2 valdszinliséggel az egyikbe, 1/2-del a masikba, és veszek egy 16 szeletbdl

all6 egész kalacsot. Ha minden kaldcsbdl négy szeletet eszek meg (kettdt frissen, kettt méasnap, a tobbit a csalddom),
atlagosan hany mazsolat kapok én, mekkora szérassal?

Nagykovacsibol Budapestre dél koriil minden 6ra :24-kor és :54-kor van busz. A megalléba egy Egyenletes[12:00,12:30]
eloszlasu véletlen id6pontban érkezek. Elkezdek stoppolni; az auték egy 1/(10 perc) intenzitasu Poisson folyamat sze-
rint vesznek fol.

(a) Mi a valdszintisége, hogy végiil mégis busszal megyek?

(b) Foltéve, hogy végiil a busz jon hamarabb, varhatéan mennyit kell rd varnom?

(c) Ha hirtelen meggondolom magam, és egyszerlien megvarom a kovetkez6 buszt, varhatéan hany autét szalasztok
el, ami folvett volna, mekkora szorassal?

Kétdimenzios normalis.

Legyenek X ~ N(0,1) ésY ~ N (0, 3) fiiggetlen normélisok, ahol a szérdsnégyzetek vannak a zdréjelben. Legyen A
az a szabélyos hdromszog, melynek alsé oldala az x tengely [—1, 1] szakasza, ezzel szemkozti csticsa pedig a (0, v/3)
pont. Mi a valdsziniisége, hogy (X,Y) € A?

Az (X,Y) € R? val6szinGiségi vektorvéltozé legyen kétdimenziés normdlis eloszldsi m = (—1,1) varhat6érték-

vektorral és C' = @ g) kovarianciamadtrixszal. Szdmitsuk ki a P{X > —1, Y > 1} val6szinliséget! (Tipp:

2 (11
—B,ahOIB—<1 2>.)

Egy konnektorban a fesziiltség egy 230V varhat6 értékdi, SV sz6rdsi normdlis valvdltozénak foghaté f6l, aminek az
értéke naprol napra valtozhat, de egy napon beliil azért dlland6. Szeretném megmérni, hogy ma mennyi a fesziiltség, egy
lestrapalt fesziiltségmérovel, ami egy OV varhat6 értékd, 10V szérasi normalis hibat ad hozza a valédi értékhez, minden
mérésnél a kordbbi mérésektol fiiggetlenill. A nagy szérdson ugy probalok javitani, hogy sok mérést is elvégzek, és
ezeket dtlagolom.

I

(a) Hany mérést kell legaldbb csindlnom, hogy 90% valdszintliséggel a kapott dtlagom a valés mai fesziiltségértéktdl
legfeljebb 1V-tal térjen el?

(b) Végiil csak egy mérést csindltam, mert utdna teljesen bekrepdlt a fesziiltségmérdm. Az az egy mérés 245V volt.
Ezen informécié birtokdban mi a mai fesziiltség feltételes stirliségfiiggvénye? Mekkora a feltételes varhat6 érték
és szo6ras? (Tipp: normdlis lesz a feltételes eloszlas!)

Standard normalis tdblazat a feladatsor végén!

. Momentumgeneralé fiiggvény.

Igazold momentumgeneralé-fiiggvények segitségével, hogy két fiiggetlen normadlis valtozé 6sszege is normalis!

(a) Igazold, hogy az Exp()\) eloszlds momentumgenerdlé fiiggvénye M (t) = ﬁ, ahol t € (—o0, ).
(b) Szamold ki az Exp(A) eloszlds k-adik momentumdt, k = 0, 1,2, .. ..

Nagykovdcsi folott ritkan, de azért szoktak latni Oldokls illetve Béséghozé Angyalokat, két, egymastdl fiiggetlen
Poisson folyamat szerint, 120 évente varhat6 értékben egyet-egyet. Nagykovacsi dédnagyapam igen egészségesen él,
most 147 éves, és csak a kovetkezd Oldokls Angyal felbukkandsakor fog meghalni.

Dédnagyapam példamutat6 élete folkeltette az Ordog figyelmét, aki iizletet ajanl a lelkéért: ahdny éves koraban meghal
(ez lehet tortszam is), azt annyiadik hatvdnyra emelik ahdny B&séghozd Angyal elrepiilt Nagykovdcsi folott életének
utolsé éve alatt, és ennyi dukatot kap a dédnagyapam altal meghatdrozott j6tékony cél. Ha elfogadja az iizletet, varhaté

e

értékben mekkora 6sszeggel gazdagszik az a cél? (Tipp: haszndld az eldzd feladatot.)
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