VIK, Analizis I. 9. gyakorlat 2008. nov.
1. Elemi fiiggvények (folyt.)

Beszéljiik meg az arcsinx fliggvény tulajdonsagait (értelmezési tartomany, értékkészlet,
abra, derivalt), majd :

1. Feladat:
f(z) =3m — 2 arcsin (3 — 22)
a) Df :?, Rf :?, f/(l’) =7

b) Irja fel az zo = 1 pontbeli érintGegyenes egyenletét!

¢) Indokolja meg, hogy f-nek létezik az f~' inverze!

FlUz) =7,  Dp1 =7, Ry =7
Megoldas.
a) —1<3-20<1... = D;=][1,2
3—2rxe€[-1,1] = arcsin(3—2z)¢€ [—g, g}
= 2arcsin(3—2z) € [-7, w1 = R;= 27, 47|
1 4

fi(x) = =2 (=2) = , we(l,2)

1—(3—2x) 1—(3—2x)

=) () (-7 - e 5 ()

¢) f'(x) >0, hax € (1,2) és f folytonos [1,2]-ben, ezért f szigortan monoton né Dj -en,
igy a teljes értelmezési tartomanyban invertalhato.

1 3m —
y=3m — 2arcsin (3 —2z) = ... f‘l(ac):§ <3—sin 7T2 w)
Df—l = Rf = [271', 47‘[’} 5 Rf—1 = Df = [1,2]
2. Feladat:
Derivalja az alabbi fliggvényeket!
ch 522 | hax >0
flz) = : g(x) = (1 +a*)*

sh2r — 3x, hax <0

Megoldas. Rajzoljuk fel az shz, chx fliggvényeket!



f(O+0)=f(0)=ch0=1 # f(0—0)=0 = [ nem folytonos x = 0-ban
= f(0)3
Egyébként f derivalhato fliggvények Osszetétele és igy derivalhato:
10z shb52z?, hax >0
f'(x) =
2ch2r — 3, haz <0

g exponencialis hatvanyfiiggvény, ennek megfelelGen derivaljuk:
g($) — eln(1+x4)29‘ — eQx In (14z%)

Q3
g (z) = e MmO+ (94 In (14 2Y) = (1424 . <2 In(1+2%) + 22 * )

1424

2. L’Hospital szabaly

1. Feladat:

tg 223 1
2 lim ACB22 e lim (xfl_m) 9

z—0 arshba? z—1
by lim arcsi£13x2 _9 £) xlin}ro SET 9
z—0 tg®x
) li 2 —5z ? ) i 681‘ _ 26_% ?
1m = ! m —F—7F>— =/
¢ xTr — 00 e g T — —00 e593_'_ef3(£
d) lim x Inz” =7 h li sh (32 —2) =7
r— +0 ) zl—>moo ch (3.T + 4)
Megoldas.
1 o 1
arctg 2 2% 1o 1+ (223)2 ‘ .2 1+ (22%)2 2
a) ———— = lim = lim - ———— = —
z—0 arshbaz3 z—0 1 1522 z—0 5 1 5
1+ (5a3)? 1+ (523)2
1
arcsin 3 22 1, 1+ (322)2 or 1 T
b) lim ———— = lim = lim 3 — cos’z = 3
z—0 tg“x x—0 1 z—0 /1 4+ 9% sinx
2 tgr —
, COSQZB )
¢) lemoo 22 e ™ = xh—{%o :E 1 zh—>moo 5 :Em 1A w'_)oo o =
7 1
Inz” 7TInz pn T
. 7 . . . Pi: . €T _
d) mli>rr—il-0 \/E It = xli>rr41-0 L a :clLH-il—O x—1/2 xlin-il-o _1 -3/2



1
. T 1 . cne — 2+ 1 g . 1nx+x;—1
e) hm1 T " s hm1 01 = hm1 i
g—1 \T — nx z—1 (r—1) Inz Uz 4+ (@—1) =
x
1
1 - 1
- hm1 = £ 1 - I~ 2
e+ 1 - — -+ =
x x
f) lim %% = lim e?*®" = lim e®*' 0% = 0 = 1 mert
z— 40 z—+0 x— 40
1
1 ; - i
lim tgz-Inzx = lim R T T~ fim -2 e =0
—+0 z—+0 ctgw s—+0  —1 T —+0 T
sin? x
g) A L’Hospital szabaly alkalmazasa most nem vezetne eredményre.
) e8x -9 e—3z ) e—Sw ella: -9 0—2
lim —— = lim - 1.—= = _
= —0o e5x+e—3$ T — —00 6—396 68x+1 0+1

h) Itt sem vezet eredményre a L’Hospital szabaly. Beirva a fiiggvények definiciojat, az
el6z6 pédahoz hasonléan jarhatunk el:
sh (31. _ 2) ' eSr—Q _ e—(33:—2) e3x e—2 _ e—6m+2 e—2

A hGr ) etk g oG L o g et o

3. Intervallumon derivalhato fiiggvények tulajdonsagai

Az el6adasokon errél még nem nagyon volt sz6. Ezért a gyakorlatokon mindig részletesen
mondjak el a felhasznalt tételeket!

1. Feladat:
flx) = (z=3)° (z +5)*

a) Adja meg azokat a leghGdvebb intervallumokat, melyeken a fiiggvény szigorian monoton!
b) Hol van lokalis szélsGértéke?

Megoldas.
fl(z) = 3(x =3 (z+5)* + (= 3)34(x +5)3 = ... = (x = 3)*(z +5)* (z + 5)(Tz — 3)
>0 rajaoljuk fel!
3 3 3
x | (—o00,=5) | —=b (—5, 7) = (5,3> 31| (3,00)
S / N\ / /
Tehat f szigortian monoton né: (—oo, —5) és (?,oo) intervallumokon,

3



3
f szigoruan monoton csokken: (—5, ?) -en.

x = —5-ben lokélis maximum van, mert f névekvébol csokkendbe megy at.

3
r = - -ben lokalis minimum van, mert f csdkkenGbdl névekvibe valtozik.

2. Feladat:

f(z) = In(2? 4 22 + 2)
Keresse meg azokat az intervallumokat, melyeken a fiiggvény

- monoton nd, illetve monoton csokken;
- alulrol konvex, alulrol konkéav.

Megoldas.
fz) =n(2?+22+2) = In((z+1)*>+1) = D;=R
—_—
>1
2x + 2
o) —
Jle) = 2?2422+ 2
z | (=00, =1) | =1 (~1,00)
f — 0 +
f \ /!
Tehat f (szigortian) monoton csokken (—oo, —1)-en és (szigortian) monoton né (—1, 00) -en.
" 2(x* +2x +2) — (204 2)(2x +2) —2z (x + 2)
f (.l’) = 2 2 = 2 2
(2 +2x 4 2) (2 +2x 4 2)
A nevezé > 1, a szamlaloban levé parabolat pedig rajzoljuk fel!
z[(-00,-2)| -2 |(=2,0)] 0 | (0,00)
1" — 0 + 0 —
f N (infl. pont) U (infl. pont) | N




4. Néhany tovabbi példa

Még adok néhany példat. Akinek marad ideje, ebbdl valogathat, vagy csinaljon hasonlot!
Ismételjiik 4t az arccosz fiiggvény tulajdonsagait (értelmezési tartomany, értékkészlet, abra,
derivalt), majd :

1. Feladat:

m
f(z )—arccosﬁ b

a) Df :?, Rf B
b) Adja meg a —5 pontot tartalmazo azon leghGvebb intervallumot, melyen f invertal-
hato!  f~1(z) =7, Dy =7, Rpr =7

Megoldas.

a) f paros fiiggvény.

. 4
ET.: —2‘§1 — 2| >2
x
4 4
0< g <1 miatt arccos; € [0 g) = Ry = [—g, O)
ha |z| > 2
\/ x2 \/ :L’2
f'(x) <0, ha x € (—o0,—2) és f folytonos I = (—o0,—2]-n = [ szigoruan
monoton csokken I- n, tehat 1nvertalhat0 I-n. (-5el
4 —2
y = arccos — — T o= fHx) =
T 2 s
cos (x + =)
2
T
Djr = Ry = [—5, 0) . Ry =Dy = (—00,~2]

2. Feladat:

fla) = we™
Hol monoton nové, illetve csokkend az f fiiggvény?
Hol van lokalis szélsGértéke?

Megoldas.



(=3) 5 |G)
—00, = - —, 00
3 3 3 P P
f + 0 — 3 3
f / lok.max AN
3. Feladat:

f(x) = 22° — 152° + 204

Hol konvex, hol konkéav a fiiggvény? Hol van inflexioés pontja?

Megoldas.

f(x) = 122° — 752* + 8023

f'(x) = 602" — 3002 + 2402 = 602 (2* — ix +4)
20 (@—1) (z—4)

x| (00,00 /0] (0,1)] 1 |(1,4)]| 4 |(4,00)

f" + 0] + 0 — 0 +
f U U |infl.p N |infl.p U
4. Feladat:
f(z) = xze ™

Keresse meg azokat az intervallumokat, amelyeken az f fliggvény konvex, illetve konkév!
Hol van inflexidja az f fiiggvénynek?

Megoldas.
flx) = e 4+ xe™ (—22) = e — 22e ™
fx) = e (=2x) — 4z e — 2952 —* (=22) = e (42® — 62) = e 2 (222 — 3)

Abrazoljuk vazlatosan a 2z (222 — 3) fiiggvényt, mert igy konnyebb az elGjelvizsgalat!

(Harmadfoku polinom, nullahelyek: \/7 \/7

+ 00 -ben + 0o -hez tart a fiiggvény és — oo -ben — oo -hez tart a fiiggvény.)

Ennek alapjéan:

3 3 3 3 3 3
() G RE) S ()
1" - 0 + 0 — 0 +
f N infl.p. U infl.p. N infl.p. U




