
2008-2009/1. A1 13. feladatsor: törtfüggvény integrálása, Riemann integrál

1. Keressük meg a primit́ıv függvényeket.

a)

∫
5x− 3

x2 − 2x− 3
dx b)

∫
2x3 − 4x2 − x− 3

x2 − 2x− 3
dx c)

∫
x + 5

x2 + 6x + 9
dx

d)

∫
2x + 3

4x2 − 4x + 10
dx e)*

∫
1

(x− 1)2(x2 + 1)
dx f )*

∫
x10

x2 + x− 2
dx

2. Egy 2 méter hosszú vályú keresztmetszetét az f(x) = 15x2, x ∈ [−0.1, 0.1] függvény ı́rja le.

a) Mennyi v́ız fér a vályúba?

b) Ha 10 liter vizet öntünk bele, milyen magas lesz a v́ızszint?

3. Számoljuk ki az integrálokat!

a)

∫ 2

0

|1− x| dx b)

∫ 5.5

0

[x] dx c)*

∫ 3

−3

{x} dx

d)

∫ 1

−1

3x2
√

x3 + 1 dx e)

∫ 1/2

−1/2

1√
1− x2

dx f )

∫ ln 2

0

xe−x dx

g)*

∫ 10π

0

(1− cos 3x) sin 3x dx h)*

∫ e

1/e

| ln x| dx i )*

∫ ln 2

0

√
ex − 1 dx

4.*Mekkora az x2 és az x3 függvények grafikonja által közrefogott terület?

5.*Mekkora területet vág ki az x2 + y2 ≤ 8 körlapból az y2 = 2x parabola?

6.* lim
n→∞

2n∑

k=n

1

k
= ?

(Seǵıtség: az összeget közeĺıtsük az 1/x integráljával, és becsüljük meg az elkövetett hibát.)

Emlékeztető

–

∫
αx + β

ax2 + bx + c
dx kiszámolása: Legyen a nevező diszkriminánsa D.

Ha D = 0: A nevező teljes négyzet, ı́gy =
∫ p(x)

p2(x)
+ c

p2(x)
dx = ln |p(x)| − c

p(x)
.

Ha D > 0: Parciális törtekre kell bontani: =
∫

A
x+a

+ B
x+b

dx = A ln |x + a|+ B ln |x + b|.
Ha D < 0: = A

∫ f ′(x)
f(x)

dx + B
∫

1
f(x)

dx = A ln |f(x)|+ B arctg(. . .).

– A Newton-Leibnitz-szabály: Ha f : [a, b] → R integrálható, és F egy primit́ıv függvénye, akkor∫ b

a

f(x) dx = [F (x)]ba := F (b)− F (a).

– Helyetteśıtés határozott integrálra: Ha g monoton növekvő vagy csökkenő, akkor∫ b

a

f(x) dx =

∫ g−1(b)

g−1(a)

f(g(y))g′(y) dy. (Ha a képletben minden integrál létezik.)

– A pót- és pótpót-zh-val, elővizsgával és vizsgákkal kapcsolatos információk találhatóak a
http://www.math.bme.hu/~ruzsaz/ oldalon!


